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Presentacion
Objetivo

El objetivo de estas notas es presentar un material que sirva de soporte para la asignatura de “Inferencia
Estadistica” del Méster interuniversitario de Bioiestadistica y Bioinformatica impartido conjuntamente por la


https://www.uoc.edu/es/estudios/masters/master-universitario-bioinformatica-bioestadistica

Universitat Oberta de Catalunya (UOC) y la Universidad de Barcelona (UB).

Esta asignatura adolece de las caracteristicas habituales de las asignaturas de posgrado, y especialmente de
un posgrado de estadistica (y bioinformética), que muestran algunas de las cosas que no debe de ser esta
asignatura:

e No puede ser un primer curso de estadistica, porque se supone que los estudiantes del master ya lo
han cursado en sus grados. Por no decir que, a quien viene a especializarse en estadistica se le puede
suponer una base minima.

e Tampoco debe ser como los segundos cursos de estadistica de algunos grados, que tratan temas como
la regresion, el disefio de experimentos o el andlisis multivariante, porque esto ya se trata en diversas
asignaturas del master.

; Que debemos pues esperar que sea este curso?

e Puestos a pedir, este curso deberia servir para repasar y consolidar los conceptos basicos que la mayoria
de estudiantes traeran consigo.

e Ademsds, y sobretodo, debe proporcionar una visién general, lo mas completa posible dentro de las
limitaciones de tiempo, del campo de la inferencia estadistica

¢ Y, naturalmente, esto significa proporcionar aquellos conceptos sobre los que se apoyaran muchas de
las restantes asignaturas como “Regresién modelos y métodos”, “Disefio de Experimentos”, “ Anélisis
Multivariante”, “Anélisis de la Supervivencia” o “Anélisis de datos émicos”.

Prerequisitos y organizacién del material

Uno de los problemas “eternos” en el estudio de la estadistica ha sido siempre la falta de acuerdo, entre la
comunidad de docentes, de cual deberia ser el nivel mateméatico a que se impartan los cursos.

En los cursos de pre-grado ha habido un cierto consenso, y con los anos el nivel de formalismo ha disminuido,
incluso en estudios de tipo “STEM?”, tendiendo a centrarse en la aplicacién de los conceptos, por ejemplo
usando R, més que en un tratamiento formal (“matemé&tico”) de los mismos.

Aunque esto puede ser practico para aquellos estudios en los que la estadistica és una asignatura de un grado,
es también obvio que dicha aproximacién no permite profundizar en muchos de los puntos que se tratan.

Es por ello que en este curso seguiremos la indicacion habitual en cursos similares de asumir que el estudiante:

e Se siente comodo con el lenguaje algebréico, desarrollo de expresiones, sumatorios etc.

o Estd familiarizado con el célculo diferencial en una o varias variables, aunque esta familiaridad no sera
imprescindible para seguir la mayoria de los contenidos del curso.

e Conoce el lenguaje estadistico R, que en muchas ocasiones nos ofrecera una solucién directa a los
problemas de céalculo.

Agradecimiento y fuentes utilizadas

Salvo que uno desee escribir un libro sobre algo muy extrano, siempre habran otros libros o manuales similares
al que se estd planteando.

La respuesta a la pregunta, “Y entonces, jporque hacer un nuevo matrerial?” suele ser mas una excusa que
una explicacion sélida.

Una posible razoén puede ser para ajustarlo al mdzimo al perfil del curso para al que se destinan dichos
materiales, condicién que otros textos, pensados para cursos y audiencias distintas, pueden no satisfacer. En
este caso adoptaremos esta explicacion y el tiempo decidiré si el objetivo se alcanza.

Dicho esto, debemos agradecer a las distintas fuentes utilizadas, el que hayan puesto a disposicién sus
materiales para poder reutilizarlos. Entre estos destacamos:


https://www.uoc.edu
https://www.ub.edu

El proyecto Statmedia

Statmedia es un grupo de innovacién docente de la Universidad de Barcelona, cuyo objetivo es desarrollar
nuevas herramientas que ayuden en la ensenanza de la estadistica aplicada, mejorando asi el rendimiento
académico de los alumnos y su motivacién hacia la estadistica.

Partiendo de la idea que el aprendizaje debe basarse en casos practicos para motivar y fomentar la participacién
de los estudiantes. Se desarrollé primer proyecto, Statmedia I, un texto multimedia de estadistica que ademaés
de los contenidos, relativamente ampliados, para un curso de introduccién a la estadistica, incorporaba:

e Una serie de casos para motivar e ilustrar los conceptos introducidos.
e Un conjunto de gadgets interactivos con los que interactuar y experimentar y
e Ejercicios de respuesta multiple para verificar los conceptos trabajados.

Aunque el proyecto Statmedia ha seguido evolucionando en multiples direcciones, Statmedia I, como tantos
otros, no sobrevivié al desarrollo tecnoldgico, y la evolucién (o decadencia) del lenguaje Java lo llevé a dejar
de ser funcional.

Para estos apuntes hemos recuperado, y en ocasiones adaptado o modificado, algunos de los contenidos de
Statmedia I, que habian estado escritos con gran pulcritud. Esto se ha hecho siguiendo las indicaciones de la
licencia (CC-Share-alike) que permite adaptar contenidos atribuyendolo a sus autores y citando la fuente.

Los gadgets originales ya no son funcionales pero muchos de ellos han sido re-escritos en R como aplicaciones
Shiny (disponibles en: https://grbio.upc.edu/en/software/teaching apps) y se enlazaran desde los puntos
necesarios del texto.

Dejando aparte (ademads) de la licencia, vaya nuestro agradecimiento explicito al equipo de profesores del
Departamento de Estadistica de la Universidad de Barcelona, redactor de la versién inicial del proyecto, que
es la que hemos utilizado: Antonio Arcas Pons, Miquel Calvo Llorca, Antonio Minarro Alonso, Sergi Civit
Vives y Angel Vilarroya del Campo.

Dos de los autores nos han dejado prematuramente, Angel Vilarroya a una temprana edad, hace casi 20 anos
y Miguel Calvo, préximo a su jubilacién, muy recientemente. Vaya desde aqui nuestro mas sincero recuerdo.
Sin vosotros, nada de esto existiria, y aunque esto perdure os echaremos siempre en falta.

Antoni Arcas, Antonio Miniarro and Miguel Calvo (2008) Statmedia projects in Statistical Education

Otros materiales utilizados

o Alex Sanchez y Francesc Carmona (2002). Apunts d’Estadistica Matematica Licencia CCO 1.0 Universal

Materiales complementarios

Los documentos que se citan a continuacién contienen materiales similares a los que aqui se presentan, para
cursos parecidos al que ha generado los presentes.

Aunque todavia no se han utilizado para mejorar la versiéon actual, contamos en incorporar algunas de sus
ideas y/o enfoques en versiones futuras.

e Berrendero, José. Fundamentos de Estadistica

o Molina Peralta, I. and Garcia-Portugués, E. (2024). A First Course on Statistical Inference. Version
2.4.1. ISBN 978-84-09-29680-4. Licencia CC BY-NC-ND 4.0

o Peter K. Dunn (2024) The theory of distributions. Licencia CC BY-NC-ND 4.0

Complementos matematicos

Los prerequisitos para este curso corresponden béasicamente a una matematicas -bien aprendidas- del
bachilerato. Algunas fuentes adiconales pueden ser:


https://grbio.upc.edu/en/software/teaching_apps
https://www.emis.de/journals/BEIO/files/BEIOv25n1_HE_A.Arcas+A.Minarro+M.Calvo.pdf
https://github.com/ASPteaching/ApuntsEstadisticaMatematica
https://verso.mat.uam.es/~joser.berrendero/libro-est/
https://bookdown.org/egarpor/inference/
https://bookdown.org/egarpor/inference/
https://bookdown.org/pkaldunn/DistTheory

e Iniciacién a las matemaéticas para la ingenieria. M. Besalt y Joana Villalonga

— Coleccién de (100) videos de soporte a las mateméticas para la ingenierfa

1 Probabilidad y Experimentos aleatorios

1.1 Introduccién
1.1.1 Fendémenos deterministas y fenémenos aleatorios

Supongamos que disponemos de un dado regular con todas las caras pintadas de blanco y con un nimero,
que ird de 1 a 6sin repetir ninguno, en cada una de las seis caras.

Definamos los dos experimentos siguientes: Experimento 1: Tirar el dado y anotar el color de la cara
resultante. Experimento 2: Tirar el dado y anotar el nimero de la cara resultante. ;Qué diferencia
fundamental observamos entre ambos experimentos? Muy simple! En el experimento 1, el resultado es obvio:
saldra una cara de color blanco. Es decir, es posible predecir el resultado. Se trata de un experimento o
fenémeno determinista.

En cambio, en el experimento 2 no podemos predecir cudl sera el valor resultante. El resultado puede ser :
1,2,3,4,5 0 6 . Se trata de un experimento o fenémeno aleatorio.

El conjunto de resultados se anotara con el simbolo: 2. En este caso, Q = {1,2,3,4,5,6}. En los fen6menos
aleatorios, al hacer muchas veces la experiencia, la frecuencia relativa de cualquier elemento del conjunto de
resultados debe aproximarse siempre hacia un mismo valor.

1.1.2 Sucesos

Supongamos que se ejecuta un experimento aleatorio. Se nos puede ocurrir emitir un enunciado que, una
vez realizada la experiencia, pueda decirse si se ha verificado o no se ha verificado. A dichos enunciados los
denominamos sucesos.

Por otro lado, los sucesos van asociados a subconjuntos del conjunto de resultados. Cada suceso se correspon-
deréd exactamente con uno, y sélo con un, subconjunto del conjunto de resultados.

Veamos un ejemplo: Experimento: Tirar un dado regular. Conjunto de resultados : @ = {1,2,3,4,5,6}
Enunciado: Obtener multiplo de 3. Subconjunto al que se asocia el enunciado: A = {3,6} Nos referiremos
habitualmente al suceso A.

1.1.2.1 Swucesos y conjuntos Al conjunto de resultados 2, se le denomina suceso seguro. Al conjunto
@ ( conjunto sin elementos), se le denomina suceso imposible. Al complementario del conjunto A (A°), se
le denomina suceso contrario o complementario de A. A partir de dos sucesos A y B, podemos formar los
sucesos siguientes:

e A interseccién B, que anotaremos como:

ANB

e A unién B, que anotaremos como:

AUB

A interseccién B, significa que se verifican a la vez A y B. A unién B, significa que se verifica A o B ( se
pueden verificar a la vez).


http://cimanet.uoc.edu/cursMates0/IniciacionMatematicas/pdf/PID_00273914.pdf
https://www.youtube.com/playlist?list=PLv8FweHfYYMo6Lr2zt6H4znq5KuBacq28

1.2 Funcién de probabilidad

Légicamente, una vez tenemos un suceso, nos preocupa saber si hay muchas o pocas posibilidades de que al
realizar la experiencia se haya verificado.

Por lo tanto, seria interesante el tener alguna funciéon que midiera el grado de confianza a depositar en que se
verifique el suceso.

A esta funcién la denominaremos funciéon de probabilidad. La funcién de probabilidad serd, pues, una
aplicacién entre el conjunto de resultados y el conjunto de ntimeros reales, que asignard a cada suceso la
probabilidad de que se verifique.

La notacién: P(A) significard: probabilidad de que se verifique el suceso A . Pero claro, de funciones de
probabilidad asociadas a priori a una experiencia aleatoria podrian haber muchas.

Lo que se hace para decir qué es y qué no es una funcion de probabilidad es construir una serie de propiedades
(denominadas axiomas) que se exigirdn a una funcién para poder ser catalogada como funcién de probabilidad.

Y, jcudles son estos axiomas? Pues los siguientes: Sea S el conjunto de sucesos.
e Axioma 1: Para cualquier suceso A, la probabilidad debe ser mayor o igual que 0.
e Axioma 2: La probabilidad del suceso sequro debe ser 1: P(Q) =1

e Axioma 3: Para sucesos Aj, de modo que cada par de sucesos no tengan ningin resultado comin, se
verifica que:

De este modo, pueden haber muchas funciones de probabilidad que se podrian asociar con la experiencia.

El problema pasa entonces al investigador para decidir cual o cuales son las funciones de probabilidad més
razonables asociadas con la experiencia que estd manejando.

1.2.1 ;Diferentes funciones de probabilidad para una misma experiencia aleatoria?

Supongamos la experiencia de tirar un dado regular. A todo el mundo se le ocurriria pensar que la funciéon
de probabilidad se obtiene de contar el nimero de resultados que contiene el suceso dividido por 6 , que es el
nimero total de resultados posibles. Asi pues, la probabilidad de obtener un multiplo de 3 seria igual a 2/6,
la probabilidad de obtener el ntimero 2 seria 1/6 i la probabilidad de obtener un nimero par serfa 3/6. Es
decir, parece inmediato construir la funcién de probabilidad que, ademads, parece tinica. A nadie se le ocurre
decir, por ejemplo, que la probabilidad de obtener un ntimero par es 5/6 !

En este caso, todo ha sido muy facil. Hemos visto que existe una unica funcién de probabilidad que encaje de
forma logica con la experiencia y, ademas, ha sido muy sencillo encontrarla.

Pero esto, por desgracia, no siempre es asi. En muchisimas ocasiones resulta muy complejo el decidir cual es
la funcién de probabilidad.

En el tema de variables aleatorias y de funcién de distribucion se explica el problema de la modelizacion de
muchas situaciones reales.

1.3 ;Cémo se calculan las probabilidades?

No siempre es facil conocer los valores de la funcién de probabilidad de todos los sucesos. Sin embargo, muchas
veces se pueden conocer las probabilidades de algunos de estos sucesos. Con la ayuda de ciertas propiedades
que se deducen de manera inmediata a partir de la axiomatica es posible calcular las probabilidades de mas
SUCesos.



Por otro lado, en caso de que el nimero de resultados sea finito y de que todos los resultados tengan las
mismas posibilidades de verificarse, la probabilidad de un suceso cualquiera se puede calcular a partir de la
regla de Laplace:

Si A es un suceso :

Numero de casos favorables

Probabilidad (A4) =
robabilidad (4) Ntumero de casos posibles

donde: Numero de casos favorables = Numero de resultados contenidos en A( cardinal de A) Ndmero de
casos posibles = Nimero total de resultados posibles (cardinal del conjunto total de resultados)

En este caso, el contar nimero de resultados, ya sean favorables o posibles, debe hacerse por medio de la
combinatoria.

Veamos con unos ejemplos muy sencillos y visuales cémo se obtienen y qué representan los casos posibles y
los casos favorables.

También es posible obtener de manera aproximada la probabilidad de un suceso si se puede repetir muchas
veces la experiencia: la probabilidad del suceso seria el valor al que tenderia la frecuencia relativa del suceso.
Podéis consultar mas detalles acerca de esta aproximacién.

En este caso, la cuestion estriba en poder hacer muchas veces la experiencia en condiciones independientes.

1.4 Sucesos elementales y sucesos observables

En el contexto de la probabilidad, es fundamental diferenciar entre los sucesos elementales y los sucesos
observables.

Los sucesos elementales son los resultados individuales que pueden ocurrir al realizar un experimento aleatorio,
es decir, cada uno de los elementos que conforman el conjunto de resultados 2. En nuestro ejemplo del dado,
los sucesos elementales son los niimeros 1,2,3,4,5 y 6.

Sin embargo, no todos los sucesos elementales son necesariamente observables. Un suceso observable es un
subconjunto de estos sucesos elementales que permite formular afirmaciones verificables sobre el resultado del
experimento.

Ejemplo

1. Podemos imaginar un dado en el que pintamos de blanco las caras pares y de negro las impares. En este
caso los sucesos elementales serian los habituales 1, 2, 3,...6. Sin embargo tan solo “Par” (“blanco”) o
impar (“negro”) se pueden observar.

2. Si repintamos el dado de forma que las caras 1 y 2 esten blancas, las 3 y 4, azules y las 5 y 6 rojas
podremos observar el suceso “Sale 1 0 2 (=Sale blanco)” o “sale blanco o azul”, pero no el suceso “sale
par” dado que cada color contiene un niimero par y uno impar

Para formalizar estos conceptos, definimos el espacio de probabilizable como el par de conjuntos formados
por: (22, A)

o Q es el conjunto de todos los resultados posibles (el conjunto de resultados o sucesos elementales).
e A es el conjunto de todos los sucesos observables, que vienen definidos por el nivel de observacion del
experimento.

1.5 Propiedades inmediatas de la probabilidad

Veremos a continuacién una serie de propiedades que se deducen de manera inmediata de la axiomatica de la
probabilidad.



1.5.1 Succeso imposible

El suceso imposible se identifica con el conjunto vacio, puesto que no hay ningtn resultado asociado a él. La
probabilidad del suceso imposible es:

P(@)=0

1.5.2 Suceso implicado

Decimos que un suceso, B, esta implicado por otro suceso A, si siempre que se presenta A, también lo hace
B. Por ejemplo, si al tirar un dado se obtiene un dos (suceso A), ello implica que ha salido un ndmero par
(suceso B). En terminos de conjuntos, A es un suceso que estd contenido en B (todos los resultados de A
también pertenecen a B ), por lo que:

P(A) <P(B)

1.5.3 Complementario de un suceso

Sea A° el suceso formado por todos los elementos de € que no pertenecen a A (Suceso complementario de A).
La probabilidad de dicho suceso es igual a:

P(A®) =1—P(A)

1.5.4 Ocurrencia de algun suceso

La probabilidad de la unién de dos sucesos A y B es igual a:

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

1.5.5 Probabilidad de que ocurra algun suceso

Si tenemos una coleccién de k sucesos, la probabilidad de la unién de dichos sucesos sera:

k k
P (U Ai> =Y P(A) =) P(AiNA)+ Y PANANA)+...+ (D) P(An.NA)
i=1 i=1 i<j

1.5.6 Probabilidad de que ocurran dos (o mas) sucesos a la vez

No existe una expresién cerrada tnica para la probabilidad de que ocurran dos o mas sucesos a la vez, pues
esto depende de si los sucesos que consideramos son dependientes o independientes, conceptos éstos, que
introduciremos en la préxima seccion.

Lo que si que existe es una cota para dicha probabilidad, es decir, podemos decir que valor alcanza dicha
probabilidad, como minimo.

P(ﬁAl) 217iP(/L—)



1.6 Espacios de probabilidad

Para concluir esta introducciéon introduciremos los espacio de probabilidad que, extienden los espacios
probabilizables definidos en la secciéon anterior

La terna (€2, A, P) donde:

o Omega es el conjunto de todos los resultados posibles (el conjunto de resultados o sucesos elementales),

e A es el conjunto de todos los sucesos observables, que vienen definidos por el nivel de observacion del
experimento y

o P es una funcién de probabilidad, que asigna a cada suceso observable A € A un ntmero real P(A) que
representa la probabilidad de que ocurra dicho suceso

se conoce como espacio de probabilidad.

Es importante destacar que la probabilidad se calcula exclusivamente para los sucesos observables,
lo que garantiza que la medida sea coherente y verificada a través de experimentos.

Los espacios de probabilidad proporcionan una estructura fundamental para analizar y medir las incertidumbres
asociadas a los fendmenos aleatorios, facilitando el estudio de sus propiedades, la construccién, sobre ellos de
diversos conceptos fundamentales como el de variables aleatorias, y, en general, la aplicacion de teorias de la
probabilidad a diversas areas de conocimiento.

1.7 Probabilidad condicionada

Imaginemos que en la experiencia de tirar un dado regular supiéramos de antemano que se ha obtenido un
ntimero par. Es decir, que se ha verificado el suceso: {B = ntmero par}*“

Pregunta: ;Cudl es ahora la probabilidad de que se verifique el suceso mayor o igual a cuatro? Loégicamente,
el resultado serfa : 2/3. Por lo tanto, la probabilidad del suceso A = mayor o igual a cuatro se ha modificado.
Evidentemente, ha pasado de ser 1/2 ( cuando no tenemos ninguna informacién previa) a ser 2/3 (cuando
sabemos que se ha verificado el suceso B). ;Cémo podemos anotar esta dltima probabilidad (2/3) ? Muy
sencillo. Anotaremos P(A/B), que se lee como probabilidad de A condicionada a B . Asi, en este ejemplo,

P(A/B) = 2/3
P(A) = 1/2

En términos generales, estamos en condiciones de poder definir la probabilidad condicionada, y lo hacemos
€omo:

P(ANB
pa/p) =20
P(B)
El explorador interactivo que se encuentra a continuacién (disponible en la versién en HTML del docuemnto)
permite visualizar de una manera practica el ejemplo anterior.

Siguiendo con la notacién utilizada, el suceso A serd lo que denominamos suceso de obtencién, mientras que
el suceso B serd lo que denominamos suceso condicionante. La pantalla nos proporcionara los casos posibles
para el condicionante elegido y los casos favorables, calculando mediante la regla de Laplace la probabilidad
del suceso.

1) Elegid suceso a estudiar. Desplazad, si procede, las barras de seleccién.
2) Elegir suceso condicionante. Desplazad, si procede, las barras de seleccion..
3) Comprobad los sucesos posibles y los favorables y las probabilidades resultantes.

Simulador interactivo disponible solo en la version HTML del libro.
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1.7.1 La probabilidad condicionada es una medida de probabilidad

Ejemplos como el anterior nos muestran que, efectivamente, la probabilidad condicionada se comporta como
una funcién de probabilidad. Esto equivale, como ya hemos visto, a afirma que verifica los tres axiomas por
los que se define la probabilidad:

Axioma 1:

P(A/B) >0
Axioma 2:

P(Q/B)=1
Axioma 3:

P (G AZ-/B> - ip (4;/B)

para sucesos A; con interseccién vacia dos a dos.

1.7.2 Sucesos dependientes y sucesos independientes

Sean A y B dos sucesos con probabilidad mayor que 0 . Evidentemente, si

P(A/B) = P(A)

B no ha modificado la probabilidad de que suceda A. En este caso diremos que son sucesos independientes.

En caso contrario diremos que son sucesos dependientes. En el ejemplo del apartado anterior, se observa que
los sucesos son dependientes puesto que las probabilidades anteriores no coinciden.

Se verifica que independencia de los sucesos A y B es equivalente a decir que la probabilidad de la interseccién
es igual a producto de probabilidades de los dos sucesos.

Se verifica también que si A y B son independientes: a) El complementario del suceso A y el suceso B son
independientes. b) El complementario del suceso A y el complementario del suceso B son independientes. c)
El complementario del suceso B y el suceso A son independientes.

1.7.3 Incompatibilidad e independencia

Dos sucesos con interseccion vacia se denominan sucesos incompatibles. Esto, jqué implica? Pues, que si se
verifica uno seguro que no se verifica el otro, ya que no tienen resultados en comun. Por lo tanto es el caso
extremo de dependencia. Obtenemos en este caso que:

P(A/B) =0

y, en consecuencia, si P(A) y P(B) son diferentes de cero, la probabilidad condicionada anterior es diferente
de P(A), y asf se deduce la dependencia.

La tnica posibilidad de que se dé incompatibilidad e independencia a la vez, es que alguno de los dos sucesos
tenga probabilidad igual a cero.
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1.8 Dos Teoremas importantes
1.8.1 Teorema de las probabilidades totales

Sea ) el conjunto total formado por una particién (coleccién de sucesos con interseccién vacia dos a dos):

La probabilidad de cualquier otro suceso A , se puede obtener a partir de las probabilidades de los sucesos de
la particién y de las probabilidades de A condicionado a los sucesos de la particién, de la manera siguiente:

n

P(A)=)_P(A/H;)- P (H,)

i=1

Esto es lo que se conoce como teorema de las probabilidades totales.

1.8.2 Teorema de Bayes

Es una consecuencia del teorema de las probabilidades totales. Sea €2 el conjunto total formado por una
particién (coleccién de sucesos con interseccién vacia dos a dos).

Ahora el interés se centrara en la obtencién de la probabilidad de cualquier suceso de la particién condicionada
a un suceso A cualquiera.

El resultado sera:

P (A/H;) - P (H))
> iz P(A/H;) - P (Hy)

P (H;/A) =
Esto es conocido como teorema o regla de Bayes.

1.9 Introduccidén a los experimentos miltiples

Supongamos que tiramos a la vez un dado y una moneda. Tenemos una experiencia miltiple, puesto que
la experiencia que se realiza es la composicién de dos experiencias (experiencia 1 = tirar un dado regular;
experiencia 2 = tirar una moneda regular). ;Cudl es en este caso el conjunto de resultados? Si 2 es el
conjunto de resultados asociado con la experiencia tirar un dado y €25 es el conjunto de resultados asociado
con la experiencia tirar una moneda, el conjunto de resultados asociado a la experiencia multiple serda €1 x 2.

Es decir, Q1 = {1,2,3,4,5,6} Qy = { cara, cruz } Q1 x Qs = {(1, cara ), (2, cara ), (3, cara ), (4, cara ), (5,
cara ), (6, cara ), (1, cruz ), ( 2, cruz ), ( 3, cruz ), (4, cruz ), (5, cruz ), (6, cruz )}

Si P1 y Ps son, respectivamente, las funciones de probabilidad asociadas a las experiencias 1y 2, jes posible
calcular probabilidades de la experiencia multiple a partir de P; y Po 7

Efectivamente! Pero hemos de distinguir dos situaciones:

o Experiencias independientes: cuando el resultado de una no influya en la otra.
e Experiencias dependientes: cuando el resultado de una influya en la otra.

En nuestro caso se trata de experiencias independientes, puesto que el resultado que se obtenga al tirar el
dado no influye sobre el resultado que se obtenga al lanzar la moneda y al revés. ;Como se calculan, pues, las
probabilidades de la experiencia multiple? Sea un suceso de la experiencia multiple: A x B.

e (Caso de experiencias independientes:

12



P(A X B) = Pl( A) X PQ( B)

e Caso de experiencias dependientes:

P(A x B) = P1( A) x Py( B/A)

Entendemos que existe una P para cada suceso A .

Esto que hemos explicado se puede, légicamente, generalizar a una experiencia multiple formada por n
experiencias.

1.10 Combinatoria

Veamos algunas féormulas simples que se utilizan en combinatoria y que nos pueden ayudar a calcular el
nimero de casos posibles o el niimero de casos favorables.

1.10.1 Permutaciones

Sea un conjunto de n elementos. A las ordenaciones que se pueden hacer con estos n elementos sin repetir
ningtn elemento y utilizandolos todos se las denomina permutaciones. El nimero de permutaciones que se
pueden realizar coincide con el factorial de n, y su célculo es:

nl=n-n—1)-(n—2)....... 2-1

Ejemplo:
;De cudntas maneras distintas podemos alinear a seis personas en una fila?
Respuesta

De6!=6-5-4-3-2-1= 720 maneras (permutaciones de 6 elementos).

1.10.2 Variaciones

Sea un conjunto de n elementos. Supongamos que deseamos ordenar r elementos de entre los n. A cada una
de estas ordenaciones la denominamos variacién. El nimero de variaciones que se pueden hacer de los n
elementos tomados de r en r es:

Vi=n-(n—1)...... (n—r+1)

n

Ejemplo

En una carrera de velocidad compiten diez atletas. ;De cuantas maneras distintas podria estar formado el
podio? (el podio lo forman el primer, el segundo y el tercer clasificado)

Respuesta

Cada podio posible es una variacién de diez elementos tomado de tres en tres. Por tanto, el niimero posible
de podios es:

V3, =10.9.8 = 720
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1.10.3 Variaciones con repeticion

Sea un conjunto de n elementos. Supongamos que se trata de ordenar r elementos que pueden estar repetidos.
Cada ordenacién es una variaciéon con repeticién. El niimero de variaciones con repeticién para un conjunto
de n tomados de r en r es :

Ejemplo

En una urna tenemos cinco bolas numeradas del 1 al 5 . Se extraen tres bolas sucesivamente con reposicién
(devolviendo cada vez la bola a la urna). ;Cudntos resultados distintos es posible obtener?

Respuesta: Se trata de variaciones con repeticién de un conjunto de cinco bolas tomadas de tres en tres. En
total tendremos:

RV: = 5% =125

1.10.4 Combinaciones

Cuando se trata de contar el niimero de subconjuntos de x elementos en un conjunto de n elementos tenemos
lo que se denomina combinaciones de x elementos en un conjunto de n . El cdlculo del contaje se hace
mediante el nimero combinatorio, de la manera siguiente:

Ejemplo

(De cudntas maneras podemos elegir, en la urna anterior (recordemos que habia cinco bolas), tres bolas en
una unica extraccién?

Respuesta

Seran combinaciones de cinco elementos tomados de tres en tres, por tanto, tendremos:

s (5 _ 5
C5(3 *3!(5—3)!’10

1.10.5 Permutaciones con repeticién

Sea un conjunto de n elementos, de entre los cuales tenemos a elementos indistinguibles entre si, b elementos
indistinguibles entre si, ¢ elementos indistinguibles entre si, etc. Cada ordenaciéon de estos elementos se
denominard permutaciéon con repeticién. El niimero de permutaciones con repeticion es:

|
a,b,c,... __ n:
RP, ~alble! ...
Ejemplo
{Cuantas palabras con sentido o sin él pueden formarse con las letras PATATA?

Respuesta: Tenemos tres veces la letra A, dos veces la T y una vez la P. Por tanto, serén:

6!
RPY>! = 60

30
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1.11 Frecuencia relativa y probabilidad

La definicién moderna de probabilidad basada en la axiomética de Kolmogorov (presentada anteriormente)
es relativamente reciente. Histéricamente hubo otros intentos previos de definir el escurridizo concepto de
probabilidad, descartados por diferentes razones. Sin embargo conviene destacar aqui algunas ideas que
aparecen en la antigua definicién basada en la frecuencia relativa, ya que permiten intuir algunas profundas
propiedades de la probabilidad.

Recordemos antes que si en un experimento que se ha repetido n veces un determinado suceso A se ha
observado en k de estas repeticiones, la frecuencia relativa f, del suceso A es:

f.=k/n
El interés por la frecuencia relativa y su relacién con el concepto de probabilidad aparece a lo largo de los
siglos XVIII a XX al observar el comportamiento de numerosas repeticiones de experimentos reales.

A titulo de ejemplo de un experimento de este tipo, supongamos que se dispone de una moneda ideal
perfectamente equilibrada. Aplicando directamente la regla de Laplace resulta claro que el suceso A = obtener
cara tiene probabilidad:

p(A) =1/2 = 0,5.

1.11.1 Tlustracién por simulacién

Mediante el enlace siguiente se accede a una simulacién por ordenador de la ley de los grandes niumeros
en la que se basa precisamente la idea de asimilar “a la larga” (es decir a medida que crece el nimero de
repeticiones) frecuencia relativa y probabilidad.

Enlace a la simulacién
En la simulacién podéis definir:

e La verdadera probabilidad” de que al tirar la moneda salga cara,
e EL niimero de tiradas.

Como podréis comprobar, sea cual sea la probabilidad (una moneda justa es un 0.5) a la larga la frecuencia
relativa converge hacia el valor que habéis fijado.

Eso si, observad lo que sucede si fijais probabilidades cercanas a 0.5 o muy alejadas de ell.
;La idea de lo que sucede a la larga es la misma? ;En que encontrais diferencias?

Aunque no deje de llamar la atencién el caracter erratico del comportamiento de f; entre los valores 0 y 1,
estaréis seguramente de acuerdo que a mayor numero de lanzamientos n, mas improbable es que f, se aleje
mucho de p(A).

La teoria moderna de la probabilidad enlaza formalmente estas ideas con el estudio de las leyes de los grandes
numeros, que se discutiran con més detalle en el capitulo dedicado a las “Grandes muestras”.

1.12 Caso de Estudio: Eficacia de una prueba diagnéstica

Para decidir la presencia(E) o ausencia (A) de sordera profunda a la edad de seis meses, se estd ensayando
una bateria de tests.

Considerando el caso en que la prueba pueda dar positivo (+) o negativo (—), hay que tener en cuenta que
en individuos con dicha sordera la prueba dard a veces positivo y a veces negativo, e igual ocurrird con
individuos que no presentan la sordera.
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En este contexto todas las probabilidades pueden ser interpretadas en terminos de resultados positivos o
neghativos, correctamente o no y cada una ha recibe un nombre que la ha popularizado dentro de la literatura
médica:

Asi tenemos:
« P(+/E)

— Probabilidad de test positivo en individuos que padecen la sordera.
— Este valor se conoce como sensibilidad del test.

« P(+/A) =

— Probabilidad de test positivo en individuos que no padecen la sordera.
— Este valor se conoce como probabilidad de falso-positivo.

« P(~/E) =

— Probabilidad de test negativo en individuos que padecen la sordera
— Este valor se conoce como probabilidad de falso-negativo.

¢ P(-/A) =

— Probabilidad de test negativo en individuos que no padecen sordera.
— Este valor se conoce como especificidad del test.

o Finalmente a la probabilidad, P(E), de presentar la enfermedad se le conoce como prevalencia de la
enfermedad.

Légicamente, en un “buen test” nos interesa que la sensibilidad y la especificidad sean elevadas, mientras que
los falsos-positivos y falsos-negativos sean valores bajos.

Ademads no debemos olvidar que, el interés de aplicar el test, consiste en que sirva de elemento predictivo
para diagnosticar la sordera.

Por lo tanto, interesa que las probabilidades:
o P(E/+) = Probabilidad de padecer sordera si el test da positivo
o P(A/—) = Probabilidad de no padecer sordera si el test da negativo

sean realmente altas.

A las probabilidades anteriores se las conoce como: wvalores predictivos del test, en concreto:
o P(E/+) = es el valor predictivo positivo y

o P(A/—) = es el valor predictivo negativo

1.12.1 Aplicaciéon del Teorema de Bayes

Estamos en una situacién en que, a partir de conocimiento de unas probabilidades, nos interesa calcular otras,
para lo que utilizaremos el teorema de Bayes.

Habitualmente, a partir de estudios epidemiolégicos y muestras experimentales, se estiman:
e La prevalencia
e La sensibilidad del test
o La especificidad del test
e La probabilidad de falso positivo
e La probabilidad de falso negativo

16



;,Coémo se obtiene entonces el valor predictivo del test?
Veamos como aplicar el teorema de Bayes a este problema:

Si dividimos a la poblacién global (en este caso, el conjunto de todos los bebés de seis meses) entre los que
padecen sordera y los que no la padecen, aplicando el teorema de Bayes resulta que:

P(E/+) = (P(+/E) x P(E))/(P(+/E) x P(E) + P(+/A) x P( A))

P(A/=) = (P(=/A) x P(A))/(P(=/A) x P( A) + P(—/E) x P(E))

1.12.2 Ejemplo numérico
Supongamos que en el ejemplo de la sordera, se sabe que:
e Prevalencia = 0,003, Es decir, que un tres por mil padece sordera profunda a esta edad.
e Sensibilidad = 0, 98
e Especificidad = 0,95
e Probabilidad de falso positivo = 0,05
« Probabilidad de falso negativo = 0, 02

;, Cudl es el valor predictivo del test?

P(E/+) = (0,98 x 0,003)/(0,98 x 0,003 + 0,05 x 0,997) = 0,00294/0, 05279 = 0, 055692
P(A/=) = (0,95 x 0,997)/(0,95 x 0,997 + 0,02 x 0,003) = 0,94715/0, 94721 = 0, 999936

En conclusiéon, Podemos afirmar que se trata de un test muy valido para decidir que no hay sordera en caso
de que el resultado del test sea negativo.

Sin embargo, el valor tan bajo de P(E/+) no permite poder considerar al test como un predictor valido para
diagnosticar la sordera.

Obsérvese que:
o Probabilidad de falso positivo = 1— especificidad
e Probabilidad de falso negativo = 1— sensibilidad

2 Variables aleatorias y Distribuciones de probabilidad

En el capitulo anterior hemos introducido el concepto de probabilidad y como calcular probabilidades asociadas
a sucesos observables, formados por uno o mas sucesos elementales, resultado de un experimento aleatorio.

En muchas ocasiones nos interesa representar los resultados de un experimento aleatorio mediante un valor
numeérico que lo caracterice. Por ejemplo si tiramos tres monedas y contamos el nimero de caras, nos sera
indiferente cuando salgan dos caras, en que monedas ha salido una cara y en cual ha salido una cruz.

En la practica, esto significa que en dichas ocasiones, aunque haya un experimento aleatorio detras de los
valores que observamos, tan sélo nos interesan los resultados que expresamos a traves de valores numéricos.

Las variables aleatorias son la forma que hemos desarrollado para trasladar la estructura proporcionada por los
espacios de probabilidad el espacio muestral, el conjunto de sucesos elementales, al conjunto de los numeros,
en concreto a la recta real, haciéndolo de tal forma que podamos sequir calculando probabilidades de sucesos
observables.
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En este capitulo veremos que las variables aleatorias permiten pues transportar la probabilidad del espacio de
probabilidad original a la recta real. Para ello, introduciremos una funcién que es la que se ocupa de ello, la
funcion de distribucion de probabilidad.

2.1 El espacio muestral y sus elementos

Cuando llevamos a cabo un experimento aleatorio, el conjunto ) de resultados posibles forman el denominado
espacio muestral. Sus elementos w (resultados o sucesos elementales) deben ser conocidos por el investigador
que realiza la experiencia, aun cuando no podamos determinar a priori el resultado particular de una
realizacién concreta.

Supondremos que también conocemos la manera de asignar una probabilidad sobre el conjunto de enunciados
o sucesos observables que se pueden construir a partir de 2. Es decir, supondremos la existencia de un espacio
de probabilidad construido a partir de los resultados de €.

Generalmente, la estructura del espacio muestral no permite, o por lo menos no facilita, su tratamiento
matematico. Pensemos en la inmensa variedad en la naturaleza de resultados posibles de diferentes experi-
mentos. Ademaés es bastante frecuente que no nos interesen los resultados en si, sino una caracteristica que,
de alguna manera, resuma el resultado del experimento.

2.2 Representacion numérica de los sucesos elementales. Variables aleatorias

La forma de resumen que adoptaremos es la asignacién a cada suceso elemental de un valor numérico, en
particular, de un niimero real.

En la practica la asignacién de un valor numérico a cada elemento del espacio muestral se hace siguiendo una
regla o enunciado, segun el interés concreto del experimentador. Evidentemente, podemos construir diversas
maneras de asignar valores numéricos a los mismos resultados de un experimento.

Hablando en términos coloquiales, podemos decir que cada regla de asignacién corresponde a una determinada
variable que se puede medir sobre los sucesos elementales.

Noétese que es posible construir multiples variables sobre un mismo espacio de probabilidad. En términos
algo mas formales, las reglas de asignacion se pueden interpretar como una aplicaciéon de 2 en el conjunto de
nimeros reales.

X: Q>R

w— X(w)

X representa la variable o regla de asignacién concreta. El conjunto de valores numéricos que puede tomar
una variable, y que depende de la naturaleza de la misma variable, recibe el nombre de recorrido de la
variable.

A partir de este momento, los sucesos elementales quedan substituidos por sus valores numéricos de acuerdo
a una determinada variable y permiten un mayor tratamiento matematico en el marco de la teoria de la
probabilidad.

El apelativo aleatoria que reciben las variables hace referencia al hecho de que los posibles valores que toman
dependen de los resultados de un fenémeno aleatorio que se presentan con una determinada probabilidad.

Como un complemento al tema, al final del capitulo, presentamos la definicién formal de variable aleatoria,
donde se introducen las restricciones a las reglas de asignacién numérica que posibilitan el tratamiento
matematico de las variables.

2.3 Caracterizacion de una variable aleatoria a través de la probabilidad. Funcién
de distribucion

Una vez que tenemos definida una variable aleatoria, ésta queda totalmente caracterizada en el momento en
que somos capaces de determinar la probabilidad de que la variable tome valores en cualquier intervalo de la
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recta real. Dado que los posibles valores que puede tomar la variable, es decir, su recorrido, pueden ser muy
grandes (infinitos de hecho), el problema de caracterizar una variable aleatoria se resuelve introduciendo una
funcion especial, la funcion de distribucion.

Definicién
La funcién de distribucién de una variable aleatoria X es la aplicacién que, a cada punto de la recta real, le

asigna la probabilidad del suceso formado por los resultados del experimento que tienen asignado un valor de
la variable aleatoria menor o igual a dicho punto.

F: R —][0,1]
x —F@@)=PX<z)=Plwe| X(w) <z}
También podemos decir que es la probabilidad inducida en el intervalo de la recta (—oo, x]

Hay que hacer notar que siempre serd posible determinar dicha probabilidad gracias a los requerimientos
exigidos en la definiciéon formal de variable aleatoria. Por tanto, toda variable aleatoria tiene asociada una
funcién de distribucién. Nos referimos a esta funcién cuando decimos que conocemos la distribucién de la
variable aleatoria.

2.4 Propiedades de la funcién de distribuciéon

La forma en que hemos definido las funciones de distribuciéon determina que dichas funciones deban de tener
las siguientes propiedades:

1. 0 < F(x) < 1. Efectivamente, se trata de una probabilidad, por lo que toma valores entre 0 y 1

2. limy; 1o F(x) =1. A medida que un valor se hace més y mds grande, la probabilidad de encontrar
valores anteriores a él crece y, en el limite, valdrd uno (el valor maximo para una probabilidad).

3. lim,— o F(z) =0. A medida que un valor se hace mas y més negativo, la probabilidad de encontrar
valores anteriores a él disminuye, y en el limite es cero (el valor minimo para una probabilidad).

4. 21 < x9 = F(x1) < F(x2). Por construccién, es una funcién monétona, es decir, si un valor es
inferior a otro, la probabilidad de encontrar valores inferiores al menor de los dos serda menor o igual
que la de encontrarlos inferiores al mayor de los dos.

5. lim, .+ F(z) = F(a) Va € R. Por la forma en que se ha definido, la funcién de distribucién es
continua por la derecha.

Toda funcién que verifique las propiedades anteriores es una funcién de distribuciéon y toda funcién de
distribucién caracteriza una determinada variable aleatoria sobre algiin espacio de probabilidad.

Las propiedades anteriores determinan la forma de la funcién de distribuciéon. En concreto, segin la variable
sea continua o discreta, conceptos definidos a continuacion en el capitulo, la forma de la funcién sera: :

Primer tipo (Variables continuas)
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Funcion de distribucion

Segundo tipo (variables discretas)

Funcion de distribucion

2.5 Clasificacién de las variables aleatorias

Para su estudio, las variables aleatorias se clasifican en variables discretas o variables continuas.

2.5.1 Variables aleatorias discretas

Definicion: Variable aleatoria discreta
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Diremos que una variable aleatoria es discreta si su recorrido, es decir, el conjunto de valores que puede
tomar, es finito o infinito numerable.

Generalmente, este tipo de variables van asociadas a experimentos en los cuales se cuenta el nimero de veces
que se ha presentado un suceso o donde el resultado es una puntuacién concreta.

Los puntos del recorrido se corresponden con saltos en la grafica de la funcién de distribucién, que correspon-
deria al segundo tipo de gréafica visto anteriormente.

2.5.2 Variables aleatorias continuas
Definicién: Variable aleatoria continua
Diremos que una variable aleatoria es continua si su funcién de distribucién es una funcién continua.

También puede definirse, de forma andloga a las variables discretas como aquellas cuyo recorrido, es decir, el
conjunto de valores que puede tomar, es un intervalo o subconjunto no numerable de los nimeros reales. En
otras palabras, aquellas que pueden tomar cualquier valor dentro de un rango continuo, sin saltos entre los
valores posibles.

Se corresponde con el primer tipo de gréafica visto.

Generalmente, se corresponden con variables asociadas a experimentos en los cuales la variable medida puede
tomar cualquier valor en un intervalo; mediciones biométricas, por ejemplo.

Un caso particular dentro de las variables aleatorias continuas y al cual pertenecen todos los ejemplos
usualmente utilizados, son las denominadas variables aleatorias absolutamente continuas.

Definicién: Distribucién absolutamente continua

Diremos que una variable aleatoria X continua tiene una distribucién absolutamente continua si existe una
funcién real f, positiva e integrable en el conjunto de niimeros reales, tal que la funciéon de distribucién F' de
X se puede expresar como

Flz) = /_ F(t)dt

Una variable aleatoria con distribuciéon absolutamente continua, por extension, se la clasifica como variable
aleatoria absolutamente continua.

Definicién: funcién de densidad de probabilidad
A la funcién f se la denomina funcién de densidad de probabilidad de la variable X.

Hay que hacer notar que no toda variable continua es absolutamente continua, pero los ejemplos son
complicados, algunos utilizan para su construccién el conjunto de Cantor, y quedan fuera del nivel y del
objetivo de este curso.

Tgualmente indicaremos que los tipos de variables comentados anteriormente forman tinicamente una parte
de todos los posibles tipos de variables, sin embargo contienen practicamente todas las variables aleatorias
que encontramos usualmente.

Tal como se estudiard més adelante, existen algunas familias de funciones de distribucion, tanto dentro
del grupo de las discretas como de las continuas, que por su importancia reciben un nombre propio y se
estudiardn en los capitulos siguientes.

En ocasiones encontramos variables de tipo mixto, es decir que se comportan como discretas o continuas para
distintos grupos de valores.
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2.6 Variable aleatoria discretas
Tal como se ha definido, una variable aleatoria X discreta toma valores en un conjunrto finito o numerables.
Indicaremos el recorrido de la variable X como: {z1,zo,...,zk,...}.

El ejemplo mas sencillo de variable aleatoria discreta lo constituyen las variables indicadoras. Sea A un suceso
observable, se llama indicador de A a la variable aleatoria definida por

IA:Q%R
1 siweA
WHIA(W){O si A

2.6.0.1 Ejercicio propuesto Construir, a partir de las variables indicadoras de A y B, las siguientes
variables indicadoras

Tang; Taus;1ac; Ia
2.6.0.1.1 Soluciéon
Ianp =14-1Ip
Taup =14+ 1p—IanB
[AC =1- IA
Q=1

2.6.1 Caracterizacién de las v.a. discretas

Una variable aleatoria discreta puede caracterizarse a través de la funcidon que asocia cada elemento del
recorrido su probabilidad. Dicha funcién recibe varios nombres segtn los autores: - funcion de probabilidad -
ley de probabilidad, - funcién de densidad de la variable aleatoria discreta. - funcién de masa de probabilidad.

Aungque es habitual encontrar, en muchos libros el término funcidn de densidad para variables (absolutamente)
continuas y el término funcién de masa de probabilidad para variables discretas, también lo es referirse a
ambas como “funciéon de densidad”.

La funcién de probabilidad de una variable discreta se puede representar de la manera siguiente:

f: R —][0,1]
z = flr)=PX=12)=PweQ|X(w)=uxa}

Obsérvese que, a diferencia de la funcion de distribucion que toma valores para cualquier valor real, la funciéon
definida anteriormente es nula en todo punto que no pertenezca al recorrido.

En cambio, siguiendo con la anédlogia, y dado que se trata de una probabilidad, la funcién de densidad discreta
estd acotada 0 < f(z) < 1.

Toda funcién de densidad discreta puede expresarse de manera explicita a través de una tabla que asocie
directamente puntos del recorrido con sus probabilidades.

Ejemplo: Funciéon de densidad de una variable indicadora

Consideremos la variable indicadora del suceso A :
Ig: Q—R

1 si weA
”%IA(‘“)_{O si A
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La funcién de densidad de esta variable seria la siguiente:

x 0 1
flz)=P(X=2z) 1—P(A)=P(A°) P(A)

El recorrido estd formado por dos valores: 1y 0, con las mismas probabilidades que las del suceso A y su
complementario, respectivamente.

En muchos casos serd posible expresar la funcién de probabilidadmediante una férmula matematica que
define una regla de asignacién de probabilidades para los valores del recorrido.

Ejemplo: Un modelo matematico para la funcién de probabilidad
P(X =2)=0,2-0,8""% z=1,2,...
es la funcion de densidad de una variable aleatoria discreta con recorrido numerable.

2.6.2 Propiedades de la funcién de densidad discreta

0< fz) <1
(z;) = 1, si el recorrido es finito.
(z;) = 1, si el recorrido es numerable.
2.6.3 Relaciones entre la funcién de distribucién y la funcién de densidad discreta. Probabili-

dad de intervalos.

Existe una relacién muy importante entre las funciones de distribucién F(z) y de densidad f(x) de una
variable aleatoria discreta. La funcion de distribucién en un punto se obtiene acumulando el valor de la
funcién de densidad para todos los valores del recorrido menores o iguales al punto en cuestién.

F(x) = Z f(z;) para todo x; perteneciente al recorrido de la variable.

z; <z

En efecto, supongamos que el recorrido de una variable discreta X es {x1,z2,..., 2k, ...} y que deseamos
conocer el valor de la funcién de distribucién en un punto z tal que z; < x < x;41, entonces es inmediato que

Flz)=P(X<z)=P(X=x1)+PX=m22)+...+P(X=x;)=f(x1)+ f(z2) + f(x3)+...+ [ (2;)

Por ejemplo, para una variable indicadora de un suceso A, tenemos la relacién siguiente:

Valor de « f(x) F(x)
(700, O) 0
0 P (A°) P (A9)
(0,1) P (A%)
1 P(A) P(A°) + P(A) =1
(1,400) 1
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A partir de las funciones de densidad y de distribucién es posible expresar las probabilidades para cualquier
posible intervalo de valores de la variable. Por ejemplo:

Intervalo

P(X <a)=F(a)

P(X <a)=F(a)— f(a)
P(X>a)=1-F(a)=1—-P(X <a)
P(X>a)=1—F(a)+ f(a)=1—P(X >a)
Pla< X <b)=F(b) — F(a)

Pla< X <b)=F(b)— f(b) — F(a)

Pla < X <) = F(b) - F(a) + f(a)

Pla< X <b) = F(b) — f(b) ~ Fla) + f(a)

2.7 Variables aleatorias continuas

Una variable aleatoria X diremos que es continua si su funcién de distribucién es una funcién continua. En
la practica, se corresponden con variables asociadas con experimentos en los cuales la variable medida puede
tomar cualquier valor en un intervalo: mediciones biométricas, intervalos de tiempo, areas, etc.

Ejemplo: Variables aleatorias continuas

¢ Resultado de un generador de nimeros aleatorios entre 0 y 1. Es el ejemplo més sencillo que podemos
considerar, es un caso particular de una familia de variables aleatorias que tienen una distribucién
uniforme en un intervalo [a, b]. Se corresponde con la eleccién al azar de cualquier valor entre a y b.

o Estatura de una persona elegida al azar en una poblacién. El valor que se obtenga serd una medicién en
cualquier unidad de longitud ( m , cm , etc.) dentro de unos limites condicionados por la naturaleza de
la variable. El resultado es impredecible con antelacién, pero existen intervalos de valores més probables
que otros debido a la distribucién de alturas en la poblacién. Mas adelante veremos que, generalmente,
variables biométricas como la altura se adaptan un modelo de distribucién denominado distribucién
Normal y representado por una campana de Gauss.

Dentro de las variables aleatorias continuas tenemos las variables aleatorias absolutamente continuas.

Diremos que una variable aleatoria X continua tiene una distribucién absolutamente continua si existe una
funcién real f, positiva e integrable en el conjunto de nimeros reales, tal que la funciéon de distribucion F' de
X se puede expresar como

F(z) = /_ F(t)dt

Una variable aleatoria con distribucién absolutamente continua, por extensién, se clasifica como variable
aleatoria absolutamente continua.

En cuanto a nuestro manual, todas las variables aleatorias continuas con las que trabajemos pertenecen al
grupo de las variables absolutamente continuas, en particular, los ejemplos y casos expuestos.
2.7.1 Funciéon de densidad continua

La funcién que caracteriza las variables continuas es aquella funcion f positiva e integrable en los reales, tal
que acumulada desde —oo hasta un punto x, nos proporciona el valor de la funcién de distribucién en z, F'(x).
Recibe el nombre de funcién de densidad de la variable aleatoria continua.

F(x) :/_15 f(®)dt
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Las funciones de densidad discreta y continua tienen, por tanto, un significado andlogo, ambas son las
funciones que acumuladas (en forma de sumatorio en el caso discreto o en forma de integral en el caso
continuo) dan como resultado la funcién de distribucion.

La diferencia entre ambas, sin embargo, es notable.

e La funcién de densidad discreta toma valores positivos inicamente en los puntos del recorrido y se
interpreta como la probabilidad de la que la variable tome ese valor f(z) = P(X = ).

e La funcién de densidad continua toma valores en el conjunto de nimeros reales y no se interpreta como
una probabilidad. No esta acotada por 1, puede tomar cualquier valor positivo. Es més, en una variable
continua se cumple que probabilidades definidas sobre puntos concretos siempre son nulas.

P(X = z) = 0 para todo z real.

;Coémo se interpreta, entonces, la funcién de densidad continua? Las probabilidades son las areas bajo la
funcién de densidad. El area bajo la funcién de densidad entre dos puntos a y b se interpreta como la
probabilidad de que la variable aleatoria tome valores comprendidos entre a y b.

Por tanto, siempre se cumple lo siguiente:

/+DO flz)dx =1

— 00

La funcién de densidad se expresa a través de una funciéon matematica. La forma especifica de la funciéon
matematica generalmente pasa por considerar a la variable aleatoria como miembro de una determinada
familia de distribuciones, un determinado modelo de probabilidad. Estas familias generalmente dependen de
uno o mas parametros y seran objeto de un estudio especifico en un capitulo posterior. La atribucién a una
determinada familia depende de la naturaleza de la variable en cuestion.

Podemos ver, tnicamente con dnimo ilustrativo, la expresion analitica y la grafica para los ejemplos comentados
con anterioridad:

o Resultado de un generador de ntumeros aleatorios entre a y b. Modelo Uniforme. f(z) =
= € [a,b]
0 =z¢]a,b

o Estatura de una persona elegida al azar en una poblacion. Modelo Normal.

1 —(2—170)2
flz) = —=e= 2 —oo <z <00
2.7.2 Relaciones entre la funciéon de distribucién y la funcién de densidad.

Para una variable continua, la relacion entre las funciones de distribucién y de densidad viene dada directamente
a través de la definicién. La funciéon de distribuciéon en un punto se obtiene integrando el valor de la funcién
de densidad desde menos infinito hasta el punto en cuestién. Por ejemplo:

F(z) = /_ F(t)dt

2.7.2.1 Probabilidad de intervalos A partir de las funciones de densidad y de distribucién, y teniendo
en cuenta que P(X = z) = 0 para todo x real, es posible expresar las probabilidades para cualquier posible
intervalo de valores de la variable. Por ejemplo:
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Intervalo

Fijémonos que la probabilidad de los intervalos se corresponde con el drea bajo la funcién de densidad dentro
del intervalo considerado.
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2.8 Caracterizacién de una variable aleatoria a través de parametros

Hasta el momento hemos visto que toda variable aleatoria viene caracterizada a través de unas determinadas
funciones matemaéticas, las funciones de distribuciéon y de densidad. Una vez caracterizada, y por tanto
conocida, la distribuciéon de una variable aleatoria, podemos obtener cualquier probabilidad asociada.

En ocasiones podemos acotar mas el problema y reducir el estudio de una variable aleatoria a determinar una
serie de caracteristicas numéricas asociadas con la distribucién de la variable. Dichas caracteristicas tienen
como propiedad fundamental el hecho de resumir gran parte de las propiedades de la variable aleatoria y
juegan un papel muy destacado en las técnicas estadisticas que desarrollaremos a lo largo del curso.

Por ejemplo, supuesta la pertenencia de una variable aleatoria a una determinada familia de distribuciones
de probabilidad, bien sea discreta o continua, los diferentes miembros de la familia diferiran en el valor de
esas caracteristicas numéricas. En este caso, denominaremos a tales caracteristicas los parametros de la
distribucién.

. , ‘s (. : ,
Existe un buen niimero de tales caracteristicas, pero nos centraremos en las dos més importantes: la esperanza
y la varianza. La primera nos informa sobre la localizacién de los valores de la variable y la segunda, sobre el
grado de dispersién de estos valores.

2.9 Esperanza de una variable aleatoria discreta

La esperanza matematica de una variable aleatoria es una caracteristica numérica que proporciona una idea
de la localizacién de la variable aleatoria sobre la recta real. Decimos que es un pardmetro de centralizacién o
de localizacién.

Su interpretacién intuitiva o significado se corresponde con el valor medio tedrico de los posibles valores que
pueda tomar la variable aleatoria, o también con el centro de gravedad de los valores de la variable supuesto
que cada valor tuviera una masa proporcional a la funcién de densidad en ellos.

La definicién matematica de la esperanza en el caso de las variables aleatorias discretas se corresponde
directamente con las interpretaciones proporcionadas en el parrafo anterior. Efectivamente, supuesta una
variable aleatoria discreta X con recorrido {x1,22,...,Zk,...} y con funcién de densidad f(x), se define la
esperanza mateméatica de X como el valor

E(X) = Z zif (1)

z; €X(Q)

donde el sumatorio se efectia para todo valor que pertenece al recorrido de X. En caso de que el recorrido
sea infinito la esperanza existe si la serie resultante es absolutamente convergente, condicién que no siempre
se cumple.

La definicién se corresponde con un promedio ponderado segtin su probabilidad de los valores del recorrido vy,
por tanto, se corresponde con la idea de un valor medio tedrico.

2.10 Esperanza de una variable aleatoria continua

La idea intuitiva que mas nos puede ayudar en la definicién de la esperanza matemaética de una variable
aleatoria continua es la idea del centro de gravedad de los valores de la variable, donde cada valor tiene una
masa proporcional a la funciéon de densidad en ellos.

Dada una variable aleatoria absolutamente continua X con funcién de densidad f(z), se define la esperanza
matematica de X como el valor

suponiendo que la integral exista.
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2.11 Propiedades de la esperanza matematica
1. Esperanza de una funcion de una variable aleatoria

o Variable discreta

e Variable continua

2.11.1 Linealidad de la esperanza matematica
e E(X+Y)=EX)+E®Y)
e E(k-X)=k-E(X) para todo nimero real k.
o E(k) =k para todo ntimero real k.
e E(a-X +0b)=a-E(X)+0b para todo par de ntimeros reales a y b.

2.11.2 Esperanza del producto

e E(X-Y)=E(X)-E(Y) tnicamente en el caso de que X e Y sean variables aleatorias independientes.

2.12 Varianza de una variable aleatoria

La varianza de una variable aleatoria es una caracteristica numérica que proporciona una idea de la dispersién
de la variable aleatoria respecto de su esperanza. Decimos que es un pardmetro de dispersién.

La definicién es la siguiente:

Var(X) = E ((X — E(X))?)

Es, por tanto, el promedio tedrico de las desviaciones cuadraticas de los diferentes valores que puede tomar la
variable respecto de su valor medio tedrico o esperanza.

En el caso de las variables discretas, la expresion se convierte en:
2
Var(X) = > (2= E(X))" f (x:)
z; €X(Q)
mientras que para las variables continuas tenemos:

+oo
Var(X) = / (z — B(X))f(x)da

— 00
En ambos casos existe una expresién equivalente alternativa y generalmente de cdlculo mas facil:
Var(X) = E (X?) — (E(X))?
Una de las caracteristicas de la varianza es que viene expresada en unidades cuadraticas respecto de las

unidades originales de la variable. Un parametro de dispersién derivado de la varianza y que tiene las mismas
unidades de la variable aleatoria es la desviacién tipica, que se define como la raiz cuadrada de la varianza.
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ox = VVar(X) = VE((X - B(X))?)

2.12.1 Propiedades de la varianza

Var(X) >0

Var(k - X) = k? - Var(X) para todo numero real k.

Var(k) = 0 para todo numero real k.

Var(a - X +b) = a? - Var(X) para todo par de niimeros reales a i b.

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) tnicamente en el caso que X y Y sean independientes.

T W=

2.13 Momentos (de orden k) de una variable aleatoria

e Dada una variable aleatoria X, definimos el momento de orden k& como:

my = E (X*)

suponiendo que tal esperanza exista. Podemos ver que la esperanza es el momento de orden 1, E(X) = m;.

¢ Definimos el momento central de orden & como:

pe = B (X ~ B(XO)))

Con la denominacién anterior, la varianza es el momento central de orden 2, Var(X) = po.

e Es posible también definir momentos mixtos de dos variables aleatorias. Dadas dos variables aleatorias
X e Y definimos el momento mixto de orden (r, k) como

me, =B (X7 YF)

y el momento mixto central de orden (r, k) como

pre = B(X = E(X))" - (Y = E(Y))")

e El momento mixto central mas importante es el p11, denominado la covarianza de X e Y, y con una
interpretacién en el sentido de cuantificar el grado de dependencia entre dos variables aleatorias, puesto
que si X e Y son independientes se verifica que p1; = 0, mientras que si p1; # 0 entonces las variables
son dependientes.

2.14 Definicién formal de variable aleatoria

Tal como hemos comentado, la definicién formal de variable aleatoria impone una restriccion matemética en
la formulacién vista hasta el momento.

Definiremos una variable aleatoria como una aplicacién de Q2 en el conjunto de niimeros reales

X:0-R
w— X(w)
que verifique la propiedad siguiente
Ve € R el conjunto A = {a | X(a) < x} es un suceso observable

es decir, para todo ntimero real z, el conjunto de resultados elementales tales que la variable aleatoria toma
sobre ellos valores inferiores o iguales a = ha de ser un suceso sobre el cual podamos definir una probabilidad.
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Dicha propiedad recibe el nombre de medibilidad y por tanto podriamos decir que una variable aleatoria es
una funcién medible de €2 en los reales.

Esta condicién nos asegura que podremos calcular sin problemas, probabilidades sobre intervalos de la recta
real a partir de las probabilidades de los sucesos correspondientes.

P(X <z)=P{w|X(w) <z}

La expresion anterior se leeria de la manera siguiente: La probabilidad de que la variable aleatoria tome
valores inferiores o iguales a x es igual a la probabilidad del suceso formado por el conjunto de resultados
elementales sobre los que el valor de la variable es menor o igual que .

La probabilidad obtenida de esta manera se denomina probabilidad inducida. Se puede comprobar que, a
partir de la condicién requerida, se pueden obtener probabilidades sobre cualquier tipo de intervalo de la
recta real. Por ejemplo:

Pla<X <b)=P(X<b)—P(X <a)

La condicién exigida para ser variable aleatoria discreta ahora puede ser expresada como:

Vk=1,2,... el conjunto A = {w | X(w) = x} = X~ ({xx}) es un suceso observable

Toda variable aleatoria definida sobre un espacio de probabilidad finito es necesariamente discreta. La suma
y el producto de variables aleatorias discretas, definido por:

(X +Y)(w) = X(w) +Y(w) y (X -V)(w) = X(w) - Y(w)

es también una variable aleatoria discreta.

2.15 Caso practico: Lanzamiento de dos dados
2.15.1 Espacio muestral

Supongamos que estamos realizando un experimento consistente en el lanzamiento simultdneo de dos dados y
en la observacién del resultado obtenido.

El conjunto de resultados posibles forma el espacio muestral €2 asociado a dicho experimento. Sus elementos
seran como los que se muestran a continuacion:

a® o8 g&,09 |}

En total, el espacio muestral estaria formado por 36 resultados posibles que, en principio y suponiendo los
dados regulares, son todos ellos equiprobables con probabilidad 1/36.

Notese que consideramos diferentes resultados del tipo: un uno en el primer dado y un dos en el segundo o
un dos en el primer dado y un uno en el segundo.

Una vez fijados los enunciados anteriores, es facil asignar probabilidades a diferentes sucesos observables, por
ejemplo:
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Suceso Probabilidad

Que aparezcan dos cifras iguales 6-1/36 =1/6
Que la suma sea 10 3-1/36 =1/12

No entramos en detalles de la obtencion de las probabilidades dado que se ha estudiado suficientemente en el
tema anterior.

2.15.2 Representacion numérica

Continuando con el experimento anterior, podemos representar los resultados obtenidos al lanzar dos dados
b
por valores numéricos. ;Cémo hacerlo? Definiendo una regla de asignaciéon numérica para cada resultado.

Una posible regla serfa, por ejemplo, asignar a cada resultado la suma de puntos de las caras. Este enunciado
nos define una variable que representa cada suceso elemental por un valor numérico.

a® o8 g&,09 1

3 5 7 4

Los 36 posibles resultados del experimento se transforman en 11 posibles valores numéricos para la variable:
2,3,4,5,6,7,8,9,10,11 y 12 .

Este conjunto de valores forman el recorrido de la variable suma de puntos de las caras. A partir de las
probabilidades definidas sobre los sucesos observables es facil extender las probabilidades a los diferentes
resultados de la variable.

Por ejemplo, la probabilidad de que la variable tome el valor 10 es equivalente a la probabilidad del suceso
observable que la suma sea 10 , calculada anteriormente e igual a 1/12.

La variable considerada hasta el momento es sélo una de las multiples variables que podriamos definir sobre
el mismo experimento. Por ejemplo, podemos estar interesados no en la suma de puntos sino en el punto maés
bajo de cada tirada, de forma que podriamos construir una nueva variable a partir del enunciado o regla de
asignacion asignar a cada resultado el menor de los puntos de las dos caras. Tenemos una nueva variable
sobre el mismo espacio anterior.
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1 1 2 1

El recorrido, en este caso, esta formado por los valores: 1,2,3,4,5 y 6 . Las dos variables estudiadas y otras
muchas que se podrian definir sobre este experimento son ejemplos absolutamente equivalentes desde el punto
de vista formal.

2.15.3 Algunas probabilidades

En el ejemplo de los dados vamos a centrarnos en la variable aleatoria

X = Suma de puntos de las caras

o 0% g8,09

3 5 7 4

El recorrido de la variable estd formado por los nimeros {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11 i 12}. Vamos a calcular
algunas probabilidades:

o P(X <1)=P{o} =0 (Ningtin resultado tiene asignado un valor menor o igual a 1)

e P(X <2)=P{(1,1)} =1/36 (S6lo hay un caso al que se le asigne un valor inferior o igual a 2).

e P(X <3.5)=P{(1,1),(1,2),(2,1)} = 3/36 (Tres resultados elementales tienen asignado un valor
menor o igual a 3.5)

Ahora podéis intentar calcular por vosotros mismos algunas probabilidades: (a) P(X < 6) (b) P(X < 8,2);
(c) P(X <12); (d) P(X <20)i(e) P(2,2< X <7)

2.15.4 Funcién de distribuciéon

Para calcular la funcién de distribucién de la variable X = Suma de puntos de las caras :
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necesitamos conocer el recorrido de la variable, que es: {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} y, utilizando este recorrido
como pauta, determinar para todo punto x de la recta real la probabilidad P(X < z).

En nuestro ejemplo:

0 T <2
1/36 2<z<3
3/36 3<z<4
6/36 4<z<5
10/36  5<a<6
Flz) = P(X < z) = ;’/36 6sz<T
/36 T<z<8
26/36  8<z<9
30/36 9<x <10
33/36 10<z<11
35,/36 11<x<12
36/36 =1 > 12

Acabamos de construir la funcién de distribucién de la variable suma de la puntuacién al lanzar dos dados.

Vamos a ver su representacion grafica:
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Funcion de distribucion

Ejercicio : Haced lo mismo para la variable aleatoria el menor de los puntos de las dos caras al lanzar dos
dados.

2.15.5 Clasificacién de las variables

En el experimento que estamos considerando, lanzar simultdneamente dos dados, cualquiera de las dos
variables aleatorias que hemos considerado hasta el momento:

X = Suma los puntos de las dos caras

Y = El menor de los puntos de las dos caras

se clasifican dentro del tipo de variables aleatorias discretas, puesto que en ambos casos el recorrido es finito:
{2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} para la variable X y {1,2,3,4,5,6} para la variable Y.

También son discretas aquellas variables aleatorias con recorrido infinito numerable.

Ejercicio: jSabriais construir una variable aleatoria discreta con recorrido infinito numerable basada en el
experimento que consiste en el lanzamiento de dos dados?

2.15.6 Funcién de densidad discreta

Para calcular la funciéon de densidad de la variable

X = suma de puntos de las caras
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necesitamos conocer el recorrido de la variable, es decir: {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} y, a partir del recorrido,
determinar para todo punto del recorrido la probabilidad P(X = z).

En nuestro ejemplo

1/36 =2
2/36 =3
3/36 x=4
4/36 z=5
5/36 =6
flx)=P(X=2)=<6/36 =7
5/36 =8
4/36 =9
3/36 2 =10
2/36 =11
1/36 =12

Acabamos de construir la funcién de densidad de la variable suma de la puntuacién al lanzar dos dados.

Vamos a ver su representacion grafica:
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Funcion de probabilidad

Hemos optado por la representacién con barras en lugar de puntos para permitir una visualizacion de la
funcién 6ptima.

Ejercicio: Haced lo mismo para la variable aleatoria el menor de los puntos de las dos caras al lanzar dos
dados.

2.15.7 Probabilidad de intervalos

Vamos a centrarnos en la variable

X = Suma de puntos de las caras

Las funciones de distribucién y de densidad son, respectivamente,

0 b oo 1/36 = =2
1/36 2<1<3 2/36 z=3
3/36 3<z<4 3/36 x=4
6/36 4<x <5 4/36 =5
1% ose<T 586 =0
<z <
26,36 8<x<9 5/36 z=8
30/36 9<z<10 4/36 = =9
33/36 <z <11 3/36 =10
[36=1 == 1/36 =12

Puede observarse cémo los valores de la funciéon de distribucién se obtienen acumulando los valores de la
funcién de densidad correspondientes.

Vamos a calcular algunas probabilidades utilizando las funciones anteriores. Compaéarese con los resultados
obtenidos con anterioridad basados directamente en los resultados elementales.

« P(X<1)=F(1)=0
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e P(X <3,5)=F(3,5)=3/36 = f(2) + f(3)

« P(X <6)=F(6)— f(6) =15/36 — 5/36 = 10/36 = f(2) + f(3) + f(4) + £(5)

e P(2,2<X <T7)=F(7T)—F(2,2) = 21/36 — 1/36 = 20/36 = £(3) + f(4) + £(5) + £(6) + £(7)

« P2<X <7)=F(7)— f(7) = F(2) = 21/36 — 6/36 — 1/36 = 14/36 = f(3) + f(4) + f(5) + f(6)

2.15.8 Esperanza

Supongamos que estamos interesados en determinar cual seria el valor medio teérico de la variable

X = Suma de puntos de las caras

La funcién de densidad es:

1/36 2 =2
2/36 =3
3/36 =4
4/36 z=5
5/36 x=6
fle)=P(X=2)=<6/36 =7
5/36 =8
4/36 ©=9
3/36 2 =10
2/36 x =11
1/36 z =12

La misma funcién de densidad nos da informacién sobre el recorrido de la variable. Calcular el valor medio
tedrico de la variable quiere decir calcular la esperanza. A partir de la férmula de la esperanza para variables
discretas, tenemos

E(X)=2-1/36+3-2/36+4-3/36+5-4/36+ 6 - 5/36+
+7-6/36+8-5/36+9-4/36+
+10-3/36+11-2/36 +12-1/36 =
=7

Por tanto, 7 es la esperanza de la variable X = Suma de puntos de las caras. Fijaos que la esperanza para la
variable Puntuacién de un dado seria

1-1/6+2-1/6+3-1/6+4-1/6+5-1/6+6-1/6=23,5

y que se puede considerar la variable Suma de puntos de las dos caras como la suma de dos variables que
representen la puntuacién de cada dado. La esperanza de la suma es, efectivamente, la suma de las esperanzas
de cada variable sumada.

En la aplicacién siguiente, podéis calcular la esperanza de la variable Puntuacién de un dado y modificar las
probabilidades de las diferentes caras, de este modo se modifica la esperanza.

Ejercicio: Podriais hacer lo mismo para la variable X = El menor de los puntos de las dos caras al lanzar
dos dados?
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2.15.9 Esperanza de un juego

Imaginemos que alguien os propone el juego siguiente: lanzad dos dados, si la suma obtenida es menor o
igual a 6 gandis 100 euros, sin embargo, si la suma obtenida es mayor que 6 tenéis que pagar 100 euros. ;Nos
conviene jugar a este juego?

Veamos, podemos considerar el resultado del juego como una variable aleatoria discreta que toma dos valores:
4100 si ganamos y -100 si perdemos. Nos interesa conocer las probabilidades de los diferentes resultados.
Consideremos la variable X = Suma de puntos de las caras, cuya funcién de densidad conocemos:

1/36 =2
2/36 =3
3/36 z =4
4/36 =5
5/36 =6
flx)=P(X=2)=<6/36 z=7
5/36 x =8
4/36 z=9
3/36 =10
2/36 =11
1/36 o =12

A partir de aqui es facil ver que la funcién de densidad de la variable Y = Resultado del juego sera la
siguiente:

£(100) = 15/36; f(—100) = 21/36

Por tanto, la esperanza del juego, que puede ser interpretada como la ganancia media por jugada, serd

E(Y) =100-15/36 — 100 - 21/36 = —100/6 ~ —16,667

Es decir, la ganancia media por jugada es negativa, por tanto no es favorable dicho juego para el jugador, es
un juego no equitativo.

2.15.10 Esperanza con recorrido infinito

Vamos a tratar de calcular la esperanza de la siguiente variable aleatoria: X = Numero de lanzamientos que
hemos de hacer para conseguir que aparezca un doble seis La variable que acabamos de definir es una variable
discreta con recorrido infinito numerable. El recorrido seria el siguiente:

{1,2,3,4,...}

Vamos a ver como calculamos la funcién de densidad: P(X = 1) = Probabilidad de que aparezca un doble
seis en el primer lanzamiento = 1/36 P(X = 2) = Probabilidad de que el doble seis no aparezca en el primer
lanzamiento y sf en el segundo = 35/36 - 1/36 = 35/36% P(X = 3) = Probabilidad de que el doble seis no
aparezca ni en el primer ni en el segundo lanzamientos y si en el tercero = 35/36 - 35/361/36 = 352 /36>

En general, P(X = k) = 35*~!/36* Para simplificar, vamos a llamar p = 1/36 y ¢ = 1 — p = 35/36, con esta
nomenclatura P(X = k) = ¢*~!p. Por tanto, la esperanza sera:
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En nuestro ejemplo el nimero medio de tiradas antes de salir un doble seis sera 36 .

2.15.11 Esperanza infinita

Ahora calcularemos la esperanza del juego siguiente: lanzamos un dado hasta que aparece un nimero par, el
jugador gana 2" unidades monetarias si aparece un niimero par por primera vez en la tirada nésima.

El recorrido de la variable aleatoria X = Ganancia del juego, esta formado por todos los niimeros de la forma
2" con n = 1,2,3,... La probabilidad de cada valor del recorrido es la probabilidad de que aparezca un
ntimero par por primera vez en la tirada nésima, es decir (1/2)"~ ! (1/2) = (1/2)". Por tanto, la esperanza
del juego es la siguiente:

E(X)=) 2"(1/2)"=> 1=o00

Como vemos, la variable aleatoria X no tiene esperanza finita. El enunciado presentado es una version del
problema presentado alrededor de 1730 por el matematico Daniel Bernouilli a la Academia de San Petersburgo
y conocido como la paradoja de San Petersburgo, dado que la esperanza del juego es aparentemente infinita.

2.15.12 Varianza

Si ahora queremos calcular la varianza de la variable

X = Suma de puntos de las caras

con funcién de densidad:

1/36 =2
2/36 z=3
3/36 =4
4/36 x =
5/36 =6
flx)=P(X=2)=<6/36 =7
5/36 x =8
4/36 =9
3/36 =10
2/36 1z =11
1/36 z =12

Podemos aplicar la férmula

Var(X) = E (X2) = (E(X))*
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La esperanza ya la tenemos calculada con anterioridad

E(X)=2-1/36+3-2/36+4-3/36+ 5 - 4/36+
+6-5/36+7-6/36+8-5/36+9-4/36+
+10-3/36+11-2/36 +12-1/36 =
=7

Necesitamos calcular la esperanza de la variable al cuadrado, que en este caso resulta:

E(X?)=2%-1/36+3%-2/36+4"-3/36 +5°-4/36 + 6 - 5/36+
+7%.6/36+8%-5/36 + 97 -4/36 + 10? - 3/36+
+11%-2/36 4 12% - 1/36 = 329/6
~ 54,833

Con lo que la varianza resulta ser

Var(X) = 329/6 — 7* = 35/6 ~ 5,833
Nuevamente, para la variable Puntuacién de un dado, la varianza se obtendria de la manera siguiente:

EX)=1-1/6+2-1/6+3-1/6+4-1/6+5-1/6+6-1/6 =
=3,5
E(X?)=1%-1/6+2%-1/6+3%-1/6+4%-1/6+
+52-1/6+62-1/6 =91/6
~ 15,167
Var(X) =91/6 — 3,5% = 35/12 ~ 2,9167
y se cumple que la varianza de la variable Suma de puntos de las dos caras es la suma de las varianzas de

las puntuaciones de cada dado por separado. Recordemos que esto sélo sucede si las variables sumadas son
independientes, como asi ocurre con las puntuaciones de cada dado por separado.

3 Distribuciones Notables

3.1 Distribuciones discretas
3.1.1 La distribucion de Bernouilli

Es el modelo discreto mas sencillo en que podamos pensar. Hace referencia a situaciones en las que el
resultado de un experimento sélo puede ser: se ha dado el suceso A 6 no se ha dado el suceso A. Por ejemplo,
en el lanzamiento de una moneda s6lo puede darse el suceso sale cara o su complementario no sale cara (sale
cruz).

Por lo tanto, definimos la variable aleatoria X de la siguiente manera:

e X =1 sise ha dado A.
e X =0 si no se ha dado A, es decir, se ha dado el complementario A°€.

Si ademads, conocemos la probabilidad de que suceda A :

PlA]=p
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y, por tanto,

P[A)=1-p
ya podemos definir la distribucién de la variable aleatoria X. En estas condiciones diremos que X sigue una

distribucién de Bernouilli de pardmetro p, que abreviaremos as{ X ~ Bernouilli(p), y su funcién de densidad
se define asi:

- A P si k = 1( se ha dado A)
f(k)_P[X_k]_{ 1—p sik=0(sehadado A°)

Gréaficamente:

Funcion de densidad del modelo de Bernouilli

1 -

1-p

Probabilidad

Valores de X

Mientras que la funcién de distribucién sera:

0 sik <0
F(k)=P[X<kl=<¢( p si0<k<l1
1 sip>1

Gréaficamente:
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Funcién de distribucion del modelo de Bernouilli

|
@

3.1.1.1 Propiedades del modelo de Bernouilli

1) La esperanza vale E(X) = p.
2) La varianza vale V(X) = p(1 — p).

3.1.2 La distribucion Binomial

Al igual que el modelo de Bernouilli, hace referencia a experiencias con resultados dicotémicos (el resultado
s6lo puede ser A o A€ ). Sin embargo en este modelo estamos interesados en la repeticiéon de n veces una
experiencia de este tipo en condiciones independientes.

Tomemos el ejemplo del contaje del ntimero de caras en el lanzamiento n veces de una moneda regular. Para
concretar, vamos a suponer que disponemos de una moneda regular (P[ cara | = Pleruz] = 1/2) que lanzamos
cuatro veces. Es evidente que, en estas condiciones, la variable X: nimero de caras en cuatro lanzamientos
independientes de una moneda regular es una variable aleatoria discreta que sélo puede tomar cinco posibles
valores:

z=0,1,2,3,4

Pasemos ahora a calcular la probabilidad de cada valor (en terminologia estadistica, vamos a calcular la
funcién de densidad de la variable X ).

Es evidente que la P[X = 0] es igual a la probabilidad de salgan cuatro cruces seguidas:
P[X = 0] = P[cruz, cruz, cruz, cruz] = Pleruz]* = (1/2)* = 0,0625
ya que la moneda es regular y, por tanto, P[ cara | = P[ cruz | = 1/2. La P[X = 3] corresponde al suceso de

que salgan tres caras ( ¢ en adelante) y una cruz ( + en adelante). Sin embargo, en este caso tenemos hasta
cuatro posibles maneras de obtener dicho resultado, segin el orden en que aparezcan las tres caras y la cruz:

+cce c+cc cc+c cce+

También deberia resultar evidente que la probabilidad de cada uno de estos sucesos es la misma:
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P[+4ccc] = Plc + cc] = Plcc + ¢] = Plccet] = (1/2)* = (1/2)* = 0,0625

de manera que, finalmente, la probabilidad de que salgan tres caras y una cruz es la suma de las probabilidades
de los 4 casos anteriores:

P[X =3]=4(1/2)* = 0,25
Y asi podriamos ir calculando el resto de casos. Podemos ver que, en este ejemplo, todos los casos tienen la
misma probabilidad (0,0625) y que el ntimero total de casos posibles es 16 . En términos de combinatoria

dicho nimero se obtendria como variaciones con repeticién de dos valores (cara o cruz) tomados de cuatro en
cuatro (el nimero de lanzamientos de la moneda):

VR =2* =16

En la siguiente tabla se muestran los dieciséis posibles resultados:

k = nimero de caras Casos

0 +++++
1 +++c
+ +c+
+c+ +
¢+ ++
+-+cc
+Cc+cC
¢+ +c+
c+c+
cct++
cce+
c+cc

Si hacemos uso de nuestros conocimientos de combinatoria, comprobamos que el nimero de casos para cada
posible valor k(k = 0,1,2,3,4) puede calcularse como permutaciones con repeticién de cuatro elementos
tomadode ky 4 —k :

4! 4
phia—k _ _
RE, k(4 — k) (k)

y obtenemos finalmente el niimero combinatorio 4 sobre k. En efecto, para el caso k = 3, tendriamos:

4 4!
= — = 4
(3) 31!

que son los cuatro posibles casos que nos dan tres caras y una cruz. Finalmente, recordando que todos los
casos tienen la misma probabilidad, se construye la siguiente tabla:

k = ndmero de caras Numero de casos P[X = k|

0 1 0,0625
1 4 0,2500
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2 6 0,3750

3 40,2500
4 10,0625
Total 16 1

3.1.2.1 Los parametros de la distribucién Binomial La ultima tabla de la pagina anterior es,
justamente, la funcién de densidad de nuestra variable X.

Funciéon de densidad de X

k P[X = k]

0 0,0625

1 0,2500

2 0,3750

3 0,2500

4 0,0625
En otro caso 0

Como hemos visto, para obtener los resultados anteriores, hemos tenido que definir dos valores:

1. n: el ndmero de lanzamientos (repeticiones de la experiencia aleatoria en condiciones independientes),
en nuestro caso n = 4.
2. p : la probabilidad de que salga cara (P[c]), en nuestro caso p = 1/2.

Se dice, por tanto, que la distribucion Binomial depende de dos parametros: n y p. En nuestro ejemplo,
diremos que X sigue una distribucién Binomial de pardmetros n =4 i p = 1/2. De forma abreviada:

X ~B(n=4;p=1/2)
En el ejemplo que hemos visto, suponiamos que la moneda era regular y, por tanto,
Plc] = P[+]=1/2
Si tenemos una moneda trucada con las siguientes probabilidades:

Pld=2/3 i P+]=1/3

diremos que en este caso la variable X : niimero de caras en cuatro lanzamientos independientes de nuestra
moneda trucada sigue una distribucién Binomial de pardametros:

X ~ B(n=4;p=2/3)

El problema se nos complica levemente ya que ahora no todos los posibles resultados tienen la misma
probabilidad. Veamos dos ejemplos:

e La probabilidad de obtener cuatro caras es:

Plccec) = (2/3)* = 0,1975

e La probabilidad de que el primer lanzamiento sea cara y el resto sean cruces valdra:
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P [ctH] = (2/3)'(1/3)° = 0,0247
Sin embargo si se cumplird que la probabilidad de que todos los caso que resulten en el mismo niimero de

caras y cruces tendran la misma probabilidad. Por ejemplo, para los cuatro casos en los que el nimero total
de caras es 1 y el de cruces 3 :

Plc+++] = Pl+c+ +] = P[+ + c+] = Pl+ + +d = (2/3)'(1/3)? = 0,0247

Y, por tanto, la probabilidad de obtener una sola cara en el lanzamiento de nuestra moneda trucada sera:

P[X = 1] = 40,0247 = 0, 0988

O, generalizando, si P[A] =py P[A°] =1 — p tenemos que

P[X = k] =c(n, k)p*(1 —p)" % sik=0,1,...,n

donde ¢(n, k) representa el niimero de posibles resultados en los que obtenemos k caras y n — k cruces en n
lanzamientos. Tal como hemos visto, dicho niimero se puede calcular como permutaciones con repeticiéon de
n unidades tomadas de k y n — k.

Todo lo anterior nos lleva a formular el model binoial a traves de la siguiente funcién de densidad:

f(k)ZP[X:k}:{ MpFa—p)* s k=0,...,n }

0 en caso contrario

con lo que la funcién de distribucién se calcularia:

0 sik<O
F(k)=P[X <kl=¢ YF  (Hpi(1—pn
1 sik>n

3.1.2.2 Propiedades del modelo Binomial

1. La esperanza vale E(X) = np.

2. La varianza es V(X) = np(1 — p).

3. Es una generalizacién del modelo de Bernouilli. En efecto, la Binomial con n =1 (una sola realizacién)
coincide con la distribucién de Bernouilli.

4. La suma de dos variables aleatorias binomiales independientes con igual parametro p también sigue una
distribucién Binomial:

Xi~B(n=ny;p=py) 1 Xo~B(n=ngp=po)

Si definimos Z = X7 + X5 entonces,

Z ~ B (n=ni+n2;p="po)
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3.1.3 La distribucién de Poisson

Se trata de un modelo discreto, pero en el que el conjunto de valores con probabilidad no nula no es finito, sino
numerable. Se dice que una variable aleatoria X sigue la distribucién de Poisson si su funcién de densidad
viene dada por:

f(k):P[X:k]:{ e sik=0,12,... }

0 en caso contrario

Como vemos, este modelo se caracteriza por un s6lo parametro A, que debe ser positivo. Esta distribucién
suele utilizarse para contajes del tipo nimero de individuos por unidad de tiempo, de espacio, etc.

3.1.3.1 Propiedades del modelo de Poisson

1. Esperanza: E(X) = A
2. Varianza: V(X) = A.

En esta distribucién la esperanza y la varianza coinciden.

3. La suma de dos variables aleatorias independientes con distribucién de Poisson resulta en una nueva
variable aleatoria, también con distribucién de Poisson, de pardmetro igual a la suma de pardmetros:

X1NP(>\:)\1) Yy XQNP()\:)\Q)

y definimos Z = X; + X5, entonces,

ZNP()\Z/\l—F)\g)

Este resultado se extiende inmediatamente al caso de n variables aleatorias independientes con distribucién
de Poisson. En este caso, la variable suma de todas ellas sigue una distribucién de Poisson de parametro
igual a la suma de los parametros.

3.1.4 La distribucion Uniforme discreta

Tenemos esta distribucién cuando el resultado de una experiencia aleatoria puede ser un conjunto finito de n
posibles resultados, todos ellos igualmente probables.

Un ejemplo puede ser la variable X, puntuacion en el lanzamiento de un dado regular. Esta variable toma

seis valores posibles, todos con la misma probabilidad p = 1/6. La funcién de densidad de esta variable seré:

Fi)=P[X =kl =1/6 k=1,2,3,4,56

47



Puntuacidn en el lanzamiento de un dado
018 -
® 015 -
Z
& 012 -
=
_= 0.09 4
=
2 <
2 0.06
£
= 003 -
u = T T T T T
1 2 3 4 5 B
Valor de X
Puntuacidn en el lanzamiento de un dado
. 1 1 ——
=
= 0.8 -
=3
Z 06 -
=
= 0.4 -
=
% 0.2
g i
-
e , . , .
-2 0 2 4 B 8
Valor de X
En general, si la variable X puede tomar n(k =1,2,...,n) valores, todos con igual probabilidad, su funcién

de densidad sera:

fk)=PX=kl=1/n k=1,2,...,n

3.1.4.1 Propiedades del modelo Uniforme discreto Sea n el nimero de valores equiprobables
posibles:

48



3.1.4.2 Esperanza:

3.1.4.3 Varianza:
(n+122n+1) —3(n+1)]

12

3.1.5 La distribucion Hipergeométrica

Este modelo presenta similitudes con el Binomial, pero sin la suposicién de independencia de éste ultimo.
Veamoslo:

e Partimos de un conjunto formado por N individuos divididos en dos categorias mutuamente excluyentes:
Ay A€ de manera que N; individuos pertenecen a la categoria A y N, individuos, a la categoria A°€.
Por tanto, se cumple que

N =N+ N

o Si del conjunto anterior extraemos n individuos sin reemplazamiento (n < N), la variable X que
representa el nimero k de individuos que pertenecen a la categoria A (de los n extraidos) tiene por
funcién de densidad:

si max {0,n — No} <k < min{Ny,n}

La dependencia se debe al hecho de que N es finito y las extracciones se efectiian sin reemplazamiento. El
caso de extracciones con reemplazamiento seria equivalente al de N infinito y se resolveria mediante el modelo
Binomial.

3.1.5.1 Propiedades del modelo hipergeométrico

1. Esperanza: E(X) = nN;/Nj.
2. Varianza: V(X) = (nN1N2(N —n)) / (N2(N — 1))

3.1.6 La distribucién Geométrica o de Pascal

Definamos una experiencia aleatoria cuyo resultado sélo puede ser el suceso A o su complementario A€, y que
se repite secuencialmente hasta que aparece el suceso A por primera vez.

Definamos la variable aleatoria X como el niimero de veces que repetimos la experiencia en condiciones
independientes hasta que se dé A por primera vez. Bajo estas condiciones, decimos que la variable X sigue
una distribucién geométrica o de Pascal de pardmetro p = P(A).

La funcién de densidad puede deducirse facilmente de la definicién:

f(k)=PX=k=0-pFp k=0,1,2,...
En el programa siguiente podéis ver su forma y obtener los valores de la funcién de densidad y de la de
distribucién:
Algunas puntualizaciones de la definicién de X :

o Notése que, en esta definicién, condiciones independientes significa que p, la probabilidad de A, y 1 — p,
la de su complementario A¢, no varian a lo largo de las sucesivas repeticiones de la experiencia.
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e Tal y como la hemos definido, X se refiere al niimero de lanzamientos hasta que se produce A, pero sin
contabilizar el ultimo caso en que se da A. Por dicha razéon X puede tomar los valores k = 0,1,2,. ..
con probabilidad no nula.

Un ejemplo de este modelo podria ser la experiencia consistente en lanzar sucesivamente un dado regular
hasta que aparezca el nimero 6 . Si definimos la variable aleatoria X como el nimero de lanzamientos de un
dado regular hasta que aparezca un 6 , queda claro que X sigue una distribucién geométrica de pardmetro

p=1/6.
3.1.6.1 Propiedades del modelo Geométrico o de Pascal
1) Esperanza: E(X)=(1—p)/p
2) Varianza: V(X) = (1 — p)/p?
3.1.6.2 Preguntas:
e ;A que suceso nos referimos cuando decimos X = 0 7 Respuesta.

— Cuando decimos que X = 0 nos referimos al caso en que el 6 aparece en el primer lanzamiento. La
probabilidad de que esto suceda, suponiendo un dado regular, es de 1/6 :

PX=0=1/6
e ;Cual es la probabilidad de que el primer 6 aparezca en el cuarto lanzamiento? Respuesta.

— La probabilidad de que el primer 6 aparezca en el cuarto lanzamiento corresponde a:

P[X =3]=(5/6)>1/6 = 0,0965

Fijémonos en que, si definimos A como el suceso sale un 6, la probabilidad anterior corresponde a la del
suceso: {A°A°A°A} (en este orden).

3.1.7 La distribucién Binomial negativa

Puede definirse como una generalizacién del modelo Geométrico o de Pascal. Asi, dado un suceso A y su
complementario A¢, cuando X representa el niimero de veces que se da A° (ausencias, fallos, etc.) hasta
que se produce r veces el suceso A , en una serie de repeticiones de la experiencia aleatoria en condiciones
independientes, decimos que X sigue la distribucién Binomial negativa. Noétese que, cuando r = 1, tenemos
exactamente el modelo geométrico.

Este modelo queda definido por dos pardmetros p (la probabilidad de A : p = P(A) ) y r (el nimero de veces
que debe producirse A para que detengamos la experiencia).

La funcién de densidad viene dada por:

k+r—1

f(k)P[Xk]( . )pqu k=0,1,2,...

donde ¢ representa el complementario de p:qg=1—p.

3.1.7.1 Propiedades del modelo Binomial negativo
1. Esperanza: E(X) =rq/p
2. Varianza: V(X) = r'q/p?

3. Se cumplen las siguientes propiedades respecto la funcién de densidad:
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f(0)=p"

Sk +1) =

(1 —p)(k+7)
k+1

f(k)

4. Este modelo se ajusta bien a contajes (nimeros de individuos por unidad de superficie) cuando se
produce una distribucién contagiosa (los individuos tienden a agruparse).

5. La distribucién Binomial negativa puede definirse con mayor generalidad si tomamos r como un nimero
real positivo cualquiera (no necesariamente entero). Pero, en dicho caso, se pierde el cardcter intuitivo
del modelo y se complican ligeramente los calculos. Por dichas razones, se ha excluido dicha posibilidad
en esta presentacion.

3.1.8 Tabla resumen de las distribuciones discretas principales

Funcion de

Distribucién Parametros densidad Esperanza Varianza
Bernouilli 0<p<1 pF(1—p)t=* P p(1—p)
k=0,1
Binomial 0<p<1 (E)pk(l —p)nk np np(l —p)
n=12,. k=0,1,....n
Poisson A>0 e"\)‘k—); k=012,... A A
np1
np2
Multinomial 0<pi,...p, <1 mpflpgz cophr ) o =np; (1 —p;)
(p1++ pr=1) Z;=1ki:n : Oij = NPiPj Z;é]
n=12 npr
Uniforme discreta n=12,... % k=1,2,....n nTH (n+1)[2(2n1451)—3(n+1)
M (o))
Hipergeométrica No % np np(1l — p) %:’f
p=N/N max{O,nn— Ny} <
k < min {Ny,n}
Pascal 0<p<1 p(1—p)k 177” 1;2”
k=0,1,2,...
Binomial negativa 0<p<1r>0 T(lljp) T(;;p)

3.2 Distribuciones Continuas

3.2.1 La distribucion Uniforme

La distribucién Uniforme es el modelo (absolutamente) continuo més simple. Corresponde al caso de una
variable aleatoria que solo puede tomar valores comprendidos entre dos extremos a y b, de manera que
todos los intervalos de una misma longitud (dentro de (a,b) ) tienen la misma probabilidad. También puede
expresarse como el modelo probabilistico correspondiente a tomar un ntimero al azar dentro de un intervalo

(a,b).

De la anterior definicién se desprende que la funciéon de densidad debe tomar el mismo valor para todos los
puntos dentro del intervalo (a,b) (y cero fuera del intervalo). Es decir,

Gréaficamente:
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Funcion de densidad del modelo uniforme

1 o I —

La funcién de distribucién se obtiene integrando la funcién de densidad y viene dada por:

0 siz<a
Fx(z)=P(X <z)=( j=2 siz€(a,b)
1 siz>b

Gréaficamente:

Funcién de distribucién del modelo uniforme

Funcion de distribucion del modelo uniforme

08

06
04

02

3.2.1.1 Propiedades del modelo Uniforme

1. Su esperanza vale (b+ a)/2
2. Su varianza es (b — a)?/12

3.2.1.2 Una aplicaciéon del modelo Uniforme: el muestreo de Montecarlo En ciertos casos es
util simular el muestreo de una variable aleatoria con una distribucién dada. El muestreo de Montecarlo es
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un procedimiento general para obtener muestras aleatorias de cualquier tipo de variable (discreta o continua)
si su funcién de distribucién es conocida o se puede calcular.

Supongamos que queremos generar una muestra procedente de una variable aleatoria X con funcién de
distribucién F(x). El proceso comprende los siguientes pasos:

1. Obtener un valor aleatorio y entre cero y uno. Es decir, obtener una muestra de una distribuciéon
Uniforme entre cero y uno. La mayoria de lenguajes de programacién incorporan un generador de este
tipo.

2. Considerar el valor obtenido como el valor de la funcién de distribucién a generar: y = F(z).

3. El valor x = F~!(y) (la inversa de la funcién de distribucién en el punto y ) es un valor procedente de
la distribucién de la que desedbamos generar la muestra.

4. Si queremos obtener una muestra con n individuos debemos repetir los pasos anteriores n veces.

3.2.1.3 Generacion de una muestra procedente de una distribucién Binomial Supongamos que
queremos simular el experimento de contar el ntimero de caras obtenidas en 5 lanzamientos de una moneda
trucada con probabilidad de cara igual a 0,75 . Es decir, queremos obtener una muestra de una distribucién
Binomial con n =5y p=0,75.

Siguiendo los pasos anteriores deberemos obtener un nimero al azar entre 0 y 1 (un valor procedente de una
distribucién Uniforme entre 0 y 1) y si este valor es menor o igual a 0,75 diremos que ha salido cara y, si es
superior a 0,75 , cruz. Utiliza el siguiente programa para simular cinco lanzamientos con nuestra moneda
trucada:

3.2.2 La distribucién Exponencial

Este modelo suele utilizarse para variables que describen el tiempo hasta que se produce un determinado
suceso.

Su funcién de densidad es de la forma:

f(d?)—{(lleXp(Z) si x>0}

0 si <0

Como vemos este modelo depende de un tinico pardmetro o que debe ser positivo: a > 0. A continuacién se
muestra un programa que nos permite ver como cambia la forma de la funciéon de densidad segtn el pardmetro
a.

La funcién de distribucién se obtiene integrando la de densidad y es de la forma:

F(:E){ l—exp(=3) si >0 }

0 si <0
Podemos utilizar el programa siguiente para calcular dicha funcién de distribucion:

3.2.2.1 Propiedades del modelo Exponencial

1. Su esperanza es a.

2. Su varianza es aZ2.

3. Una propiedad importante es la denominada carencia de memoria, que podemos definir asi: si la
variable X mide el tiempo de vida y sigue una distribucién Exponencial, significard que la probabilidad
de que siga con vida dentro de 20 afios es la misma para un individuo que a fecha de hoy tiene 25 afios
que para otro que tenga 60 anos.
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4. Cuando el nimero de sucesos por unidad de tiempo sigue una distribuciéon de Poisson de pardmetro A
(proceso de Poisson), el tiempo entre dos sucesos consecutivos sigue una distribucién Exponencial de
pardmetro ov = 1/

3.2.3 La distribucion Normal

Se trata, sin duda, del modelo continuo méas importante en estadistica, tanto por su aplicacién directa, veremos
que muchas variables de interés general pueden describirse por dicho modelo, como por sus propiedades,
que han permitido el desarrollo de numerosas técnicas de inferencia estadistica. En realidad, el nombre de
Normal proviene del hecho de que durante un tiempo se creyd, por parte de médicos y bidlogos, que todas las
variables naturales de interés seguian este modelo.

Su funcién de densidad viene dada por la féormula:

1 (x —p)?
f(m):mexp{—w donde — oo <z < +00

que, como vemos, depende de dos pardmetros p (que puede ser cualquier valor real) y o (que ha de ser
positiva). Por esta razén, a partir de ahora indicaremos de forma abreviada que una variable X sigue el
modelo Normal asi: X ~ N(u, o). Por ejemplo, si nos referimos a una distribucién Normal con p =0y o =1
lo abreviaremos N (0, 1).

A continuacién vemos grifica de esta funcién de densidad (podeis probar a cambiar los pardmetros):

Como puedes ver, la funcién de densidad del modelo Normal tiene forma de campana, la que habitualmente
se denomina campana de Gauss. De hecho, a este modelo, también se le conoce con el nombre de distribucién
gaussiana.

3.2.3.1 Propiedades del modelo Normal
. Su esperanza es p.

. Su varianza es o2y, por tanto, su desviacién tipica es o.

1
2
3. Es simétrica respecto a su media u, como puede apreciarse en la representacion anterior.
4. Media, moda y mediana coinciden (u).

5

. Cualquier transformacién lineal de una variable con distribucién Normal seguird también el modelo
Normal. Si X ~ N(u,0) y definimos Y = aX + b(cona # 0), entonces Y ~ N(ap + b, |alo). Es decir,
la esperanza de Y serd ap + b y su desviacién tipica, |a|o.

6. Cualquier combinacién lineal de variables normales independientes sigue también una distribucién
Normal. Es decir, dadas n variables aleatorias independientes con distribucién X; ~ N (u;, o;) para
i =1,2,...,n la combinacion lineal: Y = a, X, + a,_1Xn_1+ ...+ a1 X1 + ag sigue también el modelo
Normal:

n
Y=~N|a +Zaiui,
i=1

n
E alo?
i—1

#4##La funcién de distribucién del modelo Normal

La funcién de distribucién del modelo Normal se deberia calcular, como en el resto de distribuciones continuas,
integrando la funciéon de densidad:

Flz)=P[X <z]= /g; M;?Uexp{—(t;‘l;)z}dt
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Pero nos encontramos con el problema de que no existe ninguna primitiva conocida para esta funcién, es decir,
no sabemos resolver la anterior integral. Sin embargo, si somos incapaces de calcular la funcién distribucién
no podremos efectuar ningtn calculo con este modelo. ;Coémo solucionamos el problema?

Una primera solucién podria consistir en aproximar la integral a través de técnicas de calculo numérico. Sin
embargo, dado que el conjunto de valores que pueden tomar los pardametros p y o son infinitos, deberfamos
repetir el proceso para cada valor diferente de algiin parametro. Afortunadamente, podemos ahorrarnos el
esfuerzo aprovechando la propiedad de que cualquier transformacion lineal de una variable Normal sigue
también el modelo Normal. Por tanto, replantearemos cualquier problema en términos de una Normal
concreta, que suele ser la N(0, 1), de la siguiente manera:

Si X ~ N(u,0) y entonces definimos Z = (X — p)/o se cumplird que Z ~ N(0,1)

y, por tanto:

Fx)=Px <ol =P [ B B plp ot (10)

A la distribucién N(0,1), es decir, la que tiene por media cero y por desviaciéon tipica uno, se le denomina
Normal reducida o tipificada. En cambio, al proceso de transformacién del calculo de la funcién de distribucién
de una Normal cualquiera a través de la Normal tipificada, se le denomina tipificacion.

Debemos remarcar que el proceso de tipificaciéon no resuelve el problema de la inexistencia de la funcién
primitiva correspondiente. Sin embargo, si es posible, mediante técnicas de calculo numérico, obtener la
integral numérica correspondiente y elaborar unas tablas que podemos consultar. Naturalmente, la tipificacién
permite que con una sola tabla, la de la N(0, 1), tengamos suficiente.

Hoy en dia, cada vez se utilizan menos tablas como la mencionada anteriormente, ya que los ordenadores,
junto con los abundantes programas estadisticos existentes nos resuelven este problema. Sin embargo, la
imposibilidad de integrar analiticamente la funcién de densidad persiste y, aunque nosotros no seamos
conscientes, los programas informéticos realizan el proceso de tipificaciéon para simplificar el problema.

3.2.4 La distribucién Gamma

Este modelo es una generalizacion del modelo Exponencial ya que, en ocasiones, se utiliza para modelar
variables que describen el tiempo hasta que se produce p veces un determinado suceso.

Su funcién de densidad es de la formas:

ro={ 7@

e"azPl si x>0
si <0

Como vemos, este modelo depende de dos pardmetros positivos: a y p. La funcién I'(p) es la denominada
funcién Gamma de Euler que representa la siguiente integral:

o0
I'(p) = / P le % dy
0
que verifica I'(p + 1) = pI'(p), con lo que, si p es un ntimero entero positivo, I'(p + 1) = p.

3.2.4.1 Propiedades de la distribuciéon Gamma
1. Su esperanza es pa.
2. Su varianza es pa?

3. La distribuciéon Gamma (o, p = 1) es una distribucién Exponencial de pardmetro a.. Es decir, el modelo
Exponencial es un caso particular de la Gamma conp = 1.
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4. Dadas dos variables aleatorias con distribucién Gamma y parametro o comun

X ~G(a,p1) yY ~G(a,p2)

se cumplird que la suma también sigue una distribucién Gamma

X+Y ~G(a,p1 +p2)

Una consecuencia inmediata de esta propiedad es que, si tenemos k variables aleatorias con distribucion
Exponencial de pardmetro a (comun) e independientes, la suma de todas ellas seguird una distribucién

G(a, k).

3.2.5 La distribucién de Cauchy

Se trata de un modelo continuo cuya funcién de densidad es:

1

=

para —oo < <00

Cuya integral nos proporciona la funcién de distribucion:

v 1 1 _ 1  arctan(z)
F(z) = ——dt = “[arctan(t)]I=* = = + ———
() /_oo m (14 t2) 0 [arctan(t)]:=" o 2 + T

El siguiente programa permite visualizar la forma de la funciéon de densidad de este modelo y el valor de la
funcién de distribucion:

3.2.5.1 Propiedades de la distribucién de Cauchy Se trata de un ejemplo de variable aleatoria que
carece de esperanza (y, por tanto, también de varianza o cualquier otro momento), ya que la integral impropia
correspondiente no es convergente:

A Sl 2w 1 ) . N
E(X)_/oow(l+x2)dx_27r/001+x2dx_27r xl:n;oln(x)—xgrzlooln(w) —27T[oo—oo}

y nos queda una indeterminacién. Por tanto, la esperanza de una distribucién de Cauchy no existe. Cabe
sefialar que la funcién de densidad es simétrica respecto al valor cero (que serfa la mediana y la moda), pero
al no existir la integral anterior, la esperanza no existe.

3.2.6 La distribucion de Weibull

Se trata de un modelo continuo asociado a variables del tipo tiempo de vida, tiempo hasta que un mecanismo
falla, etc. La funcién de densidad de este modelo viene dada por:

f(l‘)Z{

que, como vemos, depende de dos parametros: o > 0y 5 > 0, donde « es un parametro de escala y 8 es un
pardmetro de forma (lo que proporciona una gran flexibilidad a este modelo).

(E)ﬁ_l (5 s >0 }

@ .
siz<0

Ol

La funcién de distribucion se obtiene por la integracién de la funcién de densidad y vale:
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Flz)=1- 67(%)[3

El siguiente programa permite visualizar la forma de la funciéon de densidad de este modelo y el valor de la
funcién de distribucion:

3.2.6.1 Propiedades de la distribucién Weibull
1. Si tomamos § = 1 tenemos una distribucién Exponencial.

2. Su esperanza vale:

E(X)=al (; + 1)

3. Su varianza vale:

o= {r(3o) - (o))

donde T'(z) representa la funcién Gamma de Euler definida anteriormente.

3.2.7 Tabla resumen de las principales distribuciones continuas

Funcion de

Distribucién Pardametros densidad Esperanza Varianza
2

Uniforme a,b Fa<z<b ath (bzg)

Exponencial a>0 éexp (*%) x>0 «
N2
Normal —00 < i < 00 2171'0' exp {— ("LQU’;) } ] o2
>0 —00 < T < +00
1
Cauchy\—\mfoo<x<oo\f\f|

Weibu11|a>0ﬁ>0\g(;—‘)ﬁ’le*(%)ﬁxzomr(%Jrl) a2{r(§+1)—[r(g+1)r}l

3.3 Distribuciones con R (y Python)

El lenguaje estadistico R es muy potente en cuanto al célculo con distribuciones de probabilidad.

Dado que el trabajo con distribucines de probabilidad usando R estd muy estandarizado y explicado en
multiples fuentes no repetiremos aqui estas explicaciones.

Tan solo os referimos a dos buenas fuentes de informacién que podéis utilizar para aprender como hacer los
calculos con R y también una aplicacién que os permite visualizar casi cualquier distribucién conocida.

R Tutorials

Explicacion detallada y de nivel basico del manejo de las principales distribuciones con R
https://www.r-tutor.com/elementary-statistics/probability-distributions

The distribution Zoo

Permite visualizar de forma interactiva distintas distribuciones y proporciona informaciéon diversa sobre sus
propiedades e incluso su aplicacion.
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https://www.r-tutor.com/elementary-statistics/probability-distributions

https://ben18785.shinyapps.io/distribution-zoo/
Distribution explorer
Mas completo que los anteriores. No se basa en R sino en python.

https://distribution-explorer.github.io/index.html

3.4 La familia exponencial de distribuciones

En el estudio de las propiedades de los estimadores, vemos que algunas distribuciones se comportan mejor
que otras. Muchas veces, este buen comportamiento refleja una estructura comin que proviene de pertenecer
a una misma familia de distribuciones llamada familia exponencial.

Definicién: Sea fy una familia de probabilidades que depende de un pardmetro unidimensional
{fo(x),0 € © C R} tal que el soporte S(0) = {x | fo(z) > 0} no depende de . Si existen funciones de los
pardmetros Q(0) y C(6) y funciones de las muestras, T(x) y h(z), tales que la funcién de densidad puede
escribirse como:

fo(z) = C(O)h(x) exp{Q(0) - T(x)}

diremos que fy(x) pertenece a la familia exponencial de distribuciones.

La familia exponencial no representa un nuevo tipo de distribuciones, sino la constataciéon de que muchas
distribuciones comunes, que pueden reformularse para ajustarse a la expresién anterior, pertenecen a esta
familia.

Veamos algunos ejemplos de que esto es efectivamente asi.

3.4.1 Ejemplos de distribuciones de esta familia
3.4.1.1 Distribucién de Poisson La ley de Poisson pertenece a la familia exponencial uniparamétrica.

Efectivamente,

filz)=e" P exp{—X + xzlog A — log(z!)}

y si hacemos

Q) =log(\) T(x)=a DN =-X S(z)=—log(x!)
se hace evidente que f) pertenece a la familia exponencial.

3.4.1.2 Distribucién normal uniparamétrica La ley normal depende de dos pardmetros p y o. Fijado
uno de ellos, nos queda una distribucién que depende de un solo pardmetro, y de aqui la denominacién
“normal uniparamétrica”.

Si, con el subindice “0”, indicamos el parametro fijado, tenemos:

fo = {N (po,0),0 > 0} Normal uniparamétrica, de pardmetro o,

fu={N (u,00), 1 € R} normal uniparamétrica, de pardmetro p.

Si queremos considerar ambos pardmetros a la vez, debemos extender la definicién al caso de pardmetros
k-dimensionales. En estos materiales no trataremos esta extensién.
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3.4.1.2.1 Caso 1: Fijando la media ;o Consideramos la distribucién normal N (j,0?), donde fijamos
=g vy o2 es el pardmetro libre.

La funcién de densidad de probabilidad es

fo(w) = Aﬁexp{@;ﬁ’}

Vamos a reescribir esta funcién en forma de la familia exponencial. Primero, reorganizamos los términos de
la densidad:

fo(z) = L -0 Yexp {_;2(% _ u0)2}

Ahora identificamos las funciones que se corresponden con la forma de la familia exponencial fp(xz) =

C(0)h(x) exp{Q(O)T (x)}:

+ Qo) =35
. T(x)= (- po)?
* C(O’) = 2171':7

Esto confirma que la distribuciéon normal, con pg fijo, pertenece a la familia exponencial.

3.4.1.2.2 Caso 2: Fijando la varianza 02 Ahora consideramos la distribucién N(u,o2), donde la

varianza estd fijada y el parametro libre es p.

La funcién de densidad es

fulz) = \/21773 exp {(xz—ag)?}

Vamos a reescribir esta funcién de la misma manera:

fulz) = ! = exp {—2;(3:2 — 2ux + uQ)}

2
2rog 0

Identificamos las funciones correspondientes:

« Qu) =22

e T(x)=12x

* D(H):—ﬁ
. S(a)=—5

Esto prueba que la distribucién normal con g fijo pertenece a la familia exponencial.

3.4.2 Distribucién Binomial

La distribucién binomial es un ejemplo interesante, puesto que, a priori, no parece tener la estructura propia de
la distribucién exponencial, cosa que si pasa con la distribuciéon de Poisson o con la Normales uniparamétricas
que acabamos de ver.

Sin embargo, tras aplicar algunas transformaciones se puede ver como, también esta distribucién pertenece a
la familia exponencial

La funcién de masa de probabilidad para la distribuciéon binomial es
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n —T
f(z;n,p) = <x>pr(1p)n , x=0,1,....,n

Reescribimos esta funcién en términos exponenciales:

fasnp) = () explatogr) + (n — o) log(1 - )

Agrupamos los términos dependientes de x:

Flzsn,p) = (Z) exp {zlog <1fp> +nlog(1 p)}

Identificamos las funciones correspondientes a la familia exponencial:

+ Q) =1log ()
)

=x

Por lo tanto, la distribucién binomial pertenece a la familia exponencial.

3.4.3 Importancia y utilidad de la familia exponencial

Muchas de las distribuciones usadas para modelar gran cantidad de situaciones practicas pertenecen a esta
familia.

Esto significa que es posible estudiar sus propiedades en conjunto. Es decir, si establecemos que una propiedad
se verifica en una distribucién que pertenece a la familia exponencial, automaticamente sabemos que todos
los miembros de la familia verifican esa propiedad.

A continuacién, se describen tres ventajas importantes de trabajar con esta familia:

3.4.4 Los modelos lineales generalizados (GLMs)

Una de las aplicaciones més importantes de la familia exponencial es su uso en los Modelos Lineales
Generalizados (GLMs).

Estos modelos nos permiten extender la regresién lineal clasica a diferentes tipos de datos, como los resultados
binarios (por ejemplo, éxito o fracaso), mediante la regresion logistica, recuentos de eventos (como el nimero
de llamadas recibidas en una hora) mediante la regresion de Poisson, y muchos otros.

Gracias a la estructura de la familia exponencial, podemos conectar la media de la variable que estamos
modelando con las variables explicativas de forma flexible, lo que hace posible aplicar GLMs en una amplia
variedad de situaciones.

3.4.5 Estimacion en la familia exponencial

Otra ventaja importante es que, al trabajar con distribuciones de la familia exponencial, los métodos que
usamos para hacer inferencias estadisticas suelen tener buenas propiedades.

Esto, que se explicard con méas detalle en capitulos siguientes, implica que los estimadores que obtenemos con
estos modelos suelen ser precisos y reflejar correctamente la informacién que contienen los datos.

Naturalmente esto se puede ver al revés: Si podemos trabajar con distribuciones de la familia exponencial,
solemos tener, de entrada, una serie de ventajas, como el buen comportamiento de los etimadores, por lo que
siempre es una buena opcién intentar utilizarlas en nuestros modelos.
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4 Distribuciones de probabilidad multidimensionales

En este capitulo se extiende el concepto de variable aleatoria a un conjunto de variables que pueden
interpretarse asociadas a un conjunto de medidas distintas y que pueden estar, o no relacionadas.

Tras introducir los conceptos de distribuciones multidimensionales, condicionales y marginales, se pasa a
considerar el caso méas habitual en inferencia estadistica en el que las componentes de los vectrores son
independientes entre ellas.

Este es, de hecho, el punto de partida de muchos modelos y métodos en estadistica.

4.1 Distribuciones conjuntas de probabilidades
e A menudo nos interesa estudiar multiples caracteristicas de un fenémeno aleatorio:

— La altura, el peso y el sexo de un individuo.
— La expresion coordinada de los genes que participan en una determinada via metabdlica.
— El niimero de nucledtidos A, C, G, T en una region del genoma de tamano n.

o Estas caracteristicas numéricas que, de forma analoga al caso univariante, podemos suponer asociadas
a los resultados de experimentos aleatorios se denominan variables aleatorias multidimensionales o,
atendiendo a sus componentes, vectores aleatorios.

Las distribuciones de probabilidad que, siguiendo con la analogia, asociaremos a los vectores aleatorios se
denominan distribuciones de probabilidades conjuntas o multivariantes.

Antes de desarrollar el tema es importante remarcar que consideraremos dos escenarios:

e El primero, el “natural” es considerar que si trabajamos con distintas variables asociadas a un mismo
fenémeno, es razonable suponer que varien de alguna forma coordinada. De ahi la expresién distribucion
conjnta.

e En ocasiones, sin embargo, dispondremos de vectores aleatorios que varian independientemente los unos
de los otros. En este caso su distribucién conjunta serd de un tipo especial que se conoce independencia.

4.1.1 Variable aleatoria bivariante

Empezaremos por el caso més sencillo que, sin embargo permite estudiar la mayoria de los conceptos quenos
interesas: Las distribuciones conjuntas de dos variables aleatorias.

Una variable aleatoria bivariante es una aplicacién que, a cada resultado de un experimento, le asocia
dos nimeros:

(X,Y):Q —R?

w = (X(w),Y (w))

De modo que, para todo par de valores numéricos, (z,y) € R?, se tiene

(weQ|Xw) <z, Yw)<ylecA
donde A representa el conjunto de sucesos observables definido en el capitulo 1.

Lo que viene a significar esta definicién es que una variable aleatoria bidimensional es un conjunto de medidas
(ntmeros reales) a los que, por el ehecho de poderse asociar con sucesos observables a traves de los intérvalos
X(w) <z, Y(w) <y se les puede asociar (calcular) una probabilidad.

Fijémonos también que, como en el caso univariante, la funcién que transporta la probabilidad, del espacié de
probabilidad al conjunto de los reales, sera la funciéon de distribucién, que se define a continuacién.
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4.1.2 Funcién de distribucién bivariante

La funcién de distribucién conjunta de X y Y, F', es una generalizacién inmediata del caso univariado y se
define como:

Fz,y)=P{lwe Q| X(w) <z,Y(w) <y}=PX <=zY <y

Como en el caso univariante, esta es la funciéon que define la forma en que podemos calcular probabilidades
sobre los valores de las variables, en este caso de dimensién 2.

4.1.3 Ejemplo: Distribucién conjunta del estado de infeccion y activacién de células

Supongamos que estamos observando dos caracteristicas de células en un experimento de inmunologia. Las
variables que describen las células son:

o X: La célula estd infectada (X = 1) o no infectada (X = 0).
o Y: La célula estd activada (Y = 1) o no activada (Y = 0).

La siguiente tabla muestra la probabilidad conjunta de observar cada combinacién de infeccién y activacién
en una célula:

X\Y Y =0 (No activada) Y =1 (Activada)
X =0 (No infectada) 0.4 0.2
X =1 (Infectada) 0.1 0.3

4.1.3.1 1. Funcién de distribucién conjunta La funcién de distribucién conjunta F(z,y) para esta
situacién se calcula como:

F(z,y) = P(X <z,Y <y)

Los valores para los pares posibles de x y y son:

« F(0,0)=P(X=0,Y=0)=04

« F(0L1)=P(X=0,Y <1)=P(X=0,Y =0)+P(X =0,Y =1) =04+ 0.2 = 0.6
« F1,0)=P(X<1,Y=0)=P(X=0,Y =0)+P(X =1,Y =0) =04+0.1=0.5
« F(L)=P(X<1LY<1)=1

4.1.3.2 2. Calculo de la probabilidad de eventos especificos Por ejemplo, la probabilidad de que
una célula esté infectada pero no activada es:

4.1.4 Implementaciéon en R

Podemos visualizar esta distribucién conjunta con un grafico en R.
library(ggplot2)

# Crear los datos de la distribucidén conjunta

data <- expand.grid(X = c(0, 1), Y = c(0, 1))

data$Prob <- c(0.4, 0.2, 0.1, 0.3)

# Crear el grafico

p <- ggplot(data, aes(x = factor(X, labels = c("No infectada", "Infectada")),
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y = factor(Y, labels = c("No activada", "Activada")))) +
geom_tile(aes(fill = Prob), color = "white") +
scale_fill_gradient(low = "white", high = "blue") +
geom_text (aes(label = round(Prob, 2)), size = 5) +
labs(x = "Estado de infeccién (X)", y = "Estado de activacién (Y)",
title = "Distribucién Conjunta de Infeccidén y Activacién Celular") +
theme_minimal ()

# Guardar el grafico en el subdirectorio imagenes
ggsave("images/distribucion_conjunta.png", plot = p, width = 6, height = 4, dpi = 300)

knitr::include_graphics("images/distribucion_conjunta.png")

Distribucion Conjunta de Infeccion y Activacion Celular

Activada

Estado de activacion (Y)

No activada

No infectada Infectada
Estado de infeccion (X)

4.2 Variable aleatorias bivariantes discretas

Una vez introducidos los conceptos de forma general pasamos a estudiar el problema en el caso discreto, que
es muy intuitivo y, a la vez permite introducir todos los conceptos relevantes.

Un vector aleatorio discreto, (X,Y") es aquel cuyo recorrido o conjunto de valores posibles es finito o
numerable.

En este caso, toda probabilidad
P{(X,Y) e B}, donde B es un conjunto de posibles valores de X,Y,
se puede calcular a partir de la funcién de masa de probabilidad discreta bivariante.

4.2.1 Funcién de masa de probabilidad discreta (fmp)

La funcion de masa de probabilidad de los vectores aleatorios generaliza la funcién del mismo nombre en el
caso univariante, es decir, es una funcién:

f:R? —[0,1]

63



Que asigna la probabilidad a cada punto del plano: para todo (z,y) € R%:

f(z,y) = Plw € Q| X(w) = 2,Y(w) =y} = P[X =z, =y

4.2.2 Propiedades de la fmp bivariante

o La masa total de probabilidad sobre el plano es 1:

Z f(x%yj):l

(z; Y )ERZ

o Para todo subconjunto B C R?, se verifica:

F(z,y)=PX <a,Y <yl= > flziy;)

% <z,y; <y

Es decir, como en el caso univariante la funcion de distribucion se puede calcular a partir de la funcion de
masa de probabilidad.

4.2.2.1 Intuicién frente a construccién La presentacion de los conceptos anteriores suele generar
cierto desasosiego entre los estudiantes que afrontan estos conceptos por primera (o siguientes) vez.

El motivo de este desasosiego es que el papel de la funciéon de distribucién no suele ser tan intuitivo como el
de la funcién de masa de probabilidad.

Es decir, es mas intuitivo pensar en como calcular lha probabilidad que la variable tome un valor concreto
(P[X = z]) , que la probabilidad de que no alcance cierto valor (P[X < z]).

Sin embargo, la funcién que realmente permite transportar la probabilidad no es la funcién de masa de
probabilidad (fmp) sino la funcién de distribucién (fdd). De ahi el contraste entre intuicién (fmp) y
construccién (fdd)

4.2.3 Ejemplo de distribucion bivariante discreta

Supongamos que un estudio mide el nimero de células infectadas y el nimero de linfocitos activados en
un campo microscopico. Dado el tamano del campo y el grado de infeccion los valores observados de cada
variables son:

o X: Nuamero de células infectadas (X € {0,1,2,3,4,5})).
o Y: Nuamero de linfocitos activados (Y € {0,1,2,3})).

La distribucién conjunta se refleja en la siguiente tabla de probabilidades conjuntas:

0 0.12 0.06 0.02 0.00
1 0.10 0.10 0.04 0.01
2 0.06 0.12 0.08 0.02
3 0.03 0.12 0.10 0.05
4 0.01 0.08 0.12 0.06
5 0.00 0.03 0.10 0.07

Puede comprobarse como la suma de todos los valores de la tabla es 1, y calcular probabilidades de sucesos
como

Probabilidad de que hayan dos células infectadas y un linfocito:
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Para calcular la probabilidad de que haya exactamente 2 células infectadas y 1 linfocito activado, se puede
usar el valor directamente de la tabla.

P(X=2Y =1)=0.12

Probabilidad de que hayan menos de tres celulas infectadas y menos de dos linfocitos:

Esta probabilidad es la suma de todas las combinaciones de X y Y') que cumplen con la condicién de X < 3)
y Y < 2). Es decir, sumamos las probabilidades de los casos

(X=0Y=0)), (X=0Y=1),(X=1Y=0),(X=1LY=1)), ( X=2Y=0),y(X=2Y=1).

P(X<3,Y<2)=P(X=0,Y=0+P(X=0Y =1)+P(X =1,Y =0)+P(X =1,Y = 1)+P(X =2,V = 0)+P(X = 2,)

P(X <3,Y <2)=0.1240.06 4 0.10 + 0.10 4+ 0.06 4- 0.12 = 0.56
Recordemos que, al tratarse de variables discretas, no es lo mismo P[X < z] que P[X < z], por lo que si

la pregunta fuera “Probabilidad de que hayan al menos tres celulas infectadas y al menos dos linfocitos”
deberiamos calcular:

P(X <3,V <2)

Esta tltima expresién se corresponde con la funcién de distribucién evaluada en (3, 2).

4.2.3.1 Cdbdigo R para el cilculo de la pmf Podemos hacer los calculos usando R:

prob_table <- matrix(c(0.12, 0.06, 0.02, 0.00,
0.10, 0.10, 0.04, 0.01,
0.06, 0.12, 0.08, 0.02,
0.03, 0.12, 0.10, 0.05,
0.01, 0.08, 0.12, 0.06,
0.00, 0.03, 0.10, 0.07),

nrow = 6, byrow = TRUE)
# Asignar nombres a las filas y columnas
rownames (prob_table) <- 0:5

colnames (prob_table) <- 0:3

# Mostrar la tabla

prob_table

#i# 0 1 2 3
## 0 0.12 0.06 0.02 0.00
## 1 0.10 0.10 0.04 0.01
## 2 0.06 0.12 0.08 0.02
## 3 0.03 0.12 0.10 0.05
## 4 0.01 0.08 0.12 0.06
## 5 0.00 0.03 0.10 0.07

# Calcular la probabilidad de (X =2, Y = 1)
prob_X2_Y1 <- prob_table["2", "1"]
cat("P(X = 2, Y = 1) =", prob_X2_Y1, "\n")
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## PX =2, Y=1) = 0.12

# Calcular la probabilidad de (X < 3, Y < 2)
prob_X_1t_3_Y_1t_2 <- sum(prob_table[1:3, 1:2])
cat("P(X < 3, Y < 2) =", prob_X_1t_3_Y_1t_2, "\n")

## P(X <3, Y<2) =0.56

4.2.3.2 Cbdigo R para visualizar la distribucién conjunta Para visualizar la distribucién conjunta,
podemos usar el codigo siguiente;

# Es preciso instalar y cargar el paquete scatterplot3d st mo lo tienes instalado
# install.packages("scatterplot3d")
library(scatterplot3d)

# Crear una matriz con los datos de la tabla de probabilidades
X_vals <- as.numeric(rownames (prob_table))
Y_vals <- as.numeric(colnames(prob_table))

# Crear un grid de valores X e ¥
X_grid <- rep(X_vals, each = length(Y_vals))
Y_grid <- rep(Y_vals, times = length(X_vals))

# Extraer las probabilidades como un wvector
Z_vals <- as.vector(prob_table)

# Enviar el grafico 3D de barras simuladas a pdf
png("images/pmfTrinomial.png")
scatterplot3d(X_grid, Y_grid, Z_vals,
type = "h", color = "lightblue",
pch = 16, 1lwd = 5,
cex.symbols = 1,
angle=60,
xlab = "Celulas Infectadas (X)",
ylab = "Linfocitos Activados (Y)",

zlab = "Probabilidad",

main = "Distribucidén Conjunta de \n Celulas Infectadas y Linfocitos Activados")
dev.off ()
## pdf
##H 2

# Afiadir texto con los walores de las probabilidades en la parte superior de las barras
# s3d$text (X_grid, Y_grid, Z_wals, labels = round(Z_vals, 2), pos = 3, col = "black")

knitr::include_graphics("images/pmfTrinomial.png", rel_path = TRUE )
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4.3 La distribucién multinomial

Antes de seguir con el estudio de las distribuciones discretas presentamos un caso importante de distribucion
multivariante discreta, la distribucion multinomial.

4.3.1 Generacién de las observaciones

Supongamos un experimentoaleatorio que puede producir k resultados posibles Ay, Ao, ..., A con probabili-
dades P1,DP2,- -5 Pk, tales que py +p2 + -+ pr = 1.

Repetimos el experimento n veces y llamamos X;, Xo,..., X al nimero de veces que se presenta
Ay, Aoy Ag.
La distribucién conjunta de X7, Xo, ..., X recibe el nombre de multinomial.

4.3.2 Funcion de masa de probabilidad de la distribucién multinomial

El vector X = (X1, ..., X}) tiene distribucién multinomial de pardmetros ny p = (p1,...,pk), denotado por
X ~ M(n, p), con n entero positivo, p; > 0y E?lei =1.
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Su funcién de densidad conjunta es:

f(x) = PX =x] =

n!

z1lxo! -

. k
donde z; son enteros no negativos tales que » ;. x; = n.

4.3.3 Relacién con la distribucién binomial

Ty, T2 N
xk' 1 P2 k

Esta distribucién puede verse como una generalizacion de la distribucién binomial en el que, en lugar de tener
dos posibles resultados, tenemos r resultados posibles.

4.3.4 Un caso particular: La distribucién trinomial

Veamos un ejemplo propio del andlisis de secuencias en el que se aplica esta distribucion:

Si consideramos el alineamiento de dos secuencias z,y de tamafno n, podemos observar:

e $A 1 $: x; alineado con $y_i $, con $P(A_1)=p_ 18

e $A_2$: x; alineado con “-” con $P(A_2)=p 2§

o $A 3 §: “-” alineado con §y_i $§, con $P(A_3)=1-p_1-p 2§

La variable $(X_1, X_2) $, que cuenta el niimero de veces que se observa Ay, As (con $X_3=n-X_1-
X_ 2 %), sigue una distribucién trinomial de pardmetros n, $p_1$, $p_2 $.

Obsérvese que, dado que el total de observaciones n estd prefijado, aunque haya tres categorias, Ay, As, As
el nimero de observaciones de As es el total menos la suma de las observaciones de A; + As. O dicho de otra
forma el nimero de probabilidades que sén parametros de la distribucién es n — 1 = 2, lo que junto con n
que es otyro parametro determina que “trinomial” se refiera tanto al total de categorias como al nimero de
pardmetros, aunque, en realidad tan sélo hay dos componentes X; y X, independientes (concepto este que se
definira con precisién mds adelante).

Estudiamos los posibles alineamientos de dos secuencias de 5 nucledtidos, en un contexto en el que las
probabilidades de Ay y Ay son, respectivamente 0.6 y 0.2, es decir una Trinomial M(5; 0.6, 0.2) que dan lugar

a la tabla siguiente.

X1\ X 0 1 2 3 4 5
0 (03075) (0’174) (072a3) (0’372) (07431) (0’5’0)
1 (1,04) (1,1,3) (1,22) (1,3,1) (1,4,0)
2 (2,0,3)  (2,1,2) (22,1) (2,3,0)
3 (3,0,2) (3,1,1) (3,2,0)
4 (4,0,1) (4,1,0)
5 (5,0,0)

A partir de la tabla anterior podemos determinar las probabilidades conjuntas:

X1\ X 0 1 2 3 4 5
0 0.0003 0.0016 0.0032 0.0032 0.0016 0.0003
1 0.0048 0.0192 0.0288 0.0192 0.0048
2 0.0288 0.0864 0.0864 0.0288
3 0.0864 0.1728 0.0864
4 0.1296 0.1296
5 0.0778
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4.4 Distribuciones marginales

e Dado un vector aleatorio, puede interesar el comportamiento individual de una o cada una de sus
componentes X;.

e La distribucién de la componente i-ésima se denomina distribucién marginal de X;.
e Representa el comportamiento de X; sin tener en cuenta las otras componentes, es decir, como si fuera
una variable aleatoria unidimensional.
4.4.1 Las marginales estian en los margenes

e El nombre de distribucién marginal proviene del hecho de que en una distribucién bivariada discreta
como la trinomial, los valores de una fila coinciden con los valores de X, y todos los de una columna con
los de X;. Los valores en la fila 0 o columna 0 (los margenes) representan precisamente las distribuciones
marginales.

4.4.2 Densidades marginales discretas

e La densidad marginal de X es:

fx(@) = file) =D fla,y;)

J

yvladeY es:
Fr(y) = faly) = 3 f(@iry)

4.4.3 Trinomial M(5; 0.6, 0.2): Distribuciones marginales

P[X, =
Xl\XQ 0 1 2 3 4 5 X2 x]
0 (0,0,5) (0,1,4) (0,2,3) (0,3,2) (0,4,1) (0,5,0) 0 0.0102
1 (1,0,4) (1,1,3) (1,2,2) (1,3,1) (1,4,0) 1 0.0768
2 (2,0,3) (2,1,2) (2,2,1) (2,3,0) 2 0.2304
3 (3,0,2) (3,1,1) (3,2,0) 3 0.3456
4 (4,0,1) (4,1,0) 4 0.2592
5 (5,0,0) 5 0.0778
X_2 0 1 2 3 4 5 1.0000
P[X, = 0.3277 0.4096 0.2048 0.0512 0.0064 0.0003 1.0000
z]

4.5 Distribuciones condicionales

e A veces nos interesa la distribucién de una componente si conocemos que la otra ha tomado un valor
determinado.

e En el ejemplo de los alineamientos, podriamos querer conocer los posibles valores y probabilidades de
un alineamiento, si sabemos que hay exactamente un “gap” en la secuencia de prueba.

69



4.5.1 Densidad condicional

;Qué podemos decir de la distribucién de Y si conocemos el valor de X7

fy| X =x)=PY =y| X =] = P[Xp[zxm;yx}: - J;fixy;

siempre que fx(z) > 0.

4.5.2 Trinomial M(5; 0.6, 0.2): Distribucién condicional

Distribucién de X; condicionada a que X, = 1.

(X1,1)  P(X1,1) Px,(1) P(X1|X2=1)

(0,1,4) 0.002 0.41 0.004
(1,1,3) 0.019 0.41 0.047
(2,1,2) 0.086 0.41 0.211
(3,1,1) 0.173 0.41 0.422
(4,1,0) 0.13 0.41 0.316
Total 1

4.6 Vectores aleatorios absolutamente continuos

o Diremos que (X,Y) es absolutamente continua si existe una funcién f(z,y), llamada funcién de
densidad conjunta absolutamente continua o bivariada, tal que, para todo (z,y) € R?

Fla,y) = /_w /_: Flu,v) dudo

e Si existe, la funcién de densidad absolutamente continua es tnica.

4.6.1 Propiedades de la funcion de densidad conjunta

e flz,y) 20
o La masa total de probabilidad es 1:

/—Z/_Zf(x’y)dxdyz 1

e Para cualquier conjunto S:

P{(X,Y)e S} = /Sf(:my)da:dy

En particular, la probabilidad de que (X,Y) esté en un rectangulo:

a bz
P(a1<X§a2,bl<Y§b2):/ / flz,y)dzdy
al bl
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4.6.2 Densidades marginales en el caso continuo

o Las densidades marginales son:

Fxla) = / T ey dy

= [ " fey) de

4.6.3 Densidad condicional en el caso continuo

e La densidad de Y condicionada a un valor de X es:

f(z,y)
fx(z)

fly| X =) =
siempre que fx(x) > 0.

4.6.4 La Distribucién Normal Bivariante

El ejemplo méas importante de una distribucién de probabilidad absolutamente continua para vectores aleatorios
es la distribucion normal bivariante. Esta distribucién describe dos variables aleatorias continuas, X
y Y, cuya relacién estd modelada por una correlacion lineal y tiene forma de campana (gaussiana) en dos
dimensiones.

4.6.4.1 Funcién de Densidad Conjunta La funcién de densidad conjunta de la distribucién normal
bivariante con medias pux, @y, desviaciones estdndar ox, oy y coeficiente de correlacion p es:

Hany) = 1 p<2( 1 [(ff—ux)2 (y—uy)22p(w—ux)(y—uy)D

ex +
2roxoyy/1 — p? 1—p?) 3

2
Ox Oy Ox0y

Esta expresion se generaliza facilmente de la distribucién normal univariante, pero en este caso incluye

términos adicionales que representan la interacciéon entre X y Y.

4.6.4.2 Ejemplo FEn vez de proporcionar un cédigo para visualizar la distribucién normal bivariante
podéis seguir este enlace: https://datasciencegenie.com/3d-contour-plots-of-bivariate-normal-distribution/
en donde se extiende lo que acabamos de discutir y se proporciona algunos ejemplos con R.

4.6.4.3 Distribuciones Marginales Para obtener las distribuciones marginales a partir de una
normal bivariante, debemos integrar la densidad conjunta sobre una de las variables. Dado que estamos
trabajando con una distribucién normal bivariante, su densidad conjunta estd dada por:

1 1 €T — ux 2 Yy — Uy 2 20(x — )y — py
fxx(zy) = exp (g [l o) el n)ly )
2roxoyy/1— p? 2(1 - p?) o2 ol TxOy

Para obtener la marginal de X, debemos integrar sobre Y:

fx(z) = / fxy(z,y)dy
Al realizar esta integral, se obtiene que la distribucién marginal de X es:
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Esto muestra que X sigue una distribucién normal con media px y varianza 0%, es decir, X ~ N(ux,0%).

Del mismo modo, para la marginal de Y, integramos sobre X:

= [ Y fer(@y) de

La solucién de esta integral da:

fr(y) = \/QjTT%eXp <_(y;;§/y)2)

Lo que significa que Y sigue una distribucién normal con media py y varianza 0%, es decir, Y ~ N(uy,03).

4.6.4.4 Ejemplo Supongamos que tenemos una distribucién normal bivariante con los siguientes paramet-
ros:

. /j,leoo, ox =15

L [Ly=5070'y=10

e p=05

La densidad conjunta es:

B 1 B 1 (x —100)*  (y—50)*  2(0.5)(z — 100)(y — 50)
Pex(ew) = s aovi—os o ( 21 - 05%) { EERN T (15)(10) D

Integrando sobre Y, obtenemos la distribucién marginal de X:

Fxla) = (z — 100)2>

|
1 (@100
N ( 5152

De manera analoga, la marginal de Y es:

4.6.5 Distribuciones Condicionales

La distribucién condicional de una variable dado un valor especifico de la otra también es normal univariante.
Por ejemplo, la distribuciéon condicional de X dado Y = y es:

ox
X|Y=y~N (ux +p;(y — py), (1 — pz)ff%c)

De forma analoga, la distribucién condicional de Y dado X = x es:
o
Y[X=z~N <MY +Pé(l’ —px), (1= P2)0%>
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4.6.5.1 Ejemplo Podemos calcular la distribucién condicional de X dado que Y = 180 cm, y mostrar
cémo cambia la distribuciéon de X bajo esta condicién:

# Valores originales
mu <- c(100, 50)
sigma <- c(15, 10)
rho <- 0.5

# Condicionar X dado Y 180
y_cond <- 180
mu_cond <- mu[1] + 0.6 (10/7) * (y_cond - mu[2])

sigma_cond <- sqrt(l - 0.672) * 10

*

# Mostrar la media y desviacion estdandar condicionales
mu_cond

## [1] 211.4286

sigma_cond

## [1] 8

Esto nos dice que el peso medio de una persona con altura de 180 cm es mayor que el peso medio de la
poblacién total, y su desviacién estandar es menor debido a la correlacién positiva entre peso y altura.

4.7 Independencia de variables aleatorias

Una vez introducido el concepto de distribuciéon conjunta pasamos a estudiar un caso particularmente
importante de distribucién conjunta, la independencia. De forma aparentemente contradictoria, en este caso,
las variables se caracterizan por el hecho de que no varian conjuntamente sino que lo hacen independientemente
las unas de las otras.

De manera intuitiva podemos decir que dos variables aleatorias son independientes si los valores que toma
una de ellas no afectan a los de la otra ni a sus probabilidades.

En muchas ocasiones la independencia seréd evidente a partir del experimento, por ejemplo, es independiente
el resultado del lanzamiento de un dado y el de una moneda tres veces. Por tanto las variables:

e X;: “Puntuacién obtenida con el dado” y
e X5: “Numero de caras obtenidas al lanzar tres veces una moneda” seran variables independientes.

En otras ocasiones tenemos una dependencia clara, por ejemplo, al lanzar un dado consideremos las variables

e Y; =: puntuacién del dado,
e Y5 =: variable indicadora de puntuacién par.

Es evidente que existe una clara dependencia, si sabemos que Y = 1, la variable X sélo puede tomar los
valores 2 , 4 0 6 ; si sabemos que X = 3, entonces, Y = 0 forzosamente.

Algunas veces podemos suponer la existencia de una cierta relacién entre variables, aunque sea en forma algo
abstracta y sin concretar. Por ejemplo si realizamos unas mediciones sobre unos individuos, las variables
altura en cm y peso en Kg probablemente estaran relacionadas, los valores de una influirdn en los valores
de la otra. Intentar determinar la naturaleza exacta de la relaciéon entre ambas es lo que en estadistica
conocemos como un problema de correlacién (si nos interesa unicamente la asociacién) o de regresién (si
ugeremos modelizar una variable en funcién d ela otra).

Si queremos una definicién algo més formal, basta con que recordemos que dos sucesos son independientes si
la probabilidad de la interseccion es igual al producto de probabilidades, aplicando esta definiciéon a sucesos
del tipo X < a tenemos la definicién siguiente:
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4.7.1 Primera caracterizaciéon de la independencia

Diremos que dos variables aleatorias X e Y son independientes si y sélo si su funcién de distribuciéon conjunta
puede expresarse como el producto de las funciones de distribucién marginales, es decir si

Fxy(z,y)=P(X <z)n(Y <)) = P(X <2) x P(Y <y) = Fx(2) x Fy(y)

Fijémonos que, como en otros casos, la funcién que nos permite caracterizar una condicion de forma general
es la funcién de distribucién.

4.7.1.1 Variables discretas independientes En el caso de las variables discretas la caracterizacion de
la independencia puede hacerse, ademas, por las funciones de masa de probabilidad:

Diremos que dos variables aleatorias discretas X e Y son independientes si y solo si su funciéon de masa de
probabilidad conjunta puede expresarse como el producto de las funciones de masa de probabilidad marginales,
es decir si

fxy(@y)=P(X=2)n(Y =y))=P(X =2)x P(Y =y) = fx(z) x fr(y)

4.7.2 Propiedades de las variables independientes

Como consecuencia inmediata de la independencia de X e Y, se cumple lo siguiente:

Pla<X<enb<Y <d =Pla<X<c)-Pb<Y <d)

Que podria re-enunciarse diciendo que la probabilidad conjunta en un rectangulo definido por los valores “a,
¢, b, d” es el producto de las probabilidades marginales en los segmentos “ac”, para X y “bd” para Y.

4.8 Momentos de vectores aleatorios

Una vez hemos introducido los vectores aleatorios, que como hemos senalado, son variables aleatorias bi, tri o
n-dimensionales tiene sentido preguntarse como se extienden a dichos vectores los conceptos y propiedades
que introdujimos para variables aleatorias unidimensionales.

Ya hemos visto como, para las funciones de probabilidad, la funcién de densidad o la funcién de distribucién,
existen extensiones imediatas, la funcién de densidad conjunta o la funcién de distribucién conjunmta.

Hemos visto también que, ademéas de dichas extensiones, aparecen nuevos conceptos, que sélo tienen sentido
en dos o mas dimensiones, como las funciones de densidad condicionales o funciones de densidad marginales.

Al considerar conceptos como la media o la varianza veremos que sucede algo similar:

e Por un lado conceptos como el de esperanza se extiende imediatamente al vector de medias.
e Por otro, conceptos como la varianza, han de tener en cuenta ahora, la posibilidad de variacién conjunta
entre dos o mas variables lo que lleva a introducir magnitudes como la covarianza y la correlacion.
— La extension del concepto de varianza pasa ahora a combinar extensiones y conceptos nuevos en lo
que se conoce como matriz de varianzas-covarianzas.

4.8.1 Esperanza de un vector aleatorio o vector de medias

La esperanza matematica de un vector aleatorio es un vector que contiene las esperanzas matematicas de
cada una de las componentes de dicho vector.

Si tenemos un vector aleatorio bivariante X = (X7, X3), su esperanza E(X) estd dada por:
E(X1)
E(X) =
X) (E(Xz)
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Consideremos un experimento en el que estamos midiendo el nivel de expresién génica de dos genes X; y Xo
en una muestra de células. Si los niveles promedio de expresion son u; =5y ue = 8, entonces la esperanza
del vector aleatorio seria:

4.8.2 Covarianza entre dos variables aleatorias

La covarianza entre dos variables aleatorias X; y X2 es una medida del grado de dependencia lineal entre
ellas.

La covarianza se define como

Cov(X1, Xo) = E[(X; — E(X1))(X2 — E(X2))]

Supongamos que estamos midiendo la cantidad de dos metabolitos X; y X5 en una muestra, y queremos
saber si sus concentraciones tienden a aumentar o disminuir juntas. Si obtenemos una covarianza de 0.5, y
conocemos la escala en que varian los datos, podemos concluir que existe ligera tendencia a que los aumentos
en X7 estén asociados con aumentos en Xs.

4.8.3 Covarianza y correlacién

El ejemplo anterior es claramente insatisfactorio, puesto que valores de 0.5 pueden sugerir una gran dependencia
o cas ninguna, segun cual sea la escala o el rango de variacion de los valores que se consideran.

Para evitar esta arbitrariedad se introduce la correlacién lineal.

La correlacién entre dos variables aleatorias es una medida estandarizada del grado de dependencia lineal
entre dos variables (es decir de lacovarianza), que toma valores entre -1 y 1 y que se define como:

COV()(:L7 X2)
v/ Var(X;)Var(Xz)

COI‘I‘(X]_, XQ) =

En el caso de los metabolitos mencionados anteriormente, si Cov(X7, X3) = 0.5, Var(X;) =2 y Var(Xs3) = 3,
podemos calcular la correlaciéon, que valdria:

2x3 6

Esto indica una correlacién positiva débil entre las concentraciones de los dos metabolitos.

COI‘I'(Xl, XQ) =

Obsérvese, sin embargo que si en vez de los valores anteriores para las varianzas de X e Y hubiéramos tenido
Var(X;) =1y Var(X3) = .5 el valor de la correlacién habria sido:

05 05
T V/1x05 V05

Este ejemplo muestra como la correlacién aporta més informacion sobre la dependencia lineal, puesto que,
ademads de tener en cuenta la variacion conjunta, tiene en cuenta la variabilidad individual de cada componente.

COI‘I‘(Xth) ~ 0.7071
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4.8.4 Matriz de varianzas-covarianzas

La matriz de varianzas-covarianzas de un vector aleatorio X = (X3, X2) es una matriz que contiene las
varianzas de las componentes en la diagonal y las covarianzas fuera de la diagonal. Esta definida como:

o Var(Xl) COV(Xl,XQ)
COV(X)_<COV(X2,X1) Var(X,) )

Siguiendo con el ejemplo de los metabolitos, si Var(X;) = 2, Var(Xs) = 3, y la covarianza es 0.5, la matriz

de covarianzas seria:
2 05
Cov(X) = <0.5 3 )

Esto nos indica la dispersion de cada variable y la relacion entre ambas.
La distribucién normal bivariante

Una de las distribuciones mas importantes que describe el comportamiento conjunto de dos variables aleatorias
es la distribuciéon normal bivariante.

Un vector aleatorio X = (X7, X3) tiene una distribucién normal bivariante si su funcién de densidad conjunta
estd dada por:

flaras) = 5o (—2( 1 [@1 S P G el 0 | Gl T S —M?D

2no1094/ 1 — p? 1—p2) 2

o7 0109 g5

Aqui, p1 y p2 son las medias de X; y Xa, 07 y 02 son las varianzas, y p es el coeficiente de correlacién.

4.8.5 Matriz de correlaciones

La matriz de correlaciones de un vector aleatorio bivariante X = (X7, X2) es una matriz simétrica 2 x 2
que contiene los coeficientes de correlaciéon entre las componentes X; y X5. La correlacion mide la relacion
lineal entre las variables y se define como:

Corr(X1, X5) = Cov( X1, Xz)
DT Nar (X)) Var(Xo)

La matriz de correlaciones Corr(X) estd dada por:

_ 1 Corr(Xy, X5)
Corr(X) = <Corr(X2, X1) 1 >

Dado que Corr(X7, X2) = Corr(Xs, X1), la matriz es simétrica, y los elementos diagonales son siempre 1
porque la correlaciéon de una variable consigo misma es 1.

4.8.5.1 Relacion con la matriz de covarianzas La matriz de correlaciones esta relacionada con la
matriz de covarianzas de la forma siguiente:

Var(Xl) COV(X17X2)
COV(XQ,Xl) Var(XQ)
correlaciones se obtiene “normalizando” cada covarianza dividiendo por el producto de las desviaciones
estandar de las respectivas variables:

Si ¥ es la matriz de covarianzas de X = (X1, X2), con ¥ = ( ), la matriz de
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1 Cov(X1,X2)
1

COI‘I‘(X) = <COV(X2,X1) 0102
0102
donde 01 = /Var(X;) y 02 = /Var(Xas).

Supongamos que medimos dos variables, como la altura X; y el peso X5 de un grupo de personas. Sabemos
que:

o Var(X;) = 25 (varianza de la altura),
e Var(X3) = 100 (varianza del peso),
o Cov(Xy,X3) = 40 (covarianza entre altura y peso).

La matriz de covarianzas seria:

25 40
X = <4O 100)
La correlacion entre X; y X5 se calcula como:

40 40
COI‘I'(Xl,XQ) = m = % =0.8

Por lo tanto, la matriz de correlaciones sera:

Corr(X) = (0%8 Oi8>

Esto indica una fuerte correlacion positiva entre la altura y el peso de las personas en este grupo. La matriz
de correlaciones nos proporciona una forma normalizada de comparar la dependencia entre las variables, sin
depender de las unidades de medida.

4.8.6 Segunda caracterizacién de la independencia

La independencia entre dos variables aleatorias X; y X puede caracterizarse también a través de sus
esperanzas de la siguiente manera:

Dos variables son independientes si la esperanza del producto de ambas es igual al producto de las esperanzas
de cada una por separado. Es decir si se verifica que:

E[X; X5] = E[X;]E[X?]
Esta propiedad refleja que, cuando las variables son independientes, el valor esperado del producto no se ve
afectado por la interacciéon entre ellas, lo que implica que no hay dependencia entre las dos.
Una consecuencia importante de esta propiedad es como afecta a la covarianza entre X; y Xo.

Si X; y X, son independientes, entonces, por la propiedad anterior, E[X; X3] = E[X;]E[X3] lo que, a su
vez, significa que la covarianza es cero:

COV(Xl,XQ) = E[Xl]E[XQ] - E[Xl]E[XQ] =0

Por lo tanto, si dos variables son independientes, necesariamente su covarianza es cero.

Sin embargo, la inversa no es cierta: el hecho de que la covarianza sea cero no implica que las variables sean
independientes.
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4.8.7 Relacion entre incorrelaciéon e independencia

Cuando la covarianza entre dos variables es cero, se dice que las variables son incorreladas. Aunque la
independencia implica que las variables son incorreladas, lo contrario no siempre es verdad: dos variables
pueden ser incorreladas (tener covarianza cero) pero no independientes.

Un ejemplo cldsico es el siguiente: si consideramos una variable aleatoria X y definimos Y = X2, entonces,
aunque la covarianza entre X y Y puede ser cero (especialmente si X tiene una distribucién simétrica alrededor
de 0, como la normal estdndar), X y Y no son independientes, porque el valor de Y estd completamente
determinado por X.

Consideremos dos variables aleatorias X7 y X5 que siguen una distribucién normal conjunta bivariante con
media cero:

(X17X2) ~ N((]?Z)

Si la matriz de covarianzas ¥ es diagonal, es decir, Cov(X7, X5) = 0, entonces X; y Xo son incorreladas.

En este caso particular, cuando las variables son normales, la incorrelacién si implica independencia, porque
en distribuciones normales la ausencia de correlacién (covarianza cero) también implica que no hay ninguna
dependencia entre las variables.

Sin embargo, en otras distribuciones que no son normales, la incorrelacién no garantiza la independencia, lo
que subraya la importancia de distinguir entre los dos conceptos.

5 Grandes muestras

5.1 Introduccién: Aproximaciones asintéticas

En estadistica y teoria de la probabilidad, el estudio de las grandes muestras juega un papel crucial debido a
su relevancia tanto en la definicién frecuentista de probabilidad como en la construcciéon de estimadores en la
practica estadistica.

e Desde la perspectiva de la probabilidad frecuentista, la probabilidad se define como el limite de la
frecuencia relativa de un evento cuando el niimero de ensayos tiende a infinito.

e En el contexto de la estadistica, las grandes muestras sirven como base para muchas aproximaciones
importantes, como las distribuciones de muestreo, las estimaciones de parametros y la validacién de
inferencias.

La ley de los grandes ntimeros y el teorema central del limite son ejemplos clave de teoremas que se
fundamentan en el comportamiento de las muestras grandes, proporcionando las bases para muchos de los
métodos estadisticos utilizados en la inferencia moderna.

5.2 Ley de los Grandes Niimeros (Ley débil)

La ley de los grandes ntimeros establece que, a medida que el tamano de la muestra aumenta, la media
muestral se aproxima a la media de la poblacion.

Formalmente, la ley de los grandes niimeros en su versién débil se enuncia de la siguiente manera:

Sea X7, Xo,...,X,, una secuencia de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.)
con esperanza pu = E[X;] y varianza 0? = Var(X;), entonces para cualquier € > 0,

n—roo

. 1 n
lim P szi_ﬂ >e| =0.
=1
Esto significa que, con alta probabilidad, la media muestral % Z:;l X; se aproxima a u a medida que n crece.
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5.2.1 Ejemplo

Imaginemos un dado equilibrado. Sabemos que la esperanza de cada lanzamiento es el valor promedio de los
nimeros en el dado, que es

o LF2H3 444546

3.5.
6

Ahora, supongamos que lanzamos el dado repetidamente y calculamos la media de los resultados. Al principio,
con pocos lanzamientos, la media puede estar alejada de 3.5, pero a medida que aumentan los lanzamientos,
la media se acercard mas y més a 3.5, como lo predice la ley de los grandes nimeros. Es decir, a medida que
lanzamos mas veces el dado, la probabilidad de que la media de los resultados se aleje de 3.5 por més de una
cantidad arbitraria disminuye.

Podemos ilustrarlo con el siguiente cédigo de R

# Definir la funcién para simular lanzamientos de un dado
simular_dado <- function(max_n) {
medias <- numeric(max_n) # Vector para almacenar las medias muestrales
for (n in 1:max_n) {
lanzamientos <- sample(1:6, n, replace = TRUE) # Lanzar el dado n veces
medias[n] <- mean(lanzamientos) # Calcular la media de los lanzamientos
}

return(medias)

}

# Simular para un tamafio maximo de muestra de 10000 lanzamientos
max_n <- 10000
medias <- simular_dado(max_n)

# Graficar las medias muestrales a medida que n aumenta
png("images/LLN1.png")
plot(1l:max_n, medias, type = "1", col = "blue", lwd = 2,
xlab = "Nimero de lanzamientos (n)", ylab = "Media muestral",
main = "Ley de los Grandes Numeros\n Media de los lanzamientos de un dado", cex.main=0.7)
abline(h = 3.5, col = "red", lwd = 2, 1ty = 2) # Linea hortizontal en 3.5
dev.off ()

## pdf
# 2

knitr::include_graphics("images/LLN1.png",rel_path = TRUE)
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Este comportamiento es una manifestacién intuitiva de la ley débil de los grandes nimeros, ya que nos
garantiza que la media muestral se acercara a la media poblacional a medida que el nimero de observaciones
aumente.

5.3 El teorema central del limite

El teorema central del limite (a partir de ahora, TCL) presenta un doble interés. Por un lado, proporciona a
la estadistica un resultado crucial para abordar el estudio de la distribucion asintética de muchos tipos de
variables aleatorias. Como se verd en préximos capitulos, va a resultar basico en la construcciéon de contrastes
de hipdétesis y de intervalos de confianza, dos herramientas esenciales en estadistica aplicada.

Ademss, el TCL proporciona una explicacién tedrica fundamentada a un fenémeno habitual en experimentos
reales: las variables estudiadas presentan muchas veces una distribucién empirica aproximadamente normal.

El TCL forma parte de un conjunto de propiedades relativas a las convergencias de variables aleatorias. En
este tema se estudia sélo un tipo de convergencia, la convergencia en ley, ya que es necesaria para entender el
enunciado del TCL. Se descarta, pues, en este documento el estudio de los otros tipos de convergencias (en
probabilidad, casi segura, etc.) y el estudio de las leyes de los grandes ntimeros.

Posiblemente el lector con poca formacién en analisis matematico hallard alguna dificultad en la primera
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lectura de la definicién de convergencia en ley y en el enunciado del TCL. Si es este el caso, los ejemplos
incluidos han de ayudar en su comprension. Consideramos al TCL un resultado béasico con el que hay que
familiarizarse, ya que se aplicara repetidamente en los proximos temas.

5.3.1 Sumas de variables aleatorias

El TCL estudia el comportamiento de las sumas de variables aleatorias. En temas anteriores se han visto ya
ejemplos de sumas de variables aleatorias.

Formalmente, la suma de dos variables aleatorias corresponde a la siguiente aplicacion: si X; y Xo son dos
variables aleatorias definidas sobre €2, la suma es:

X1 + XQ N —=R
wr X1(w) + Xa(w)
La suma de dos variables puede extenderse sin dificultad a sumas de tres, cuatro,... y, en general, n variables
aleatorias.

El TCL se ocupa de las sucesiones de variables aleatorias. En el contexto del TCL una sucesion corresponde
a un conjunto donde el primer elemento es una variable aleatoria, el segundo elemento es la suma de dos
variables aleatorias, el tercero es la suma de tres variables aleatorias, y asi sucesivamente.

Una sucesién es un conjunto de elementos infinitos, que se designan simboélicamente mediante {X,}. Cada
uno de los elementos de la sucesién (que es una variable aleatoria) lleva asociada una determinada funcién de
distribucién:

X, =~ F,
Asi pues, la sucesion de variables aleatorias lleva asociada una secuencia paralela de funciones de distribucién.

5.3.2 Definicién de convergencia en ley

La siguiente definicién se ocupa del comportamiento de las sucesiones. Sea {X,,} una sucesién de variables
aleatorias, y sea {F,,} la correspondiente sucesién de funciones de distribucién. Se dice que {X,,} converge en
ley a una variable aleatoria X de funcién de distribucién F si:

lim F,(z) = F(z) para todo x donde F es continua.
n—oo

Se indica que la sucesién converge en ley mediante el simbolo:

X,=> X
El significado de la definicién es que, al aumentar arbitrariamente n, las sucesivas funciones de distribucién
de la secuencia se aproximan a la distribuciéon F' de la variable X.
En los ejemplos se presentan graficamente algunas situaciones donde diferentes sucesiones de variables
aleatorias convergen en ley a una variable aleatoria normal.
5.3.3 Enunciado del teorema central del limite

A continuacién se presenta el enunciado del TCL en la versién de Lindeberg y Lévy. Teorema: Sea
X1,Xs,...,X,, un conjunto de variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas, cada una de
ellas con funcién de distribucién F, y supongamos que E (X}) = py var (Xj) = o2 para cualquier elemento
del conjunto. Si designamos a la suma normalizada de n términos con el simbolo:
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X A Xo A X —np

Sz ~

entonces la sucesion de sumas normalizadas converge en ley a la variable aleatoria normal tipificada Z ~ N(0, 1),
es decir:

L
"
S, =

El teorema anterior tiene dos importantes corolarios:

1.

Si consideramos la suma ordinaria de las n variables aleatorias, es decir, S,, = X7 + Xo + ... + X,,,
entonces la sucesién de sumas ordinarias converge en ley a una normal de media ny y varianza no?.

Si consideramos el promedio de las n variables aleatorias, es decir, n~1S5,, entonces la sucesién de
promedios converge en ley a una normal de media y y varianza n~1o?2.

5.3.3.1 Comentarios al teorema:

1.

2.

3.

La convergencia a la normal tipificada se produce con cualquier tipo de variable que cumpla las
condiciones del teorema, sea discreta o absolutamente continua.

Un sinénimo para indicar que una sucesién converge en ley a una normal es sefialar que es asintoticamente
normal.

El TCL presenta el comportamiento de sumas infinitas de variables aleatorias. Veremos posteriormente
como interpretar el resultado para valores finitos.

Existen otras versiones del TCL doénde se relajan las condiciones de la versiéon de Lindeberg y Lévy,
que, como se ha visto, obliga a las variables aleatorias a tener idénticas medias y varianzas. Dichas
versiones del TCL necesitan el conocimiento de conceptos matematicos que exceden el nivel al que se
orienta Statmedia, y por esta razén se omite su enunciado.

5.3.4 Algunos ejemplos de aplicaciéon del TCL

# Parametros de la distribucién binomial
n <- 1000 # Numero de ensayos

p <- 0.5 # Probabilidad de ézito

size <- 10000 # Numero de simulaciones

# Generar una wvartable aleatoria binomial
binomial_sample <- rbinom(size, n, p)

# Estimacién de la media y la desviacion estdandar de la distribucidn binomial
mean_binom <- n * p
sd_binom <- sqrt(n * p * (1 - p))

# Generar la distribucidén normal aproximada
normal_sample <- rnorm(size, mean = mean_binom, sd = sd_binom)

# Graficar los histogramas de la binomial y la mormal
par(mfrow = c(1, 2)) # Organizar grdficos en dos paneles

# Histograma de la muestra binomial
hist(binomial_sample, breaks = 50, probability = TRUE,

col = rgb(0, 0, 1, 0.5), x1lim = c(0, n),
main = "Distribucidén Binomial", xlab = "Valor",
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ylab = "Densidad")
lines(density(binomial_sample), col = "blue", lwd = 2)

# Histograma de la distribucidén normal aprozimada
hist(normal_sample, breaks = 50, probability = TRUE,
col = rgb(1, 0, 0, 0.5), x1lim = c(0, n),

main = "Distribucién Normal Aproximada", xlab = "Valor",
ylab = "Densidad")
lines(density(normal_sample), col = "red", lwd = 2)
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5.3.4.1 Normalidad asintética de la Binomial.

# Parametros de la simulacion
num_simulaciones <- 10000 # Numero de simulaciones
num_lanzamientos <- c(10, 100, 1000, 10000) # Diferentes tamafios de muestra

# Funcion para sitmular la suma de las puntuaciones de un dado
simular_suma_dado <- function(n) {
suma <- rowSums(matrix(sample(1:6, n * num_simulaciones, replace = TRUE),
ncol = n)) # Simulacién de las sumas
return(suma)

}

# Graficar las distribuciones de las sumas para diferentes tamafios de muestra
par (mfrow = c(2, 2)) # Organizar graficos en 2z2
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for (n in num_lanzamientos) {
suma_dado <- simular_suma_dado(n)
# Histograma de la suma de las puntuaciones del dado
hist(suma_dado, breaks = 50, probability = TRUE,
col = rgb(0, 0, 1, 0.5), x1lim = c(min(suma_dado), max(suma_dado)),
main = paste("Suma de", n, "lanzamientos de un dado"),
xlab = "Suma de puntuaciones", ylab = "Densidad")
# Superponer la curva de densidad normal (aprozimacidn asintética)
mean_dado <- 3.5 * n # Media esperada de la suma (media de un dado es 3.5)
sd_dado <- sqrt(n * (35 / 12)) # Desviacién estandar de la suma (varianza de un dado es 35/12)
curve (dnorm(x, mean = mean_dado, sd = sd_dado),
col = "red", lwd = 2, add = TRUE)
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5.3.4.2 Normalidad asintética de la suma de puntuaciones de un dado

5.3.5 Casos particulares mas notables

Aunque el TCL tiene multitud de casos particulares interesantes, son especialmente relevantes para el
desarrollo de los préximos temas los siguientes casos:

5.3.5.1 Promedio de n variables aleatorias Al considerar n variables independientes, todas con
la misma distribucién, cada una de ellas con esperanza igual a u y varianza igual a o2, el promedio es
asintéticamente normal con media p y varianza n~'o?. Este resultado proporciona una distribucién asintética
a la media de n observaciones en el muestreo aleatorio simple que se estudiara en el proximo tema.

5.3.5.2 Binomial de parametros n y p Es asint6ticamente normal con media np y varianza np (1-p).
Histéricamente (de Moivre, 1733), es el primer resultado demostrado de convergencia a una normal.
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5.3.5.3 Poisson de parametro n\ Es asintéticamente normal con media n\ y varianza nA.

5.3.6 Interpretaciéon del teorema central del limite

El TCL hace referencia a sucesiones infinitas, por tanto, la igualdad de las distribuciones se alcanza sélo en el
limite, y hace mencién a una distribucién final teérica o de referencia.

Sin embargo, puede utilizarse esta distribucion final de referencia para aproximar distribuciones correspondi-
entes a sumas finitas. Algunos casos particulares importantes (binomial, Poisson, etc.) alcanzan grados de
aproximacién suficientes para sumas con no demasiados términos.

Los resultados que se indican a continuacién son, por tanto, aproximaciones que se consideran usualmente
suficientes, pero conllevan errores numéricos de aproximacion.

1. Binomial: aproximar sin > 30y 0.1 < p < 0.9 a una normal de media np, varianza np(1 — p). Ver aqui
mas detalles.

2. Poisson: aproximar si A > 10 a una normal de media A y varianza A. Ver aqui méas detalles.

Desde este enlace puede accederse a un repositorio de github desde donde descargar una aplicacién Shiny que
permite ilustrar el teorem central del limite para distintas distribuciones, con muestras de distinto tamano y
pardmetros de valores distintos.

Un poco de practica con la aplicacion permite ver que a la larga si el tamafio muestral es lo suficientemente
grande, la suma o la media de los valores se distribuye claramente como una distribucién normal.

Esto, ademaés, va a depender del valor de los pardmetros. Asi por ejemplo, para aproximar una distribucién
de Poisson de parametro A = 1 por una normal, necesitariamos un tamano muestral mayor que si, con el
mismo tamano, tenemos una ley de Poisson de parametro A = 10.

Choose your source distribution and number of items, n, in S H | t' R It

each sample. 10000 replications will be run when you click I I I |U a IO n eSU S

"Sample Now". N N N
Distribution of One Sample Sampling Distribution of the Sum

Sample Size n

:

5

4
1500 2000

Distribution type:

Frequency
Frequency
1000

O Exponential: Param1 = Mean

500

O Normal: Param1 = Mean, Param2 = SD .

O Uniform: Param1 = Min, Param2 = Max

0

@ Poisson: Param1 = Lambda

O Cauchy: Param1 = Location, Param2 = Scale
rvssample rvsall.sums

O Binomial: Param1 = Size, Param2 = Success Probability

O Gamma: Param1 = Shape, Param2 = Scale Sampling Distribution of the Mean Sampling Distribution of the Variance
O Chi Square: Param1 = Degrees of Freedom

3500
4000

O Student t: Param1 = Degrees of Freedom

Lambda

2500
3000

1

Frequency

1500

Frequency
2000

Sample Now

0 500
1000

0

rvsall means rvsallvars

Una idea en la que debemos insistir es que cuando aproximaos una distribucién de Poisson por una normal,
podemos visualizarlo pensando en que estamos sumando muestras de unaa ley de Poisson de parametro
inferior

Por ejemplo en la figura vemos que, aunque la muestra individual con A = 1 no tiene aspecto de normal,
cuando sumamos las 11 observacion, las sumas tienden a distribuirse normalmente.
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Es por esto que decimos que en virtd del TCK una distribucién de Poisson de parametro A = 11 puede
considerarse aproximadamente normal, porque podemos visualizarla como 11 distribuciones no normales cuya
suma, en virtud del TCL tienden a la normalidad.

5.3.7 Acerca de las variables aproximadamente normales

En general, cuando se estudia en experimentos reales una determinada variable no se conoce su distribucién
tedrica. Sin embargo, puede establecerse su distribucién empirica a partir de una muestra méds o menos
amplia.

Una forma habitual de presentar la distribucién empirica es construir el histograma de clases de dicha variable.
Es un hecho conocido desde el siglo XIX que esta distribucién empirica presenta muchas veces una forma
que es aproximadamente normal. Por ejemplo, al realizar un estudio sobre el peso de adultos varones de
dieciocho anos en Catalunya, se observo la distribucién siguiente en la muestra:

G0

Recuento

20

ge. 00 V200 V600 30,00

peso

El TCL permite dar una explicacién a este fenémeno. La variable peso de un adulto viene determinada en
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cada individuo por la conjuncién de multitud de diferentes factores. Algunos de estos factores son ambientales
(dietas, ejercicio, enfermedades, etc.) y otros son congénitos. Con el nivel actual de conocimiento no se
pueden desglosar completamente todos los factores que intervienen, pero puede aceptarse en cambio que la
variable peso es el resultante de la suma de diferentes variables primarias, congénitas o ambientales, y que
posiblemente no todas tienen el mismo grado de influencia. Seguramente, estas variables primarias tampoco
tienen la misma media, varianza o, incluso, la misma distribucién.

La version del TCL que se ha presentado aqui exige estas condiciones para la convergencia a la normal,
pero, como ya se ha comentado antes otras versiones mas elaboradas del TCL permiten modelar la suma
de variables de forma menos restringida. En este contexto, al considerar la variable peso como una suma
més o menos extensa (pero finita) de diferentes variables primarias, es esperable que ocurra que la variable
resultante, el peso, siga una distribucién aproximadamente normal.

De forma similar es explicable la normalidad aproximada que se observa en muchas variables biométricas
(pesos, alturas, longitudes, concentraciones de metabolitos, distribuciones de edad, etc.) asi cémo en muchos
otros contextos (distribucién de rentas, errores de medicién, etc.). A pesar de esta ubicuidad de la distribucién
normal, el lector no debe inferir que es forzosamente, ni mucho menos, la distribucién de referencia en todo
estudio aplicado.

6 Introduccidon a la inferencia estadistica

6.1 Inferencia estadistica

Para comenzar, vamos a definir cudl es el &mbito de estudio de la inferencia estadistica desde su relacién con
el calculo de probabilidades. El célculo de probabilidades proporciona una teoria matemaética que permite
analizar (o modelizar) las propiedades de los fenémenos donde interviene el azar. El cdlculo de probabilidades
utiliza como modelo bésico para cualquier situacién aleatoria el concepto de espacio de probabilidades
(Q, A, P) y una variable aleatoria X : 2 — R definida sobre él. El conocimiento de la distribucién de la
variable aleatoria permite:

1. AnAlisis deductivo de situaciones. Por ejemplo: si asumimos que el peso de los recién nacidos se distribuye
segin una distribucién N(u = 3 kg, 0 = 0.25 kg ), nos puede interesar calcular la probabilidad de que
un recién nacido pese entre 2.9 y 3.1 kg , o encontrar unos valores centrados en la media entre los cuales
esperemos que se encuentren el 10%(25%, 50%, 95%, . ..) de los recién nacidos.

2. Modelizacion de situaciones aleatorias. Por ejemplo: si asumimos que el tiempo, en afos, hasta que se
estropea un componente de un ordenador se distribuye segiin una distribucién exponencial T ~ {(A =
0.3), nos puede interesar calcular la probabilidad de que un componente dado dure més de 4 afos.

En los casos anteriores nos encontramos en una situacién muy comin, donde ya disponemos de un modelo
sobre el cual efectuamos los célculos, pero del cual desconocemos la procedencia. Parece razonable, y de
hecho es precisamente asi, que si queremos adaptar un modelo a una situacién debamos basarnos tinicamente
en las observaciones del fenémeno. Si queremos saber cémo se distribuyen los pesos de los recién nacidos
tomaremos unos cuantos, los pesaremos y después observaremos la distribucién de estos. Puede que no
sea necesario pesar a todos los recién nacidos (jde hecho, no es posible!), pero tampoco es posible deducir
la ley por consideraciones puramente tedricas. Ahora, en lugar de partir de un espacio de probabilidades,
partiremos de unas observaciones (x1,...,Z,) y el objetivo que perseguiremos serd obtener informacién sobre
la distribucién de probabilidades de un fenémeno a partir de una observacién no exhaustiva del mismo.

6.2 Problemas de inferencia estadistica

Hemos presentado como objetivo de la inferencia estadistica inducir propiedades del modelo probabilistico que
representa la poblacién a partir de un conjunto de observaciones. Segun el tipo de conclusiéon que queramos
extraer, diferenciaremos diferentes tipos de problemas:

1. Si queremos utilizar la informacién proporcionada por la muestra para obtener un prondstico numérico
tnico (es decir, una tnica aproximacién numérica) de una o més caracteristicas de la poblacién, tenemos
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un problema de estimacién puntual.

2. Si queremos obtener informacién sobre un rango de valores dentro del cual podamos afirmar, con un
cierto grado de confianza, que podemos capturar un parametro desconocido de la distribucion, hablamos
de estimacion por intervalo.

3. Si lo que queremos hacer es decidir si podemos aceptar o debemos rechazar una afirmacién sobre la
distribucién de probabilidad del fenémeno estudiado, hablamos de contraste de hipétesis. Este contraste
puede ser:

o Paramétrico: si la afirmacion (la hipéGtesis) se refiere a los pardmetros de la distribucion.
e No paramétrico: si la afirmacién es sobre la forma de la distribucién.

6.3 Distribucién de la poblacion

Todo problema de inferencia estd motivado por un cierto grado de desconocimiento de la ley de probabilidades
que rige un determinado fenémeno aleatorio. El caso més sencillo que encontramos es cuando nos interesa una
cierta variable X con una funcién de distribuciéon F' desconocida en mayor o menor grado. La distribucién
que tedricamente sigue la variable de interés X en la poblacién recibe el nombre de distribucién tedrica o
distribucién de la poblaciéon. La distribucién de la poblaciéon es importante ya que, a menudo, se utiliza para
determinar la distribucién de alguna caracteristica de los individuos de una poblaciéon. En los modelos de la
inferencia estadistica indicamos el relativo grado de desconocimiento sobre la distribucién F' en funcién de su
pertenencia a una familia F de distribuciones. Por ello, en lugar de explicar que X ~ F = Fj indicaremos
que X ~ F € F, donde F puede ser un conjunto mas o menos amplio de distribuciones de probabilidad,
como todas las distribuciones normales o las distribuciones simétricas o las distribuciones discretas sobre N.
Muchas veces, la distribucién poblacional F' estd completamente especificada excepto por el valor de algiin
pardmetro o parametros. En este caso, podemos concretar mas la forma de la familia de distribuciones:

X~FeF={F:0c06CR"}

donde O es el espacio de los k pardmetros. La familia de posibles distribuciones de probabilidad para X se
denomina, genéricamente, modelo estadistico y se indica como: {X ~ Fy : 6 € ©}. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1.3.1 Supongamos que X representa la duracién de un componente electréonico que no envejece, solo
se estropea. Es decir, si en un instante t esta funcionando, su estado es el mismo que en cualquier momento
del pasado y la distribuciéon del tiempo hasta que se estropee es la misma que al principio. Esta propiedad se
denomina falta de memoria. Un modelo razonable para esta situacién lo da la distribuciéon de Weibull que,
en este caso, podemos definir a través de la siguiente funcién de densidad:

aﬂxﬁflefo‘mﬁ siz>0
fo(z) = .
0 siz <0

La familia de distribuciones asociada es

F={Fp:0=(a,p) € (0,00) x (0,00)}
Ejemplo 1.3.2 Supongamos que queremos determinar la masa de un cierto tipo de particulas elementales a
partir de las observaciones en una camara de burbujas. En cada observacién obtenemos un dato de la masa

de la particula z; y asociado con ella un cierto error de medida e. Si la masa comin de cada una de ellas es
1, entonces podemos escribir:

zi=p+e t=1,...,n

donde la distribucion €; ~ F' es desconocida. Nuestro objetivo es obtener informacién sobre F'. Si admitimos
que P (g; < 0) = P (g; > 0), segun el grado de exigencia que queramos tener, podemos suponer:
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e Con un enfoque de inferencia paramétrica:

X~FeF={N(0,0):0ecR"}

e Con un enfoque de inferencia no paramétrica:
X ~ F € F = { Distribuciones simétricas }

6.4 Muestra aleatoria simple
6.4.1 Definicién

Para estudiar un problema de inferencia estadistica analizamos una muestra de tamafio n. Se trata de escoger
n individuos o elementos de la poblacién 2

W1,wW2,...,Wn

que sean representativos. El valor de n y la forma de eleccién de los individuos de la muestra es una materia
de Estadistica llamada Muestreo estadistico. Por ahora y para simplificar, solo hace falta decir que la eleccién
se hace de forma que todos los individuos tienen la misma probabilidad de estar presentes en la muestra, si es
necesario con reemplazo, y que el valor de n estd dado. En realidad, lo que nos interesa verdaderamente no
son los individuos de la muestra sino las mediciones de una caracteristica X sobre ellos. Es decir, los valores
de una variable aleatoria X sobre estos individuos

X (w1) =21, X (w2) = x2,..., X (wn) = Ty,

También podemos pensar que los valores muestrales x1,xs, ..., 2, son generados directamente desde la
variable aleatoria. En todo caso, los valores muestrales no son tinicos y podemos generar varias muestras

RS R | 1
x] x5 x5 ... T
S S S S
xy a3y a3 ... oz
Si todos los valores son independientes, de la misma forma que x1,z2, 3, ..., T, es una muestra generada por
X, podemos considerar todos los 7 ¢ =1,...,s provenientes de una variable aleatoria X; con la misma

C . .z d . . . .
distribucién que X X; = X y que genera los primeros valores, los 22 provenientes de una variable aleatoria

d . . .
X5 = X que genera los segundos y asi sucesivamente. Todo esto nos lleva a definir el concepto de muestra
aleatoria de una forma muy conveniente para trabajar con ella:

Definicié 1.1 Una muestra aleatoria simple de tamano n de una variable aleatoria X con distribucién F' es
una colecciéon de n variables aleatorias independientes X1, X, ..., X, con la misma distribucién F' que X.
Esto se suele indicar como:

i.4.d
~

X = X1, Xo,..., X, X

Definicié 1.2 El conjunto (z1, z2,...,z,) € R™ de observaciones concretas de X, Xs,..., X, se denomina
realizacién de la muestra.
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6.4.2 Distribucién de la muestra

Una muestra aleatoria simple, como vector aleatorio n-dimensional que es, tiene una distribucién conjunta o
distribucién de la muestra que depende de F', pero que obviamente es diferente, ya que en particular X y X
tienen dimensiones diferentes. Sin embargo, gracias a la independencia de las variables X1, X, ..., X,;, la
funcién de distribucién conjunta de X, que podria ser muy complicada, toma una forma muy sencilla. En
resumen:

Definici6é 1.3 Se llama distribucién de la muestra de una variable aleatoria X ~ F' a la distribucién del vector
aleatorio n-dimensional (X7, Xs,..., X,,)

G(21,29,...,2y) = F(x1) F (z2) - F (xy,)

En los casos particulares en que X sea discreta o absolutamente continua, la distribucién conjunta de la
muestra suele expresarse mediante la funcién de masa de probabilidad o la funcién de densidad:

o Para variables discretas:

pa (T1,22,...,2,) = P (X1 =21, Xo = 22,..., X, = x,)
=[P X =) =]]pr (),
i=1 i=1
e Para variables absolutamente continuas:
g(xlax%" 'vl.n) = Hf(xl)
i=1

Ejemplo 1.4.1 Una moneda tiene una probabilidad 6 de salir cara. Queremos estudiar la variable aleatoria:

1 sisale cara
X = )
0 sisale cruz

con densidad P{X =1} =6,P{X =0} =1— 6. Es decir

XNFQE}—Z{Fg:B(l,e):96(0,1)}

Supongamos que hacemos tres lanzamientos. Las posibles muestras son:

X1 X2 X3 Probabilidad

11 1 63

1 0 0 0(1 — 0)?
0o 1 0 6(1 — 6)?
0o 0 1 0(1 — 0)?
1 0 1 62(1—0)
1 1 0 62(1—0)
o 1 1 6%(1 —0)
0 0 0 (1—6)3

El muestreo ha especificado la distribucién conjunta de la muestra a través de la distribucion desconocida Fjp.
Si escribimos la funcién de probabilidades de la variable aleatoria como fy(x) = 0%(1 — ) =%, entonces la
funcién de probabilidades de la muestra la podemos expresar como:
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g (551, T, x3) = H$1+$2+$3(1 _ 9)3—($1+xz+x3)

6.5 Estadisticos
6.5.1 Definicién

Para lograr el objetivo de realizar inferencias sobre la poblacién a partir de la muestra, solemos basarnos en la
realizacién de célculos sobre la muestra para tratar de obtener la informaciéon que deseamos. En este proceso
aparecen los conceptos de estadistico y el caso particular, que mas nos interesa a nosotros, de estimador. Un
estadistico es una funcién de la muestra que no depende del valor del parametro.

Definicié 1.4 Dada una muestra aleatoria simple X1, Xs,..., X, v una funcién medible T : R® — R,
entonces T' (X1, X3, ..., X,) es un vector aleatorio (variable aleatoria cuando k =1 ). Si T' no depende de 0
(donde 6 es un pardmetro a especificar en Fy ), entonces T recibe el nombre de estadistico.

Solo por su nombre, parece evidente que un estimador de un parametro 6 serd alguna funcién de la muestra
que sirva para aproximar, en algin sentido, el valor desconocido de 0. Si anadimos la condicién razonable
de que un estimador no pueda tomar valores que no puede tomar el pardmetro, podemos dar la siguiente
definicion.

Definici6 1.5 Un estimador de un pardametro 6 es un estadistico 1" cuyo recorrido es el espacio de los parametros,
es decir:

T: R —
(x1,29,...,%n) —
(t1,...,ty) €O CRkK

Aqui tienes el texto traducido al castellano manteniendo toda la notaciéon en LaTeX:

6.6 Distribucion en el muestreo de un estadistico

Dado un estadistico T (X1, Xo, ..., X,,) nos interesa conocer su distribucién de probabilidad, ya que para
hacer inferencia necesitaremos hacer calculos del tipo

P[T(Xl,X27...,Xn) > to}

La distribucién de probabilidad del estadistico se denomina distribucién muestral o distribucién en el muestreo
del estadistico. Encontrarla es un problema que puede ser desde bastante sencillo hasta extremadamente
complicado. Algunas de las técnicas utilizadas para intentar resolverlo son las siguientes:

o Uso de la técnica de cambio de variable.
¢ Uso de la funcién generadora de momentos.
e Aplicacion del Teorema Central del Limite.

Ejemplo 1.5.1 Sea X ~ Fjp una variable aleatoria absolutamente continua con densidad

folz) =e @D 7 geR

y consideremos el estadistico
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Si aplicamos el teorema de cambio de variable unidimensional, se obtiene facilmente que la variable aleatoria
Y = e~ ¥ sigue una distribucién exponencial de parametro e~?, de donde la suma seguira una distribucién
gamma 7'~ T’ (6_9, n)

Ejemplo 1.5.2 Supongamos que X representa el ntimero de averias en una méquina al cabo de un mes. Este
valor varia mes a mes. Sea X la media de averias en n meses. Si X sigue una distribucién de Poisson P()),
jcudl es la distribucién de X ? Como la suma de Poisson i.i.d. es Y1 | X; ~ P(n)\)

PIX=r]=P i

n —nA AT
S, m] _ e
=1

Como ocurre en este ejemplo, uno de los estadisticos para el cual a menudo deseamos calcular la distribucién
en el muestreo es la media aritmética. Una manera util de hacerlo es con la funcién generadora de momentos
y la aplicacién del siguiente lema.

Lema 1 Si X es una v.a. con Mx(t) como funcién generadora de momentos, entonces la f.g.m. de
X, =1%" X, es

My, (t) = [Mx(t/n)]"

n

6.6.1 Demostracion:

La demostracion es inmediata a partir de la definicién o por las propiedades de la funciéon generadora de
momentos.

Si aplicamos directamente la definicién de la f.g.m tenemos:

b (e5) = (50 < ([Tt ) < T ()

i=1

- H My, (t/n) = [Mx(t/n)]"

Si usamos las propiedades de la f.g.m tenemos:

n

2. MZT=1 X7~,<t/n) ind H?:l MXi(t/n) d [MX(t/an

1. Dado que M,x(t) = Mx(at) y si a = X, entonces M (t) = Mzn « (t/n).
i=1""

Ejemplo 1.5.3 Para una variable aleatoria X ~ N(u, o) y por tanto Mx (t) = exp (t,u + #), entonces
tn  t2o? "
Mg (t) = Lo
0= low (2420
tn  t20?
o (2455)]
e (Y
rrot \Un

que es la funcién generadora de momentos de una variable N(u,o//n).

= exp
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6.7 La distribucién empirica
6.7.1 Definicién

En el apartado anterior hemos visto que a partir de una muestra X1, X, ..., X,, es interesante considerar la
distribucién muestral como la distribucién conjunta del vector aleatorio (X1, Xo,..., X,), sin que intervenga
una realizacién concreta de la muestra x1, o, ..., Z,. Un enfoque diferente consiste en asociar una distribucién
particular directamente a las observaciones x1, T2,..., T, con la intencién de que, en tanto que la muestra
“representa” la v.a. X, esta distribucién asociada a la muestra F,(z) emule la distribucién de la poblacion.
Esta distribucion se denomina distribucién empirica o distribucién muestral y se define asi:

donde k(x) es el nimero de datos muestrales menores o iguales que z. En la préctica se construye por
ordenacién de la muestra

X1, T2y — T(1) S X(2) S -0 STy
y con la siguiente definicién:
0 siz<zq
Fo(r) =% siag <o <z
1T sizy) <z

Ejemplo 1.6.1 Extraemos una muestra y obtenemos:

Z1 T2 Zs3 T4 Zs5 Ze6 x7

51 34 12 176 21 164 4.3

Una vez ordenada queda:

Z) Z(2) Z(3) Z(4) Z(5) Z(6) Z(7)
T3 Ts T2 X7 x1 Te Ty
1.2 2.1 3.4 4.3 5.1 16.4 17.6

y si hacemos la representacion grafica:

x <~ c(6.1 ,3.4,1.2,17.6,2.1,16.4, 4.3, 1.2 ,2.1,3.4,4.3,5.1, 16.4, 17.6)

plot (ecdf (x))
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Figura 1.1: Funcién de distribuciéon empirica con los datos del ejemplo

La distribucién empirica refleja exclusivamente los valores observados en la muestra y, por lo tanto, no se
relaciona directamente ni con la distribucién conjunta de la muestra G (z1, z2, ..., 2,) ni con la distribucién
de la poblacion F'.

6.8 Los momentos muestrales
6.8.1 Definicién

Sea F, la v.a. que tiene F,(z) por distribucién. La funcién de densidad de probabilidad de F), es una
densidad discreta que asigna probabilidades 1/n a cada una de las observaciones muestrales x1, zs, ..., Zy.
Asi pues, tiene sentido calcular sus momentos, que se conocen como momentos muestrales ag, y también sus
momentos muestrales centrados respecto a la media by.

ap = E (FY) :ifo(Fn:xz):ixf%: %ixf
i=1 i=1 i=1
bk:lzn:(:vl—i)k

=1

Observamos que dos medidas conocidas de la estadistica descriptiva adquieren un significado diferente:

¢ Media muestral = Media de la distribucion muestral

n
1
alzfg €T;
n-

=1
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e Varianza muestral = Varianza de la distribuciéon muestral

n

1 2
bp=—> (-
6.9 Distribucién en el muestreo de los momentos muestrales

Dada una m.a.s. X1, Xo,...,X,, los momentos muestrales son estadisticos y, como tales, tienen su distribucién
en el muestreo. Por ejemplo, a = L 5" XF
. JEIPLO, A = ) ;=1 Ny -

La distribucién en cada caso puede ser compleja y depender de la distribucién poblacional subyacente. Lo
que si es posible calcular son los momentos de los momentos muestrales o, mejor dicho, los momentos de las
distribuciones en el muestreo de los momentos muestrales.

1. Si consideramos a; = % Z?zl XF y escribimos ay, = F (Xk) como el momento poblacional de orden k,

tenemos:
1< 1
— k) _ —
E(ak)—E<n;Xi> = an = o
n 1 n
var (a) —var< ZX’“) :TZ var ( Xk Var(Xk)
=1
:l[E(X2k> } CV?k—O‘k
n
2. Si consideramos s2 LS (X X)Q = 15" X?— X2, podemos calcular:

E (5% fZE (X?) - B(X)? _a2—<ci+u2>
(0% +p?) — (f +u2) = nT_IJQ

El célculo de la varianza de s? es laborioso ! y no lo haremos aqui. Su valor es

) 2 — 92,2 _ 2
var (52) _ Ha — Ha (“4n2 13) L n33ﬂ2

donde puy, es el momento poblacional centrado de orden k.

6.10 Propiedades asintéticas de los momentos muestrales
6.10.1 Convergencia de los momentos muestrales

Los momentos muestrales, tanto respecto al origen como respecto a la media, convergen hacia los momentos
poblacionales. Es posible establecer la convergencia basandose en la ley fuerte de los grandes ntmeros
(convergencia casi ["0]segura) o en la ley débil (convergencia en probabilidad). Si nos limitamos a esta tltima
podemos afirmar que

ay L, o es decir lim P|lax — ax| > € =0
n—oo
La prueba se basa en la desigualdad de Tchebychev. Si suponemos que asgr < 00, tenemos

Eakfozk.2 var (ay Qo — 02
Pllag — ax| > < 2 - " _ 6(2 ) _ k0
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Esta propiedad es importante porque hara posible el concepto de estimador consistente y en ella se basa un
método de estimacién llamado método de los momentos.
6.10.2 Distribucién asintética

Si consideramos el momento muestral a = % >, XF, entonces n - aj es una suma de variables aleatorias
i.i.d. a la que podemos aplicar el Teorema Central del Limite. Como hemos visto:

2
2 2k — QY

FE (nay) = nay,  var (nag) = n?var (ay) =n
n

y por el Teorema Central del Limite de Lindeberg-Levy la variable

nay — E (nax)  nap —nax  ap — oy

var (nay) B n+/var (ay) B V/var (ay)

verifica

Gk Y% L, N(0,1)
var (ay)

es decir

—
o AN (ak,,/a%nﬂ

6.11 Muestreo en poblaciones normales

Como hemos visto, a partir de una m.a.s. Xy, Xo,..., X, y si consideramos un estadistico T' (X1, Xo, ..., X,),
puede resultar complicado obtener su distribucién en el muestreo. Esta distribucién depende de:

o La forma funcional de T (X1, Xs,...,X,).
e La distribucién subyacente de X, es decir, la distribucién de la poblacion.

Hay un caso especial en el que el problema se ha estudiado en profundidad para algunos estadisticos de gran
importancia practica. Si X ~ N(u, o) es posible encontrar la distribucion de los estadisticos més utilizados

_ -2 T
como X y S2=3%"", (Xi -X ) . De hecho, obtendremos la distribucién de funciones de estos estadisticos
como

X—p ns? = = S%/(ny —1)
—— 5 X1 — Xy o
s/yyn—1 o S35/ (ne — 1)

donde s = (1/n)S%. En el estudio de las distribuciones de estos estadisticos aparecen algunas distribuciones
de probabilidad que han resultado ser de gran utilidad. Son las llamadas “distribuciones derivadas de la
normal” y se conocen por el nombre del investigador que las formul6:

o la x? chi-cuadrado de Pearson
o la ¢t de Student (Gosset)
e la F de Fisher-Snedecor
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6.11.1 La distribucion chi-cuadrado

Sean X1, Xo,..., X} un conjunto de v.a. independientes sobre un mismo espacio de probabilidad (Q2, A, P) y
con distribucién comin N (0, 1). Consideremos la variable

Y =X+ X3+ + X}

La distribucion de la variable Y se llama chi-cuadrado con k grados de libertad. La funcién de densidad de la
variable aleatoria Y es

1 —w/2,k/2-1

f(x):7f(k/2)2k/2e sixz >0

De modo que resulta que Y = Zf:l X? tiene una distribucién gamma G (%, g) y su f.g.m. es

M@t)=(1-2t"%% sit<1/2

6.11.1.1 Propiedades

1. Si recordamos que para X ~ G(p, ) entonces E(X) = Lyvar(X) = £, resulta

_ k2 _
=175 =

_ k2

EY) k var(Y) = 1 2k

2. De la aditividad (reproductividad) de las leyes gamma se deduce también la reproductividad de la
chi-cuadrado x?, es decir

2
ng

Y12 ~ X%1>Y22 ~ X indep. —» Y12 + Y22 ~ X7211+n2

3. Como Y es la suma de v.a. independientes X? ~ x? se verifica

Y -k

T £ N(0,1)

Pero es mejor la aproximaciéon de Fisher

V22 — V2k— 15 N(0,1)

de donde se obtiene para valores de k > 30

aprox 1
2 M= 5(z+\/2k_1)2

donde Z ~ N(0,1).
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6.11.2 Distribucién t de Student

Sean Y, Z dos variables aleatorias independientes con distribuciones Z ~ N(0,1) y Y ~ x2,, entonces se dice
que la variable aleatoria

_ A
VY/m

tiene una distribucion ¢ de Student con m grados de libertad. Su funcién de densidad es

mtl —(m+1)/2
f(t)—?<2+)(l+i> teR

Esta expresion se obtiene de la resolucién del correspondiente problema de cambio de variable para encontrar
la distribucién de un cociente.

Se trata de una distribucién unimodal y simétrica respecto al cero. La distribucion depende de m, que
llamamos los grados de libertad (g.1.). A medida que m crece, la forma acampanada se va “cerrando”,
acercandose a la ley normal:

2\ ~(mt1)/2 ,
(1 + ) 0 et /2
m

Este hecho es muy relevante en inferencia estadistica.

6.11.2.1 Propiedades

1. Si m =1, entonces la ¢t es una Cauchy y, en particular, no tiene esperanza.
2. Param > 1, E(t) = 0 y para m > 2,var(t) = m/(m — 2).
3. Cuando m — oo, entonces ¢ Ei N(0,1).

6.11.3 La distribucion F' de Fisher

Esta distribucién aparece cuando se considera un cociente entre dos distribuciones chi-cuadrado U ~ x2,,V ~
X2 con m y n g.l. respectivamente. En concreto decimos que la variable aleatoria

_U/m
F—m

sigue una distribucién F' de Fisher con m y n grados de libertad. La funcién de densidad tiene la forma:

B m™/ 2" 2T [(m 4 n) /2] gm/2-1
f(z) = T (m/2)0(1n/2) . et n)(m+n)/2 para x >0

6.11.3.1 Propiedades

1. La esperanza y la varianza son

n 2n2(m +n — 2)
(F) n—2 var(F) m(n —2)%2(n —4)
2. Esta distribucién tiene una moda en x = mT_Q . niﬁ’ siempre que m > 2.

3. Si F ~ F,, n, entonces resulta que 1/F ~ F,, ,,, y por lo tanto:
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P(ng)P(;2;>1p<;§l)

T

Esta propiedad es de gran utilidad en el uso de las tablas. 4. Cuando n — 00, Fip, oo =N x2,. 5. Cuando

c
m — oo y n — oo, entonces Fy, , — 1.

7 Estimacién puntual

7.1 El problema de la estimaciéon puntual

Informalmente, la estimacién de parametros consiste en buscar aproximaciones a los valores de estos, calculables
a partir de una muestra, que sean lo méas precisas posible. El problema, claro, es que para medir cuan precisas
son estas aproximaciones seria necesario conocer los valores de los parametros y, como estos son siempre
desconocidos, debemos basarnos en el uso de estimadores con buenas propiedades que, en algin sentido, nos
garanticen esa proximidad. Més formalmente podemos plantear el problema de la siguiente manera: Sea
X una v.a. con distribuciéon Fy donde 6 = (64,...,0;) € © C RF y sea X1, Xo,..., X, una muestra de n
v.a. de X. El problema de la estimaciéon puntual consiste en obtener alguna aproximacién de € en base a la
informacién disponible en la muestra mediante un estimador de 6 que definimos a continuacién. Definici6 2.1
Sea X1, Xo,...,X, una muestra aleatoria simple de X con distribucién Fy donde § € © C R*. Un estadistico
T(X1,Xs,...,X,) se denomina un estimador puntual de € si T' es una funcién definida en el espacio muestral
y cuyos valores pertenecen al mismo espacio paramétrico © que los pardmetros.”

Ejemplo 2.1.1 Sea X, Xa,..., X, una muestra aleatoria simple de una v.a. de Poisson X ~ P()). Para
estimar A podemos utilizar:

_ 1 &
Th=X=-— X;
=X=00
T2:52:

ya que E(X) = var(X) = A, pero también

2 n
Ts=——-> X; i
8 n(n+1); !
T, = X,

Ejemplo 2.1.2 Sea X1, Xs,...,X,, una m.a.s. de X ~ B(1,p), con p desconocido. Podemos estimar p de las
siguientes maneras:

n

T =X=(1/n)) X;

i=1

T3 = (X1 + X2)/2

En cada caso resulta claro que algunos estimadores no son muy razonables mientras que la decisién entre los
otros no estd necesariamente clara. Basicamente debemos ocuparnos de dos problemas:

o Dado un modelo estadistico {X ~ Fy : § € O}, jcémo podemos obtener estimadores de 6 que tengan
“buenas” propiedades?
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e Dado varios estimadores para un mismo parametro ;cémo podemos escoger el mejor en base a algin
criterio?

Para poder alcanzar estos dos objetivos empezaremos por estudiar las propiedades de los estimadores, asi
como las medidas de optimalidad que podremos utilizar para decidir entre varios estimadores. De entrada
nos restringiremos al caso en que © C R o en que queremos aproximar alguna funcién g(0) de los pardmetros
donde g es del tipo g : © — R.

7.1.1 Criterios de optimalidad de estimadores. El Riesgo

Una forma de poder comparar entre diversos estimadores consiste en definir una funcién de pérdida que nos
permita cuantificar de alguna manera la pérdida, o coste asociado, al estimar el valor real del pardmetro, es
decir, 6, mediante la aproximaciéon que proporciona un estimador, es decir, t.

Definicié 2.2 Una funcién de pérdida es una aplicacién

L:©0xO6 R
(6,) = L(6,1)

La funcién de pérdida cuantifica el coste asociado a la desviacién entre un estimador ¢ y el valor verdadero
del pardmetro 6.

Para ser valida, debe cumplir los siguientes criterios: (a), (b), (c):

a) L(0,t) >0, VO,te®©
b) L(6,¢t) =0,si0=t¢
c) L(0,t) < L(0,t),sidd,t) <d(0,t) donde d es una distancia en ©.

Por ejemplo, son funciones de pérdida:

Ll(aat) = |9_t‘ LQ(th) = (9_02
o—t 0—t\°
na0.0 =25 Lo - (UF)
c>0 si|f—tl>e
0 si|f—t] <e

L5(03 t) - {

7.1.2 El error cuadratico medio

Una de las funciones de pérdida més usuales es la funcién de pérdida cuadratica Lo(6,t) = (0 —t)%. Uno de
los motivos de su uso es que el riesgo asociado a esta funcion de pérdida Fy [(9 — T)z], que llamamos error
cuadratico medio FQ My, representa una medida de la variabilidad del estimador T en torno a 6 semejante
a la medida de dispersion en torno a la media que representa la varianza. Ademaés, del desarrollo de esta
expresion se obtiene un interesante resultado que muestra cudles pueden ser las propiedades més interesantes
para un estimador. Sea {X ~ Fy: 0 € O} y sea T un estimador de 6. El error cuadréitico medio de T para
estimar 6 vale

EQMr(0) = Eg [(0 — T)?] = E [6* — 20T + T?] = 6*> — 20Ey(T) + E, (T?)
Ahora, sumando y restando (Ey(T)))?, obtenemos

EQMy(60) = Ey (T?) — (Eo(T))* + (Eo(T))* + 6% — 20Ey(T) =
var(T) + (Eg(T) — 0)*

El término (E¢(T) — 0)* es el cuadrado del sesgo de T', que se define como
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bo(T) = Eo(T) — 0

Definici6 2.5 El error cuadratico medio EQMr (), o simplemente EQM, de un estimador T' para estimar el
pardmetro 6 es la suma de su varianza mas el cuadrado de la diferencia entre su valor medio y el verdadero
valor del parametro, que llamamos sesgo.

Si en la busqueda de estimadores de minimo riesgo nos basamos en la funcién de pérdida cuadratica, parece
que los estimadores méas deseables deberian ser aquellos en los que la varianza y el sesgo sean lo mas pequenos
posibles. Idealmente, quisiéramos reducir ambas cantidades a la vez. En la préactica, sin embargo, observamos
que, en general, no suele ser posible reducir simultdneamente la varianza y el sesgo. Ademads, incluso si
fuera préctico calcular el EQM para cada estimador, encontrariamos que, para la mayoria de las familias de
probabilidad Py, no existiria ningin estimador que minimizase el EFQM para todos los valores de 6. Es decir,
que un estimador puede tener un EQM minimo para algunos valores de 6, mientras que otro lo tendra en
otros valores de 6.

Ejemplo 2.1.4 Sea X7, Xo, ..., X,, una muestra aleatoria simple de X ~ N(u, 0), donde suponemos o conocida,
y sean
_ . ¢
=X Tp,= 72”1
n+1

Calculando la media y la varianza de los estimadores, tenemos

E# (Tl) = = le ([1,) =0 . var,, (Tl) = %
E,(Ty) = Jgu = bpy(u) = sip var, (Ty) = Gipeo”
de donde
2
EQM,, (T) = var (T1) = *
n
1 n
EQM, (Ty) = 2 2
Q #( 2) (n_’_l)QH’ +(n+1)20'

que son respectivamente una recta y una pardbola. De manera que para algunos valores de i tenemos que
EQM, (Th) < EQM, (T>) y para otros, al revés. La figura 2.1 muestra esta diferencia.

Ejemplo 2.1.5 Un ejemplo trivial bastante interesante es el siguiente. Para estimar un parametro 6, el estimador
que consiste en un valor fijo 0y, tiene riesgo 0 en 6§ = 6y. Sin embargo, el riesgo aumenta considerablemente
al alejarnos del valor real de 6. Por lo tanto, no resulta un estimador razonable, aunque su riesgo pueda ser
minimo para algtn (tinico) valor de 6.

Figura 2.1: Comparacién del riesgo de dos estimadores

Los ejemplos anteriores nos muestran que los criterios de preferencia entre estimadores basados en el riesgo o
en el EQM no son de gran utilidad general ya que muchos estimadores pueden ser incomparables. Ante este
hecho nos planteamos si es posible completar el criterio de minimizar el riesgo mediante alguna propiedad o
criterio adicional. Las posibles soluciones obtenidas a esta cuestién siguen dos vias:

1. Restringir la clase de estimadores considerados a aquellos que cumplan alguna propiedad adicional
de interés, eliminando estimadores indeseables para que el criterio de minimizar el riesgo permita
seleccionar uno preferible a los demés. Este criterio lleva a considerar las propiedades deseables de los
estimadores como falta de sesgo, consistencia, eficiencia y analizar cémo combinarlas con el criterio de
minimo riesgo. Este proceso culmina con el estudio de los Estimadores Sin Sesgo Uniformemente de
Minima Varianza (ESUMV).
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2. Reforzar el criterio de preferencia de estimadores mediante la reduccién de toda la funcién de riesgo
Rz (6) a un tnico valor representativo que permita ordenar linealmente todos los estimadores. Este
criterio nos lleva a los Estimadores Bayes y a los Estimadores Minimax.

7.2 Estudio de las propiedades deseables de los estimadores
7.2.1 El sesgo

Supongamos que tenemos un modelo estadistico {X ~ Fy : § € ©} y un estimador T (X1, X3, ..., X,,) de una
funcién medible g(#) del pardmetro. Una forma razonable de valorar qué tan préximos son los valores de T a
los de g(#) es ver si, en promedio, los valores de T coinciden con el valor medio de g(6).

Definici6 2.6 Bajo las condiciones mencionadas, si Fy(T') es la esperanza de T (X1, Xa,...,X,) y g(0) es una
funcién del pardmetro (en particular la identidad), la diferencia

br(0) = br(0) = Eo(T) — g(0)

se denomina sesgo del estimador T' para estimar g(6). Si el sesgo es nulo, es decir, si:

diremos que T es un estimador insesgado de g(6). Ejemplo 2.2.1 Los dos ejemplos més conocidos son el de la
media y la varianza muestrales.

o La media muestral es un estimador insesgado de p.
e La varianza muestral es un estimador con sesgo de la varianza poblacional. En concreto, su sesgo vale:

by2 (02) =F, (32) —o? = o°—0"=—o0

El uso de estimadores insesgados es conveniente en muestras de tamano grande. En estas, varg(T) es a
menudo pequefla y entonces, como Ey(T) = g(0) + br(0), es muy probable obtener estimaciones centradas en
este valor en lugar de en el entorno de g(6).

Ejemplo 2.2.2 Sea X, Xs,...,X, una muestra aleatoria simple de X ~ U(0,0). Tomemos T =
max { X1, Xs,...,X,} como el estimador del méximo de la distribucién. Obviamente podemos decir que
T < 6y, por lo tanto, la estimacién siempre estd sesgada. Como hemos visto en el ejemplo 77, la distribucién
en el muestreo de T es

y su funcién de densidad es

de donde el sesgo de T para estimar 6 es
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_ " g gLy
n+1 n+1

br(0)

Podemos preguntarnos si podriamos mejorar este estimador corrigiendo el sesgo de forma analoga a lo que
haciamos con 42, es decir, tomando un estimador corregido para el sesgo

n+1

T = T que, por construccién, verifica: F (T') = 0.

Consideremos el estimador de minimo riesgo en el sentido del error cuadratico medio, es decir, el estimador
que minimiza F [(9 — T)Q]. De hecho, como hemos visto en el ejemplo 7?7, conviene elegir el que minimice
E [(6 — T)?/6?], porque también minimiza el EQM, pero alcanza un minimo absoluto. Este estimador es

= "2
n—+1

y, por tanto, es mds adecuado que T’, ya que tiene un menor riesgo respecto al error cuadratico medio.
Cuando, como aqui, nos encontramos con que dado un estimador podemos encontrar otro de menor riesgo,
decimos que el primero no es admisible respecto de la funcién de pérdida. En este caso decimos que 1" no es
admisible respecto al EQM. jCuidado! Esto no significa que no podamos usarlo, sino que existe otro con
menor riesgo, ya que existe otro T” preferible a él que, por cierto, no es centrado. Efectivamente

n+2E9(T): (n—|—2)n(9
n+1

Bo (T7) = (n+1)2

El ejemplo anterior muestra que, debido a la descomposicién EQMr(0) = varg(T)+b%(6), puede ser preferible
un estimador con sesgo a otro que no lo tenga. En general, sin embargo, eliminar el sesgo no es una mala
estrategia, sobre todo porque al restringirnos a la clase de los estimadores insesgados obtenemos una solucién
constructiva que permitird obtener estimadores insesgados de minima varianza en condiciones bastante
generales. Los siguientes ejemplos ilustran dos propiedades interesantes del sesgo. Por un lado, muestran que
no siempre existe un estimador insesgado. Por otro lado, vemos cémo a veces, incluso teniendo un estimador
insesgado para un pardmetro Fy(T) = 6, una funcién ¢g(T') no es necesariamente un estimador insesgado de

9(0).

Ejemplo 2.2.3 Consideremos una variable X con distribucién de Bernoulli B(1,p). Supongamos que deseamos
estimar g(p) = p? con una tinica observacién. Para que un estimador 7' no tenga sesgo para estimar p? serfa
necesario que

P’ =Ey(T)=p-T(1)+(1~p)-T(0), 0<p<1
es decir, para cualquier valor de p € [0, 1] se deberfa verificar

p* =p-(T(1) = T(0)) + T(0)

Esto claramente no es posible, ya que la tnica forma en que una funcién lineal y una funcién parabdlica
coincidan en todo el intervalo [0, 1] es cuando los coeficientes T'(0) y T'(1) valen cero.

Ejemplo 2.2.4 El pardmetro « de una ley exponencial con funcion de densidad

f(x) = ae”™ 1 (g,00)(2)

es el inverso de la media de la distribucién, es decir, « = 1/E(X). Un estimador razonable de a = g(u)
puede ser & = g(fi), es decir, & = 1/X. Si aplicamos la propiedad de que la suma de variables aleatorias
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i.i.d. exponenciales sigue una ley gamma de pardmetros n y «, se obtiene que este estimador tiene sesgo. Su
esperanza es

n

E(&):n—l

El sesgo se corrige simplemente con

7.2.2 Consistencia

La consistencia de un estimador es una propiedad bastante intuitiva que indica, de manera informal, que
cuando aumenta el tamano muestral, el valor del estimador se aproxima cada vez mas al verdadero valor del
parametro.

Definici6 2.7 Sea X1, X5, ..., X,,... una sucesién de variables aleatorias i.i.d. X ~ Fy,6 € ©. Una sucesién
de estimadores puntuales T,, = T (X1, Xa, ..., X,,) se denomina consistente para g() si

T, —— ¢(6)

n— oo

para cada 6 € O, es decir, si
Ve >0 ILm P{T,—g@)|>c}=0

Observemos que:

1. Se trata de un concepto asintético: Hablamos de ?sucesiones de estimadores consistentes? mas que de
estimadores propiamente dichos.

2. La definicién puede reforzarse si, en lugar de considerar convergencia en probabilidad (consistencia
débil), consideramos convergencia casi segura o en media cuadritica:

o T, es fuertemente consistente si T}, — g(f)
o T, es consistente en media- r si Fy [|T,, — g(0)|"] — 0

Ejemplo 2.2.5 Muchos estimadores consistentes lo son como consecuencia de las leyes de los grandes ntimeros.
Recordemos que la Ley débil de los Grandes Ntimeros (Tchebychev) afirma que, dada una sucesién de v.a.
independientes e idénticamente distribuidas con medias ;1 < 0o y varianzas o2 < oo, entonces

X, S

Como consecuencia de esta ley y dado que una muestra aleatoria simple es i.i.d., por definicién, podemos
afirmar que X,, es consistente para estimar .

Ejemplo 2.2.6 La sucesién T,, = maxi<;<, {X;} es consistente para estimar el maximo de una distribucién
uniforme en [0, 6] :
P {

ya que X; € [0, 0]y, por lo tanto, podemos escribir:

1<i<n 1<4

max {Xi}—ﬂl >€] =P [0— max {X;} >«
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P [95> max {XZ}} =P [max {X;} <0€]
1<i<n 1<i<n

~(55) —(-5) o

Es inmediato comprobar que

2n n
E|0-T)* =(1-— 62
[( )} ( n+1+n+2>

que también tiende a cero cuando n — oo, y por lo tanto T,, = maxi<;<, {X;} también es consistente en
media cuadratica.

Normalmente, cuando se habla de consistencia, se hace referencia a la convergencia en probabilidad, es decir,
T, es consistente si lim,,_, o P ([T, — g(0)| > &) = 0. Si el estimador no tiene sesgo, estamos en la situaciéon
de aplicar la desigualdad de Tchebychev ! : Si E(T;,) = g(6), entonces

var (7,
P(T, —g(0) >¢)=P(T, — E(T,)| >¢) < #
Tchebychev 9

Asi, para intentar establecer la consistencia de T', debemos probar que

var (T,) 0

e2 n—oo

Ejemplo 2.2.7 Sea M,, = Z?:l a; X; una combinacién lineal de los valores de la muestra con coeficientes tales
que > ;a; =1y algin a; > 0. (Es consistente M, para estimar E(X) ? Comencemos por ver que M,, no
tiene sesgo

E(M,)=E (i: aiXi> = ZR:E(aiXi)
= wE (X)) - > aiB(X) = B(X)

[*1]Calculemos la varianza

n

var (M,) = var <Z a,»Xi> =
=1 2

var (a; X;)
1

= i a? var (X;) = var(X) i a;
i=1

i=1

Si aplicamos ahora la desigualdad de Tchebychev tenemos:

2 2
o a;
P(|M, —p|l>¢) < %

lo cual no tiene por qué tender a 0 cuando n — oo, y por lo tanto no podemos afirmar que el estimador

es consistente. Por ejemplo, si a; = %,CLQ =a3 == a, = tendremos que limn_mOZaf =1

1
3(n—1) 1
Observamos que el resultado obtenido no puede asegurar la consistencia de M,, para cualquier familia de

coeficientes ay, ..., a,, aunque, obviamente, el estimador es consistente para alguno (caso a; = 1/n ).

105



7.3 Propiedades de los estimadores consistentes

Muchas de las propiedades de los estimadores son consecuencia directa de las propiedades de la convergencia
en probabilidad, que se pueden revisar, por ejemplo, en Martin Pliego (1998a) capitulo 11.

1. Si T,, es consistente para estimar 6 y g : R — R es una funcién continua, entonces g (7},) es consistente
para estimar g(f).

2. Si Ty, y To, son consistentes para estimar 61 y 6> respectivamente, entonces a1, + bTs,, es consistente
para estimar afl; + by Ty, - To, es consistente para estimar 6q - 03 T, /To, es consistente para estimar
91/92, si 92 7& 0.

3. Sea a, = (1/n) > X7 el momento muestral de orden r. Como se ha visto en el capitulo 1, la esperanza
de a, es

E(a,)=E FZX[] = %ZE(XT) L = a

n n

donde «,. es el momento poblacional de orden r. Asi pues, a, no tiene sesgo para estimar «,.. Su varianza es

1 T 1 T __ 1 T 12
Var(ar)zvar(nZXi> :ﬁzvar(X )_EE[X —E(X )]
1 1
= —EX"—a) =B (X*" +a?—2a,X")
n n

1
= g (OZQT —Oé?) .

Y si aplicamos la desigualdad de Tchebychev, se obtiene

2
Pllay — an] > €) < E(a, — o) _ var (ar) _ g —a 0
g2 g2 ne n—00

Asi pues, hemos visto que los momentos muestrales son estimadores consistentes de los momentos poblacionales.

7.3.1 Eficiencia

Como ya hemos visto, un objetivo deseable en la bisqueda de estimadores 6ptimos es considerar estimadores
de “minimo riesgo” o, si nos basamos en la funcién de pérdida cuadratica, estimadores que minimicen el
error cuadritico medio E(6 — T')2. En general, es dificil encontrar estimadores que hagan minimo el EQM
para todos los valores de 6; sin embargo, si nos restringimos a los estimadores sin sesgo, el problema tiene
solucién en una gama mas amplia de situaciones. Supongamos que 77,75 son dos estimadores sin sesgo de un
pardmetro 6. Para estos estimadores tenemos que

EQMr, (0) = varg (Ty) + b7, ()
EQMr,(0) = varg (T3) + b7, (6)
Si los estimadores no tienen sesgo br, (0) = by, (6) = 0, el que tenga menor varianza tendra el menor riesgo

= 2
para estimar 6. Si, por ejemplo, var (T}) < var (T5), diremos que T} es mds eficiente que T, para estimar 6.
Para dos estimadores con sesgo cero by, (f) = 0, el cociente

_ E‘C?]\fT1 (0) _ varg (Tl)
EQMr,(0)  varg (T»)

ER

se denomina eficiencia relativa de T; respecto a T5. Si solo hay dos estimadores de 6 puede ser ficil ver cudl
es el mas eficiente. Si hay mas, la cosa se complica. El “més eficiente”, en caso de que exista, se llamara el
estimador sin sesgo de minima varianza.
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Figura 2.2: Comparacién de la eficiencia de dos estimadores para un 6 dado

Definici6 2.8 Sea S(0) la clase de los estimadores sin sesgo de 6 y con varianza. Si para todos los estimadores
de esta clase T' € S(0) se verifica que

varg(T) < varg (T™) VT € S(0)

diremos que T* es un estimador sin sesgo de minima varianza de 6. Si la desigualdad es cierta V0 € O,
diremos que T* es un estimador sin sesgo uniforme de minima varianza (ESUMV) 2.

7.4 Informacién de Fisher y cota de CramerRao

Obviamente, en un problema de estimacién lo ideal es disponer de un ESUMV, pero esto no siempre es
posible. Nos enfrentamos a varios problemas:

1. jExisten ESUMYV para un pardametro # en un modelo dado?
2. En caso de que exista el ESUMV, ;sabremos como encontrarlo?

Este problema tiene solucién, bajo ciertas condiciones, utilizando los teoremas de Lehmann-Scheffé y Rao-
Blackwell y el concepto de suficiencia, que se discute méas adelante.

[*2]Una solucién parcial aparece gracias al Teorema de Cramer-Rao, que permite establecer una cota minima
para la varianza de un estimador. Cuando un estimador alcanza esta cota, sabemos que es un estimador de
varianza minima. Informalmente, este resultado sugiere que, bajo ciertas condiciones de regularidad, si T es
un estimador insesgado de un parametro 6, su varianza estd acotada por una expresién que llamamos cota de
Cramer-Rao CCR(9)

var(T) > CCR(6)

Antes de establecer con precisién este teorema, consideremos el concepto de informacién de un modelo
estadistico introducido por Fisher.

7.5 Informacion y verosimilitud de un modelo estadistico

Una idea bastante razonable es esperar que un estimador funcione mejor en su intento de aproximarse al
valor de un pardmetro cuanto mas informacién tenga para hacerlo. Por este motivo, la varianza del estimador
y la informacién se presentan como cantidades opuestas: a mayor informacién, menor error (varianza) en la
estimacion:

Ahora nos encontramos con el problema de cémo definir la cantidad de informacién (contenida en una
muestra/de un modelo), para que se ajuste a la idea intuitiva de informacién. Fisher lo hizo a través de la
funcién de verosimilitud. Sea un modelo estadistico {X ~ Fy: 0 € O} y una m.a.s. (X1,Xs,...,X,), que
toma valores x = (21, Z2,...,&,). Si X es discreta, la funcién de masa de probabilidad indica, en términos
generales, la probabilidad de observar la muestra, dado un valor del parametro. Si X es absolutamente
continua, esta interpretacién ya no es tan directa.

f (Il,IQ, ..

0) Py X =m]---Py[X =x,], siX esdiscreta
<y Ln; = .
fo(z1) - fo(zn), si X es abs. continua

La funcién de verosimilitud se obtiene si consideramos, en la expresion anterior, que lo que queda fijado es
la muestra y no el parametro. Es decir, fijada una muestra x, la funcién de verosimilitud indica qué tan
verosimil resulta, para cada valor del parametro, que el modelo la haya generado.
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Ejemplo 2.3.1 Supongamos que tenemos una m.a.s. i, Zs,...,T, de tamano n de una variable aleatoria X,
que sigue una ley de Poisson de pardmetro A desconocido.

X~Fy=P(\), A>0
La funcién de probabilidad de la muestra, fijado A, es:

n

—)\/\xi —n\ )‘Z o
g)\(xl,:ng,...,xn):He = e
o1 €T Hi:l iy

y la funcién de verosimilitud del modelo, fijada x, es:

n

ACD
L(x171'23"'7xn;>\) = Heik
i=1

e
_ 6771)\ A

i
n
iCZ' Hi:l Iz'

Aunque la forma funcional de gx(x) y L(x; \) es la misma, su aspecto es diferente, como se puede comprobar
en la figura 2.3, donde damos valores a g)(x), variando x o a L(\;x) variando A.

7.6 Informacion de Fisher

Para calcular la cantidad de informacién de Fisher contenida en una muestra sobre un parametro, es necesario
considerar modelos estadisticos regulares, es decir, donde se cumplen las siguientes condiciones de regularidad.

Definicié 2.9 Diremos que {X ~ Fp : § € O} es un modelo estadistico regular si se verifican las siguientes
condiciones:

1. La poblacién de donde proviene la muestra presenta un ?campo de variacién? o soporte Sy = {z |
f(z;0) > 0} =S que no depende de 6.

2. La funcién L(x;0) admite, al menos, las dos primeras derivadas.

3. Las operaciones de derivacién e integracién son intercambiables.

Definici6 2.10 Sea {X ~ Fj : § € O} un modelo estadistico regular, es decir, donde se verifican las condiciones
de regularidad 1-3 anteriores. Si Z = a% log L(X; ), la cantidad de informacién de Fisher es

1,,(0) = varg(Z) = vary <689 log L(X;0)>

Figura 2.3: Probabilidad de la suma de n = 5 valores muestrales para 10 muestras de la ley de Poisson con
A = 3 versus la funcién de verosimilitud para una muestra observada.

Las condiciones de regularidad son necesarias para calcular Fy (Z2). A continuacién, presentamos algunas
propiedades de la informacién de Fisher. Puedes ver la demostracién en Ruiz-Maya y Pliego (1995).

1. La informacién de Fisher se puede expresar como:

<8log g{gx; 9))2]

Esto se puede comprobar, ya que si aplicamos las condiciones de regularidad

1,(0) = Ey
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MM) _ / Olog L(xi0) 1 )ax

E(Z)E< 90 90
oL

o) OL(x; )
_ L . — ?
= /S L(X;H)L(X’e)dx_ / 50 dx
9
00

</ L(x;e)dx> = %1 =0

De forma que E(Z) = 0, y por lo tanto, tendremos que varg(Z) = Ey (Z?). 2. I1,(0) = 0 si y solo si L(x;6)
no depende de 6. 3. Dadas dos m.a.s. x1,Xs de tamanos n1,ny de la misma poblacién, se verifica:

Ly s (9) =In, (9) +1In, (9)

De manera que podemos considerar una muestra de tamano n como n muestras de tamano 1 :

0) = zn:h(ﬁ) =n-i(0), siendo i(0) = I;(0)

Es decir

. (8log(géx;9))> n <8log£éX;9))

4. Se verifica la siguiente relacién:

L(0)=E 90 920

<8logL(X;0)>2] _ {32 log L(X; 9)]

Ejemplo 2.3.2 Vamos a calcular la cantidad de informacion de Fisher contenida en una m.a.s. extraida de
una poblacién N(u, o) con o = oy conocida. La funcién de verosimilitud es

(zi—n)?

- 1 5= 2y —1/2 " (@ — p)?
L(x;pt) = I | e *0 = (270 exp | — E AL
i=1 "V 2mayg ( 0) 20%

i=1

y su logaritmo

n

log L(x; p) = —flog (2m0g) — Z

Si derivamos respecto a
Olog L(x;p) _ 3y (i —p)

2
H 90

de donde
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L(n)=E (‘W)Q _E (W)Q

90
1 - 9
=—3F DX =)+ (X — ) (X — )
0 i=1 i#£j
1 5 n
R

Este cédlculo también puede hacerse a partir de la tercera propiedad de la informacion de Fisher:

n
2 2
) )

L(s) = nE {‘%ggf{“)} s =

7.7 La desigualdad de Cramer-Rao

Una vez establecidas las condiciones de regularidad y caracteristicas anteriores podemos enunciar el teorema
de Cramer-Rao (1945).

Teorema 2.1 Dado un modelo estadistico regular {X ~ Fy : 6 € ©}, es decir, un modelo donde se verifican
las condiciones de regularidad enunciadas, cualquier estimador T' € S(6) de la clase de los estimadores no
sesgados y con varianza verifica

varg(T) >

I.(0)

Demostracién: El estimador T' € §() no tiene sesgo, es decir que

E(T) = /n T(x) - L(x;0)dx =0

Si derivamos e introducimos la derivada bajo el signo de la integral, obtenemos

0 0 0
%E(T) = /5n %(T(x) - L(x;0))dx = /Sn T(X)%L(x;ﬁ)dx
2 I (x:
= /" T(x) <80L€)(<,é)9)> L(x;0)dx
Asi pues
0 0
1= %9 = %E(T) =E(TZ)= /n T(x) - ZL(x;0)dx

En resumen

E(T) = an(TZ) = laE(Z) = O,var(Z) = In(o)
Si ahora consideramos el coeficiente de correlacion al cuadrado entre T'y Z, tenemos

2 _ _leov(T 2)?  _ [E(TZ) - E(T)E(Z)]?
P(T.2) = var(T) -var(Z) var(T) - var(Z) =1
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Si sustituimos los resultados hallados antes, obtenemos

1

var(T) - 1,0 =1

de donde se deduce la desigualdad enunciada.
Definici6 2.11 Si un estimador alcanza la CCR (Cota de Cramer-Rao), diremos que es un estimador eficiente.

Todo estimador eficiente es de minima varianza en la clase S(). Sin embargo, también puede suceder que
exista un estimador de minima varianza sin alcanzar necesariamente la CCR.

Ejemplo 2.3.3 Sea X ~ Fy = P(A\), A > 0 (Poisson). Buscamos la CCR de los estimadores de A.

A A
L(x; ) = HefA e

| n |
bl ;! [T !

log L(x;\) = —nA + (Z mi) log A\ — log (ﬁ xi!>

i=1
dlog(L(x;A)) s 2T
A

E))
dlog L(x;\)]° 2 (X)) Y X
E{@)\ } =F|n"+ h 3

24 lp > XZ-)Q - 27nnE(X)

Aqui recordamos que la suma de variables de Poisson también es una Poisson, es decir:

> Xi~ P(n))

por lo que

E (ZXZ)Q —var (X)) +[B (in)r — A+ (n\)?

Finalmente, se obtiene:

2412
2 9 DA mEA 3 M
E(Z)=m+ 5+ 5~ =3
De esta forma,
A
I,(\) = % — var(l) = -
Sabemos que la media aritmética verifica
- A
Xn) =—
var (X,) = 5

lo cual coincide con la cota de Cramer-Rao, indicando que X, es el estimador eficiente de \.

Ejemplo 2.3.4 Para calcular la CCR o, dicho de otro modo, para que el inverso de
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dlog L(x;0)]°
E{ 90 ]

~

sea realmente la cota minima de var(f) en la clase S(6), es necesario que se verifiquen las condiciones de
regularidad. De lo contrario, se pueden obtener resultados absurdos. Consideremos, por ejemplo, una variable
aleatoria X con funcién de densidad

F(:0) = 222110 1(2)

y esperanza

0
3 3
E(X) :/0 w-9—3x2dx = 19

Ya que 0 = %E (X), esto sugiere estimar 6 mediante g = %X , que no tiene sesgo. Por otro lado, si calculamos
la varianza de X, tenemos

3

92
80

var(X) = E (X?) — B(X)? =

~

Sabemos que E(f) = 6,y ademds
~ 4 — 62
Var(@) = var (3X) = ﬁ

Si evaluamos I,,(0) en su forma mads sencilla, obtenemos

Asi, la CCR resulta ser mayor que la varianza de este estimador:

~ 62 62
Var(€> = 157” < 97’[7,

lo cual es un resultado absurdo. Este error se debe a no considerar que el soporte de X depende de €, por lo
que no se cumplen las condiciones de regularidad, y la cota de Cramer-Rao no existe.

También ocurre que la varianza de un estimador es inferior a la CCR aunque esta exista. Esto puede pasar,
por ejemplo, con algtin estimador sesgado.

7.8 Caracterizacion del estimador eficiente

Calcular la cota de Cramer-Rao es una cosa; encontrar el estimador que alcanza esta cota y, en consecuencia,
tiene varianza minima es otra. La siguiente caracterizaciéon permite, en algunos casos, obtener directamente
la forma del estimador eficiente.

Teorema 2.2 Sea T el estimador eficiente de 6, entonces se verifica

Y- 5108 (Xi:6) = K(0,)(T —0)
i=1
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donde K (0,n) es una funcién que depende de 6 y de n y que suele coincidir con la informacién de Fisher.
Demostracién: Si T es el estimador eficiente, entonces

y, por lo tanto, p?(T, Z) = 1. En general, dadas dos variables aleatorias X e Y, se sabe que si p(X,Y) =1,
entonces

Y - E(Y)=p(X - E(X))
Si aplicamos este resultado a T'y Z, tenemos

Z—E(Z) = (T - E(T))
0log L(x; 9)

50 K(0,n)(T —0)

Ejemplo 2.3.5 En el caso de la distribuciéon de Poisson, tenemos

A
flasA) =e?—
log f(z; \) = =X\ + xlog(\) — log(a!)
dlog fla)) . 1
o Lty
6logf XZ,)\) - X;
Z = Z (—1 + A)
i=1

Queremos ver que

Y (f _ 1) — K(0,n)(T — 0)

i=1

Si reescribimos esta expresion, obtenemos

1 & 1 - 1 —
P (Geem) -5 (5 )

Asi, K(\,n) = %, que coincide con la informacién de Fisher I,,(\). Por el teorema anterior, se deduce que
T = X es el estimador eficiente y, por lo tanto, de minima varianza.

7.9 Estadisticos suficientes

En un problema de inferencia puede suceder que los datos contengan informacién superflua o irrelevante a la
hora de estimar el parametro. También puede ocurrir lo contrario, que intentemos hacer la estimacién sin
utilizar toda la informacién disponible en la muestra. Ambas situaciones son indeseables. Parece razonable
que, para estimar un pardmetro, dada la dificultad derivada de disponer de varios estimadores entre los
que queremos elegir el ptimo, nos basemos tinicamente en aquellos que utilizan (solo) toda la informacién
relevante.

Ejemplo 2.4.1 Supongamos que queremos estimar la proporcién de piezas defectuosas 6 en un proceso de
fabricacion. Para ello, examinamos n piezas extraidas al azar a lo largo de una jornada y asignamos un 1 a las
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piezas defectuosas y un 0 a las que no lo son. Asi, obtenemos una muestra aleatoria simple X1, Xo,..., X,
donde

X; =

1 con probabilidad 6
0 con probabilidad (1 — )

Intuitivamente, estd claro que para estimar 6 solo nos interesa el nimero de ceros y unos, es decir, el valor
del estadistico

En este caso, un estadistico que considere la posicion de los unos y los ceros en la muestra no aportaria nada
relevante. En cambio, un estadistico que no considere todos los valores, como por ejemplo T(X) = X7, seria
claramente menos adecuado.

Las observaciones del ejemplo anterior se justifican al observar que todas las muestras de tamano n con el
mismo ntimero ¢ de unos (1) tienen la misma probabilidad. En concreto, la funcién de probabilidad de una
muestra xi,xa,...,Ty, €S

f@ (x17x2> e ,(En) = et(l - 9)”—t

donde t = Z,?:l i, x; €4{0,1},4=1,2,...,n. Como se puede ver, la probabilidad de la muestra solo depende
del ntimero de unos (o ceros) y no del orden en que aparecen en la muestra. El hecho de que la posicién de
los unos y los ceros en la muestra no aporte informacién relevante equivale a decir que el estadistico

contiene la misma informacién que Xy, Xo, ..., X,, para estimar . Observamos, sin embargo, varias diferencias
entre basarse en T(X) o en Xy, Xo,..., X, :

e Al pasar de X, X5,...,X,, a E?:l X; hay una reducciéon de los datos que no implica pérdida de
informacion.
o Muchas muestras diferentes dan lugar al mismo valor de T.

Fisher formaliz6 esta idea con el calculo de la probabilidad condicionada de la observaciéon muestral con
T(X)=>",X,;yparatodot=0,1,...,n:

Py[X =x,T =1
Po(T = 1)
et(l _ e)nft B L
(era—om=r ()

Es decir, dados (21,2, ...,2,) € {0,1}"yt € {0,1,...,n}, tenemos

P X=x|T=t=

0 sit#> ",
mx-xir-g-{ 0 SIZER

(%) -
Obviamente, Py[X = x] depende de 6, que es el pardmetro que queremos estimar. Sin embargo, la probabilidad
condicionada Py[X = x | T' = t] no depende de . Tenemos entonces la siguiente expresién de la funcién de
probabilidad de la muestra:
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PQ(XZX):PQ(T:t)-Pg[X:X|T:ﬂ

Esta expresién muestra que Py(X) se puede descomponer en dos factores, uno que depende de 0, Py(T =t), y
otro que no depende de 6,

PX =x|T=t].

Una forma de ver esta descomposicion es pensar que el estadistico 7= """ | X; ?acumula? o ?absorbe? toda
la informacién relativa a 6, lo que se refleja en que la probabilidad de la muestra, dado T" = t, ya no depende
de 6. Es decir, podemos imaginar la construccién de la muestra en dos etapas:

o En una primera etapa se elige el valor ¢ para T con distribucién B(n, 6).
e A continuacion, se sitdan aleatoriamente ¢ unos y n — t ceros en las n posiciones.

Cuando la estructura del estadistico T(X) hace que el segundo factor en la expresién anterior no dependa
de 6, significa que la observacién adicional de la muestra es irrelevante. En este caso diremos que T'(X) es
suficiente para la estimacion de 6. Dado que esta propiedad de T queda caracterizada por la independencia
de Py[X =x | T = t] respecto a 0, se utiliza esta independencia para definir la suficiencia.

7.9.1 Definicié de estadisticop suficiente

Dado un modelo estadistico {X ~ Fp : 6 € ©} y un estadistico T, diremos que T es suficiente para 6 si, dada
una muestra X = (X1, Xo,..., X,,), se verifica que la distribucién de X condicionada por el valor de T no
depende de 6.

e No es necesario que Fy sea discreta, como en el ejemplo introductorio, o que la muestra sea una muestra
aleatoria simple.
o El estadistico suficiente para un pardmetro puede ser k-dimensional.

Ejemplo 2.4.2 Dada una muestra X, X, ..., X,, de una distribucién de Poisson, la funciéon de probabilidad
de la muestra es

67n>\>\ Z iz

Py(Xi=z1,..., Xy =) = il my!

Calculemos la probabilidad de la muestra condicionada por el valor del estadistico T' = Z?:l X;:

Pp(Xy=21,..., Xy =25, T =1)

PQ[Xlzﬂfl,...,Xn:.Z‘n|T:t]: Pg(T:t)

#! 1 t1
ot (3) ey

La probabilidad condicional no depende de Ay, por lo tanto, T es suficiente para A. Conviene observar que,
en este ejemplo, no todas las muestras tienen la misma probabilidad.

7.9.2 Teorema de factorizacion

La justificacion de la suficiencia de un estadistico mediante la definicién no siempre es sencilla, ya que la
distribucién condicional puede ser intratable con las herramientas disponibles. El teorema que se presenta a
continuacion proporciona un método sencillo para comprobar la suficiencia de un estadistico y, a menudo,
sugiere cudl es el estadistico suficiente de menor dimensién posible.

Teorema 2.3 Neyman-Fisher. Sea {X ~ Fp: 6 € ©} un modelo estadistico y X7, Xs, ..., X,, una muestra
aleatoria simple de X. Sea fy(x) la funcién de probabilidad o la funcién de densidad de la muestra, segin si
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X es discreta o absolutamente continua. Un estadistico T es suficiente para 6 si y solo si existen dos funciones
medibles gg v h tales que

fo(x) = go(T(x)) - h(x)

donde h no depende de 0 y g depende de 6 y, ademads, solo depende de la muestra a través de T.
Veamos ahora la demostracion del teorema de factorizacion, restringida al caso de variables discretas.

Demostracion: Comenzaremos suponiendo que 7" es suficiente y concluiremos que es posible la factorizacion.
Si T'(X) es suficiente para la familia de distribuciones {Fy; 0 € ©}, la funcién de probabilidad de la muestra
condicionada por T no depende de #. Dado que

fox) = BT =TX)] - folx | T = T(x)]
solo es necesario tomar gg(t) = Py[T = T(x) =t] y h(x) = fo[x | T = T'(x)] para obtener el resultado. Ahora

supongamos que es posible la factorizacién y deduzcamos la suficiencia. Si fy(x) = go(T(x)) - h(x) y llamamos
Ay ={xe X(Q)" | T(x) =t}, entonces

Py[T(x) = 1] =Y go(T(x)) - h(x) = ga(t) - Y _ h(x)
Ay Ay

Consideremos ahora la distribucién de la muestra condicionada a T' = t. El Teorema de Bayes para densidad
permite escribir:

fg(X7 T = t)
T = =
Joxe I T =8 =g =4
g (O)h(x)  _ __h(x) , _
D IPCD SINTE D SN Tx) =t
0 siT(x)#t

De modo que la distribucién de X condicionada por el valor de T' no depende de 0, y, en consecuencia, 1" es
suficiente.

Ejemplo 2.4.3 Si X sigue una distribucién de Bernoulli, tenemos:

fo(x) = 02207 (1 — )"~ 2™ = g (Z f) |

Si tomamos h(x) = 1, queda probado que T'= >""" | X; es suficiente. Ejemplo 2.4.4 Si consideramos una
muestra de una distribucién de Poisson

D i
MNLai=1 T

__—nA
Ax) =e x1lag! oy

y tomamos T'(x) = >_1*_; z;, podemos escribir

fax) = e PNTC L (g lag!l 2, ) T = ga (T(x)) - h(x)

donde
AT (x)) = e N h(x) = (@iles! - z,))
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De modo que gy(t) = e""*\* depende de la muestra solo a través de T = Y"1 | x; y h(x) = (z1lag! - - an!)
no depende de .

Ejemplo 2.4.5 Supongamos que X es una muestra aleatoria simple de una poblacién X ~ N(u,0), cuya
funcién de densidad es

1 1 « 5
fuo2 (:vl,:cz,.-.,xn)=nexp{— (2 — 1) }
(,/27“72) 202 ;

Para evidenciar la factorizacién, utilizamos que

(@i =) = (& — &) +n(@ - p)*.

1 i=1

n n

?

Entonces,

Juo2 (1,22, .., 2n) = ;exp {%; (Z (z; — 2)° +n(z — u)2> }

T {_2; (ns? + (i — u)Q)}

= Gu,c? (5,82) -1

Asi, vemos que el estadistico (X, 82) es suficiente para la estimacion de (u7 02). Si suponemos conocido

[ s 2
uno de los dos pardmetros o2 o p, podemos obtener una factorizacién en la que se ve que Z?:l (i — )" es
suficiente para o2 (conocido u ) o Z es suficiente para p (conocido o2 ).

En el ejemplo anterior se observa que el estadistico suficiente para un problema puede tener una dimensién
superior a 1. En general, buscaremos el estadistico suficiente de menor dimensién posible, ya que a menor
dimensién se elimina mas informacién superflua. Si no es posible encontrarlo asi, siempre podemos basarnos
en el estadistico T' = (X1, Xo,...,X,,), que es suficiente pero de dimensién méxima y, por lo tanto, no
aporta ninguna reduccién al problema de informacién. Estas reflexiones llevan a enunciar el principio de
suficiencia, que aconseja condensar al maximo la informacién relevante en un estadistico suficiente 7" de la
menor dimensién posible (“minima”) y seleccionar un estimador 7" entre los estadisticos que sean funcién de
la muestra a través de T : T'(X) = p(T'(X)).

7.9.3 Propiedades de los estadisticos suficientes

Las siguientes propiedades se prueban de manera sencilla utilizando el teorema de factorizacion:

1. Si T es un estadistico suficiente para 6 y ¢ es una funcién inyectiva (o monétona diferenciable), entonces
T, = ¢(T) también es suficiente para 6.

Ejemplo 2.4.6 En la familia de la Poisson hemos visto que Z?Zl X; es suficiente para A\. Entonces X =
o (>, X;), donde p(z) = (1/n)z es inyectiva, es suficiente para A. 2. Si T es un estadistico suficiente para
0 y ¢ es una funcién paramétrica mondtona diferenciable, entonces ¢(T') también es suficiente para ¢(6). 3.
Si Ty, T5 son dos estadisticos suficientes para 6, entonces T3 es funcién de Ts.

7.10 Obtencién de estimadores

En el capitulo anterior hemos analizado el problema de la estimacién puntual desde el punto de vista de,
dado un estimador, ver 7qué tan bueno es? para estimar un pardmetro. Otra cuestion que nos podemos
plantear, de hecho la primera cuestion que hay que plantearse en la practica, es cémo obtener un estimador

117



7razonablemente bueno? de un parametro. De hecho, desde el punto de vista practico parece razonable
empezar por ver como se obtiene un estimador y, una vez obtenido, analizar ?cuan bueno resulta?. Existen
muchos métodos para obtener estimadores, cada uno de los cuales puede llevarnos a unos resultados de
diferente calidad. Los principales métodos de estimacion son:

1. Método de los momentos

2. Método de la maxima verosimilitud
3. Método de Bayes

4. Otros métodos

7.11 El método de los momentos

Este método fue introducido por K. Pearson a finales del siglo XIX y es el principio en que nos basamos
cuando hacemos una estimacién de la media o de la varianza poblacional a partir de la media o la varianza
muestrales. La idea del método de los momentos es bastante intuitiva. Si lo que queremos estimar (uno
o varios pardmetros) es una funcién de los momentos poblacionales, entonces una estimacién razonable
puede consistir en tomar como estimador la misma funciéon en la que los momentos poblacionales han
sido sustituidos por los momentos muestrales. Dado que estos ultimos son estimadores consistentes de los
momentos poblacionales, en condiciones bastante generales se puede garantizar que los estimadores obtenidos
seran estimadores consistentes para las funciones de los momentos poblacionales estimadas. Algunos ejemplos
tipicos de estimadores basados en el método de los momentos son:

=X, 6=V5 o52=82

Sea un modelo estadistico, {X ~ Fy: 6 € O}, y X1, Xs,..., X, una muestra aleatoria simple de X. Sean
mi,ma, 7, Mg los momentos poblacionales de orden 1,2,7, k de X, que suponemos que existen,

my = B (X¥)
y ai,as,?,ar los momentos muestrales respectivos

n

1
ap (X1, Xo, ..., Xy) = *ZXik

n
=1
Suponemos que estamos interesados en estimar:

9:h(m1,mg,...,mp),

donde h es una funcién conocida. Definicié 3.1 El método de los momentos consiste en estimar 6 por el
estadistico

T(X) = h(al,ag,...,ap)

7.11.1 Observaciones

o El método se extiende de forma sencilla a la estimacion de momentos conjuntos. Podemos usar
LS | X,Y; para estimar E(XY), etc.
e Por la ley débil de los grandes nimeros,

ap (X1, X2,...,Xy) =
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de modo que si lo que queremos es estimar los momentos muestrales, el método garantiza que los estimadores
son consistentes y sin sesgo.

En este caso, ademads, los estimadores son asintéticamente normales. Si lo que se desea estimar es una funcién
h continua de los momentos, entonces el método garantiza que el estimador T'(X) es consistente y, bajo
ciertas condiciones de regularidad, también es asintéticamente normal.

Ejemplo 3.1.1 Sea X ~ I'(p, «). Queremos estimar p y a. En lugar de conocer la funcién h (61, 602) sabemos

que:

p (p)2_p2+p
= + = 5
(8%

o 7
my
o _plp+1)
m2
Procediendo por igualacion:
?»” _pp+1)
m% meo
p _ptl
my m2
2 2
pmg = pmj +mj
m
p(mQ_m%):mi ! 2
2 ma — 1y
my
p =
mo —my
2
m
o= ! 5
mo —my
mi

Los estimadores por el método de los momentos se obtendran ahora sustituyendo p y a por p y & en la

expresion anterior, es decir:

)
I

as —a?

Hacemos lo mismo para el pardmetro « :

al

Q)
I

ag—a%
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7.12 El método del maximo de verosimilitud

7.12.0.1 Introduccién El método de la maxima verosimilitud, introducido por Fisher, es un método
de estimacién que se basa en la funcién de verosimilitud, presentada en el capitulo anterior. Basicamente
consiste en tomar como estimadores de los parametros aquellos valores que hagan mas probable observar
precisamente lo que se ha observado, es decir, que hagan que la muestra observada resulte més verosimil.

Ejemplo 3.2.1 Tomemos 5 papeles. En cada uno de ellos ponemos o bien un 7?47 o bien un 7-?, sin que se sepa
qué hay en cada papel, y los guardamos en una bolsa. Nuestro objetivo es estimar el niimero de papeles con el
signo 77 escrito. Extraemos tres papeles, devolviéndolos a la bolsa después de cada extraccién, y observamos
que ha salido lo siguiente: ?++-?. Los valores posibles para la probabilidad de ?-?, llamémosla p, son:

En la bolsa hay p

4242,17-7 0.2
374+7,277 04
274+ 7,377 0,6
174 72,4227 08

Supongamos que la variable X mide el nimero de 7-7 en tres extracciones consecutivas y que, por tanto,
sigue una distribucién binomial:

X ~ B(@3,p(?-7))
La probabilidad de sacar un 7-7 es:

pix=1=(}) -

Para cada uno de los valores de p, las probabilidades quedan asi:

p Pp[X =1]

0.2 3-0.2-0.8%2=0.384
0.4 3-0.4-0.6%=0.432
0.6 3-0.6-0.4%=0.288
0.8 3-0.8:0.2%2 =0.096

El valor de p que da una probabilidad mayor a la muestra, es decir, que la hace mas verosimil, es p = 0.4. El
método del maximo de verosimilitud consiste precisamente en tomar este valor como estimacion de p.

7.12.0.2 La funcién de verosimilitud Una vez introducido el método con un ejemplo, podemos pasar
a definirlo con mayor precisién. Para ello, comenzaremos con el concepto de funcién de verosimilitud. En el
capitulo anterior presentamos la funcién de verosimilitud como la funcién que resulta de considerar que, en la
funcién de probabilidad de la muestra, el parametro es variable y la muestra queda fija. Es decir:

f(z1,20,...,2n;0) — L(0;21,22,...,2,)

x variable, 6 fijo x fija, 6 variable
Esta definicién es basicamente correcta. En el caso de las variables discretas, donde f (x1, o, ..., x,;0) repre-

senta la probabilidad de la muestra, fijado 6, resulta intuitivamente claro decir que la verosimilitud representa
la 7probabilidad de la muestra para cada valor del parametro?. Refiriéndonos al ejemplo introductorio, resulta
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sencillo ver que se trata de ?dos puntos de vista? sobre la misma funcién. Fijado un valor del pardmetro, por
ejemplo, 0.4 , podemos considerar la probabilidad de diversas muestras posibles, como x = 0,z = 1,.. ., hasta
r=3:

f(xl,zg,...,:cn;ﬁ) = P0.4[X :JZ],.T = 031"'-53
3
= ( ) -0.47(0.6)37.

X

Andlogamente, fijada una muestra, por ejemplo, z = 1, podemos considerar la probabilidad de esta para
diversos valores del parametro, p = 0,0.2,...,1.

L(z1,22,...,2,;0) = Pp[X =1],2=0,0.2,04,...,1
=3-p(1-p)*.

En el caso de las distribuciones absolutamente continuas, el significado de la funciéon de verosimilitud ya no es
intuitivamente tan claro como en el caso de las discretas. En este caso, la funcién de densidad de la muestra
ya no representa la probabilidad de esta como en el caso de las discretas. Algunos autores intentan solucionar
esto explicando que existe una conocida aproximacién en que la funciéon de densidad es la probabilidad de un
suceso ?infinitesimal?. Lo que es importante en la funcién de verosimilitud, a la hora de hacer inferencias, es
la parte que es funcién del parametro. Esto hace que a menudo se considere que la expresién de la funcién de
verosimilitud mantenga solo aquella parte de f (x1,22,...,2,;0) que depende de 6, ignorando la parte que
dependa solo de la muestra. Es decir, si podemos factorizar f (x1,22,...,2,;0) como

f(x;0) = c(x) - g(x;0)

podremos prescindir de la ?constante? c(x) (constante porque no depende de 6 ) al considerar la verosimilitud.

L(0;x) = g(x;0) o< f(x;0)
Esto implica que L(#;x) no tiene por qué integrar a 1 , como en el caso de las probabilidades, y que depende
de las unidades de medida.

Ejemplo 3.2.2 Si X es discreta, X ~ P()), y suponemos n = 1 (muestras de tamao 1), tenemos que la f.d.p.
de la muestra es:

AI
Plz; N =e =
x!
con x =0,1,... Ahora, si hemos observado x = 5, la funcién de verosimilitud vale:

L(\;5) = e M\° [51,]

Como solo nos interesa la parte que es funciéon de A\, podemos ignorar é, es decir:
L(\;5) = e A% o Plx; .

Ejemplo 3.2.3 Si dada una muestra de tamaio 1, por ejemplo, © = 2, de una ley de Poisson P(\) queremos
comparar sus verosimilitudes respecto de los valores del parametro A = 1.5 o A = 3, lo que haremos sera
basarnos en la razén de verosimilitudes:
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L(A;z)  L(1.5;2)
Alx) = =
&) L(Azz)  L(3;2)
e 152 05020

2!
] T e7332 T (.4481

=1.12.

Como se observa, al basarnos en la razén de verosimilitudes, la parte correspondiente solo a la muestra no se
toma en cuenta. La razon de verosimilitudes sugiere que el valor A = 1.5 hace la muestra mas verosimil.

7.12.0.3 El método del maximo de verosimilitud Si partimos de las dos ideas que hemos visto en la
introduccién:

e Escoger como estimacion el valor que maximice la probabilidad de la muestra observada.
e La verosimilitud de la muestra es una aproximacién a la probabilidad de esta como funcién del valor
del parametro.

Una forma razonable de definir el EMV es entonces como aquel que maximice la verosimilitud.

Definicié 3.2 Un estimador T : @ — © es un estimador del maximo de verosimilitud para el parametro 6 si
cumple:

L(T(x);x) = SggL(f);X)

Como suele ocurrir en problemas de maximizacién, este valor ni existe necesariamente ni tiene por qué ser
dnico. Ahora bien, bajo ciertas condiciones (las habituales para los problemas de maximos y minimos) el
problema se podra reducir a buscar un maximo para la funcién de verosimilitud.

Ejemplo 3.2.4 Supongamos que 1, ..., Z, es una muestra de una poblacién de Bernouilli, X ~ Be(p), donde
queremos estimar p. La funciéon de masa de la probabilidad de X es:

P[X =] = P (xi;p) = p” (1 —p)' 7% donde 2; € {0,1};i=1,...,n
La funcién de verosimilitud es:
L(p; X) = szi(l — p)l_zi =D ?:1 xi’(l — p)Z?:l(l_xi)
i=1

Debemos buscar el méximo de L(p;x). En este caso, como en otros, es mas sencillo buscar el maximo de su
logaritmo, que, dado que es una funcién monétona, es el mismo que el méaximo de L

In L(p; x) = (Z%) ‘Inp+ <n—2xl> -In(1 — p)

Derivamos respecto a p:

OlnL(p;z) D Ti _n- > i1 T
Op P 1-p

e igualamos a cero la derivada, planteando lo que se denomina la ecuacién de verosimilitud, cuyas soluciones
nos conduciran eventualmente al estimador del médximo de verosimilitud.

Z?:lxi_nﬁzoéﬁ: Dim Ti

p(1 —p) n
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Si la segunda derivada es negativa en p entonces serd un maximo:

?mInL(pix) 0 (ZL zi —np) _ —nlp(t—p)] — (i @i —np) - (1—2p) _
(

o 9\ p(l—p) p? (1—p?)
—np+np* =Yz —np—2p> i 1xl—2np
= 20 =
Do w1+ 2p) — np?]
a p? - (1-p)?

que es negativa cuando p = p, de forma que p es efectivamente un méximo. El método analitico expuesto en
el ejemplo anterior, consistente en el calculo de un extremo de una funcién, no se puede aplicar en todas
las situaciones. En estos casos, una alternativa puede ser estudiar directamente la funcién de verosimilitud.
Veamos un ejemplo:

Ejemplo 3.2.5 Sea X1,...,X, X~ ~ U(0,0) 6> 0 desconocido. Sabemos que:

0  en caso contrario

F:0) = { b si 0 < min {o;} < max {a;} <0 }

La derivada respecto a ¢ es —zz=t, que se anula cuando ¢ 2 ooque lleva a una solucién sin sentido de la
ecuaciéon de verosimilitud. Una inspeccién de la grafica de la funcmn de verosimilitud revela que el EMV, en
este caso,

Figura 3.1: Funcién de verosimilitud para una distribucién uniforme es max {X,,..., X, }. Efectivamente,
consideremos cualquier otro valor #* diferente del maximo:

1 1
Si0*">Xy) = — < —»
™0 T (X))

Si 0% < X(ny = L(6%%) =0

ya que si un estimador toma un valor inferior al maximo de la muestra habra algtn valor muestral, z; para el
cual se verificard que 6* < x;, lo que hace la muestra inverosimil, y por tanto el estimador no es admisible. A
la vista de lo anterior, deducimos que el valor que maximiza L(#;x) es el maximo de la muestra.

Ejemplo 3.2.6 El método del maximo de verosimilitud se extiende de forma inmediata a los pardametros
K-dimensionales. Consideremos el caso de la ley normal X ~ N (u, 02). Aqui el pardmetro 6 es bidimensional,
es decir: 0 = (p,0?) € @ =R x R

1. La funcién de verosimilitud de una muestra de tamafo n es:

e 202 = ¢ 202

ol (mew? 1 2 imw)?
TV 2wo? B (2m)"/2 (02(n/2

2. Sacando logaritmos

Zz 1 (@i — M)Q

log L ((p,0%) ;%) = *% log(2m) — glog (%) = 202

3. La derivada de L() es la matriz de derivadas:

0log L((H7G'2);x)
2\ . o) — op _ — &
DlogL ((M) o ) ’X) = dlog L((1,02);x) ) - Z"' 1(111—,12L)2
do? =
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4. Planteando y resolviendo la ecuacién de verosimilitud tenemos:

izlA(;?i*ﬂ) —0

DlogL ((,6%);x) = S oy
i=1 e

264 262

de donde las raices de la ecuacion de verosimilitud son:

n —\2
hu =2, &%= —Zi:l (z: — 2) = 5%
n

5. Para decidir si las raices de la ecuacién de verosimilitud corresponden a un méaximo, analizamos la
matriz de derivadas segundas, denominada Hessiana.

8%z 8%z
_ ox? Ox0y
H=1 5. "
Oyozx Oy?

Una condicién suficiente para que un punto (xg,yo) sea un maximo es que el determinante de H sea positivo

< 0 = Hay un méaximo relativo en

2
y el menor en la posicién 7117 negativo, es decir: Si|H| > Oy% ( :
Z0,Yo

(z0,Yy0). Si evaluamos el Hessiano en el punto (f, 32) tenemos:

(7 %)
0 -2 /)

Las condiciones de extremo que hemos dado més arriba se verifican: Hyp < Oy|H| > 0, de manera que
podemos concluir que el estimador del maximo de verosimilitud de (u, 02) es, efectivamente, (i‘, 32).

8 Estimacién por intérvalos

8.1 Motivaciéon de los intervalos de confianza: la estimacién puntual casi siempre
es falsa

Como se ha visto en el capitulo anterior, un estimador puntual intenta proporcionar la mejor aproximacion
posible, en uno u otro sentido, al valor verdadero de los parametros poblacionales que se desean estimar y
que en realidad nos son desconocidos.

Sin embargo, ésto debe entenderse en el sentido de que no hemos de creer que el resultado de la estimacion
puntual ha de coincidir forzosamente con el valor verdadero del pardmetro poblacional que queremos estimar.
De hecho en muchas ocasiones de lo que podemos estar seguros es de la no-coincidencia. Baste considerar,
por ejemplo, una variable Normal y una estimacion de su esperanza a través de la media muestral. Como se
trata de una variable continua se tiene:

P(Xn:/i):(].

Esta expresién debe ser interpretada en el sentido de que la coincidencia del estimador con el pardmetro
verdadero es un suceso de probabilidad cero.

La estimacién por intervalos de confianza nos proporciona un rango de valores entre los que tendremos una
cierta certeza o nivel de confianza de que se encuentre nuestro pardmetro poblacional desconocido.
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8.2 Definicién formal de intervalo de confianza

Dada una muestra aleatoria simple, que podemos suponer se ha obtenido de una variable aleatoria (poblacion)
cuya distribucién depende de un parametro 6, diremos que los estadisticos Ly y Lo son un intervalo de
confianza para 6 con nivel de confianza (1 — «) - 100%, si se verifica:

1. L; < Ly para toda muestra de tamafio n.
2. P(Ll SQSLQ):I—OJ

Hay que destacar que en la segunda condicion, en nuestro contexto, el valor del parametro es fijo, lo que es
aleatorio son los estadisticos que delimitan el intervalo.

8.3 Un ejemplo de construcciéon de un intervalo de confianza
8.3.1 Planteamiento

Supongamos que tenemos una variable aleatoria que sigue una distribucién Normal N (u; o) donde la varianza
es un valor fijo conocido 02 = o2. Nuestro objetivo es, dada una muestra aleatoria simple de tamaiio n
de la variable obtener un intervalo de confianza con nivel de confianza del 95% para el pardmetro p de la

distribucién.
8.3.2 Desarrollo de la construccién
Utilizaremos la propiedad de que la media muestral sigue una distribucién Normal de pardmetros (u; o/y/n)
y, por tanto, si construimos el estadistico
_ X
UQ/\/ﬁ

su distribucién es una Normal estandar N(0,1). El hecho de que sea una distribucién conocida, que ademas
no depende del parametro que queremos estimar 1, nos permite, una vez construida la expresion siguiente

X —u
Ploz,,<2—H < —1-
(Za/2_00/\/ﬁ_za/2> “

determinar, de manera independiente de p el valor z,/, que delimita una probabilidad del 95% dentro del

intervalo centrado en cero (fza /25 Za /2). En este caso, para la distribucién N(0, 1), el valor es aproximadamente
1,96.
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NO;1)

0,45 -
04 -
0,35 -
03 -
0,25 -
02 -

0,15

-1,96 0 1,96

X —p
oo/vn

Sélo nos resta despejar p de la expresién anterior para obtener el intervalo definitivo

P <—1,96 < < 1,96> =0,95

v go ¥ go
PlX—-1.96—<u<X+1,96— ) =0,95
( O SesAEh ﬁ) ’

8.4 ;Por qué hablamos de confianza y no de probabilidad?

Cuando ya hemos calculado el valor de los estadisticos que delimitan un intervalo solemos decir de que dicho
intervalo contiene el pardmetro poblacional con un nivel de confianza, por ejemplo del 95 %. No decimos
que la probabilidad de que el pardametro esté dentro del intervalo es de un 95%, puesto que esto no tiene
sentido, ya que el parametro es un valor fijo.

Por ejemplo, es correcto decir que el intervalo (0,80;0,86) contiene el pardmetro p de una distribucién
Binomial con una confianza del 95%, pero seria incorrecto decir que la probabilidad de que el pardmetro esté
dentro del intervalo (0,80;0,86) es del 95%.

En nuestro contexto, el pardmetro poblacional es el que es, y no asociamos ninguna probabilidad ni fenémeno
aleatorio al respecto. En otros enfoques estadisticos (estadistica bayesiana) si que se considera el pardmetro
como un valor aleatorio, pero no es nuestro caso.
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La confianza del intervalo debe ser entendida como la fraccién de intervalos calculados a partir de una gran
serie de muestras de tamano idéntico que contienen el valor verdadero del parametro poblacional.

Simulacion de intérvalos de confianza

% M . . - EDE UNIVERSITATs:
{ D M/ Intervalo de confianza para la media de una distribucién Normal itk BARCELONA
. G%BIO Antonio Mifiarro, Statmedia (GIDC-UB) & GRBIO (SGR UPC+UB), 2016 o

]

Statmedia

EEcesimulacion) Porcentaje de aciertos: 0.8 ( 80 de 100 )
Confianza v
Gréfica de las 100 simulaciones
Numero de simulaciones
10 00 500
p— e

10 & M0 0 20 260 30 360 410 480 500

Tamafio muestral por simulacion

2 2 2 @ @ e 2 2w w2 20

Idioma
O Catala @ Castellano O English

https://www.grbio.eu/statmedia/Statmedia_5/

El enlace anterior apunta a una aplicacién Shiny que permite simular un niimero determinado de intervalos
de confianza para la media de una distribucié6 Normal, basados en muestras del mismo tamafio, y comprobar
en cuantas de las simulaciones el intervalo obtenido contiene el verdadero valor de la media poblacional a
partir del cual se han simulado las muestras. El porcentaje de aciertos deberia acercarse al nivel de confianza
con el que se han construido los intervalos.

Manteniendo constante el tamafio muestral, incrementar el nivel de confianza del intervalo implica que la
anchura de éste se incrementa. Es totalmente coherente con la légica, puesto que al exigir mayor seguridad
de que el parametro esté incluido en el intervalo lo que hacemos es alejar los limites inferior y superior para
incrementar la certeza de que incluya al pardmetro.

Como veremos mas adelante, la manera de disminuir la anchura del intervalo y mantener un nivel de confianza
deseado es incrementar el tamano de la muestra utilizada para la construccién del intervalo.

8.5 Elementos de un intervalo de confianza

A la hora de plantearnos la obtencién de un intervalo de confianza hemos de adoptar una serie de decisiones
previas.

e La primera y mas importante es la elecciéon del parametro poblacional del cual deseamos obtener la
estimacion. Generalmente esta eleccion estd relacionada la distribucién que asumimos para la variable
estudiada. De manera usual el parametro poblacional se corresponde con alguna de las caracteristicas de
las distribuciones. Por ejemplo, si deseamos un intervalo de confianza para la probabilidad de un suceso
trabajarfamos con el parametro p de la distribucién Binomial. En algtin caso, sin embargo, podemos
estar interesados en la obtencion de un intervalo de confianza para algin parametro, por ejemplo, la
media poblacional, sin hacer ninguna suposicién sobre la distribucién de la variable. Estariamos dentro
de la denominada estimacién no paramétrica.

e Una segunda eleccién es el nivel de confianza con el que deseamos trabajar. No es una eleccién sin
importancia, puesto que del nivel de confianza dependera la precision de la estimacién que obtengamos,
es decir, la anchura del intervalo. A mayor nivel de confianza exigido, mayor sera el radio del intervalo
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y por tanto menor la precisién en la estimaciéon. Generalmente se trabaja con niveles de confianza del
orden del 90% o 95%.

¢ Relacionado con el punto anterior tenemos la eleccién del tamafio muestral utilizado para la construccién
del intervalo. Hemos mencionado que aumentar la confianza significa aumentar la imprecisiéon de la
estimacion, sin embargo es posible ajustar una anchura del intervalo determinada para el nivel de
confianza deseado jugando con el tamano muestral utilizado.

La aplicacién mostrada en la seccién anterior nos permite ilustrar estos conceptos y ver cual es el efecto de
modificar el nivel de confianza o el tamano muestral sin que cambien el resto de condiciones. Generalmente el
investigador fijara el nivel de confianza con el que desea trabajar y la precision deseada para la estimacién.

Con estas premisas y basandose generalmente en la informaciéon adicional proporcionada por una muestra
piloto obtenida con anterioridad es posible determinar el tamano muestral minimo necesario para lograr los
objetivos fijados.

Si no se dispone de muestra piloto, es posible utilizar planteamientos alternativos, como los siguientes:

o Expresar la precisién en términos de fracciones de la desviacion tipica.
o Utilizar las suposiciones mas desfavorables posibles.

8.6 Meétodo del pivote

El método del pivote es uno de los principales métodos de construccién de intervalos de confianza. Generaliza
la técnica empleada en la construccion del intervalo utilizado como primer ejemplo.

Se basa en la elecciéon de una variable aleatoria que sea funcién de la muestra y del parametro a estimar, con
la condicién de que sea una funcién continua y monoétona del pardmetro y que su distribucion sea conocida e
independiente del parametro.

La expresion “distribucién independiente del parametro” puede generar cierta confusion porqué, uno no puede
evitar observar el pivote y ver que el parametro se encuentra incluido en la formma del mismo. Por ejemplo,

(X—p)
o/vn
confianza. Podemos decir que Z es un pivote para yu porque Z = (:;:fi) aunque contenga a 4 en su expresion,

si suponemos X ~ N(u, o), hemos visto que Z = es el punto de partida para construir el intérvalo de

sigue una distribucién N(0,1) que es la misma sea cual sea el valor de p por lo que no depende de éste.

De forma més general denominaremos “estadistico pivote” a una funcién ¢(, X) cuya distribucién no depende
del pardmetro y que puede ser invertida para expresar el pardmetro como la funcién (inversa), ¢—* de ¢.

Bajo estas condiciones, fijado el nivel de confianza (1 — &) - 100%, es posible encontrar los valores a y b tales
que

Pla<p@,X)<b)=1-« (1)

Por las condiciones exigidas sobre el estadistico, serd posible despejar 6 de la ecuacién anterior (1) y obtener
los limites para el intervalo.

Pl (a,X)<0<p (b, X)=1-a

siendo Ly = ¢ !(a, X) i Ly = ¢~ (b, X) los limites del intervalo deseado.

Hemos de tener en cuenta que los valores a y b que verifican (1) en general no son tnicos. La eleccién se
hace generalmente buscando que el intervalo tenga la mdxima precision, es decir, la longitud minima. Para
distribuciones simétricas y unimodales (Normal o ¢ de Student, por ejemplo) se consigue tomando el intervalo
centrado, es decir, dejando una probabilidad de a/2 a cada lado.
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8.7 Algunos estadisticos pivote

Estadistico pivote Distribucién del estadistico pivote Observaciones

a) Poblaciones Normales

7Z = ;f/?/% N(0,1) Varianza conocida
T = ;(/?/’% t de Student con n-1 grados de Varianza desconocida
libertad

_1yé2
Y2 = (n 012)5

x? con n — 1 grados de libertad

X1—X5)—(p1—p2) . iy
T = (— t de Student con n; +ny — 2 St = estimacion de la o
St/
TV /e grados de libertad desconocida pero comun a ambas
poblaciones

b) Proporciones
T =1Lt N(0,1) Distribucién asintética

Vpi/n

8.8 Intervalo de confianza para la media de una distribucién Normal

Dada una variable aleatoria con distribucién Normal N(u, o), el objetivo es la construccién de un intervalo de
confianza para el parametro p, basado en una muestra de tamano n de la variable.

Desde el punto de vista didactico hemos de considerar dos posibilidades sobre la desviacién tipica de la
variable, que sea conocida o que sea desconocida y tengamos que estimarla a partir de la muestra. El caso
de o conocida, ya comentado anteriormente, no pasa de ser un caso académico con poca aplicacién en la
practica, sin embargo es 1til desde del punto de vista didactico.

8.8.1 Caso de varianza conocida
Dada una muestra Xq,..., X, el estadistico
X—p
z =
a/vn

se distribuye segin una Normal estandar. Por tanto, aplicando el método del pivote podemos construir la
expresion

X —p
Plozy< 2"t —1-
(2o = Sk <) =10

donde z,/3 es el valor de una distribucién Normal estandar que deja a su derecha una probabilidad de «a/2,
de la que se deduce el intervalo de confianza

<p< X+ 2o

vn

X — Za/g

Sl

8.8.2 Caso de varianza desconocida
Dada una muestra Xq,..., X, el estadistico
S
S/n

se distribuye segtin una ¢ de Student de n — 1 grados de libertad. Por tanto, y siguiendo pasos similares a los
del apartado anterior, el intervalo de confianza resultante es
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A A~

- S - S
X*ta/gin § 1% < X‘i’ta/zi

vn vn

donde t,/3 es el valor de una distribucién t de Student con n — 1 grados de libertad que deja a su derecha
una probabilidad de «/2.

8.8.3 Calculo con R

El lenguaje R contiene un gran ntimero de procedimientos estadisticos implementados, pero los intérvalos de
confianza no son uno de ellos. Es decir, apenas existen funciones de base para calcular intérvalos de confianza
y estos aparecen ligados a las pruebas de hipdtesis como es el caso de los intérvalos para la media, que tan
sblo se pueden calcular con la funcién que realiza un test-t.

En esta seccién mostraremos con algo de detalle cémo calcular un intervalo de confianza para la media
de una muestra utilizando diferentes métodos: 1. Célculo manual. 2. Uso de una funcién personalizada
(Calcula_IC_Media). 3. Uso del paquete DesctTols.

# Generar datos stmulados
set.seed(123) # Para reproducibilidad
muestra <- rnorm(30, mean = 50, sd = 10) # 30 observaciones con media 50 y desviacién estdndar 10

# Tamafio de la muestra
n <- length(muestra)

# Media muestral
media <- mean(muestra)

# Desviacion estandar muestral
sd_muestra <- sd(muestra)

# Grados de libertad
gl <-n -1

# Nivel de confianza
nivel_confianza <- 0.95
alpha <- 1 - nivel_confianza

# Valor critico t
t_critico <- qt(1 - alpha / 2, df = gl)

# Margen de error
margen_error <- t_critico * sd_muestra / sqrt(n)

# Limites del intervalo
limite_inferior <- media - margen_error

limite_superior <- media + margen_error

# Mostrar resultados
cat("Calculo manual:\n")

8.8.3.1 Paso a paso: Célculo manual del intervalo de confianza

## Calculo manual:
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cat("Intervalo de confianza (95%): [", limite_inferior, ", ", limite_superior, "]\n")

## Intervalo de confianza (95%): [ 45.86573 , 53.19219 ]

cat("Media muestral: ", media, "\n")

## Media muestral: 49.52896

cat("Margen de error: ", margen_error, "\n")

## Margen de error: 3.663229

8.8.3.2 Uso de la funcién Calcula_IC_Media Dado lo extenso del calculo podemos definir una funcién
para automatizar los pasos anteriores:

Calcula_IC_Media <- function(muestra, nivel_confianza = 0.95) {
# Tamafio de la muestra
n <- length(muestra)

# Media muestral
media <- mean(muestra)

# Desviacion estandar muestral
sd_muestra <- sd(muestra)

# Grados de libertad
gl <-n -1

# Valor critico t
alpha <- 1 - nivel_confianza
t_critico <- qt(1 - alpha / 2, df = gl)

# Margen de error
margen_error <- t_critico * sd_muestra / sqrt(n)

# Limites del intervalo
limite_inferior <- media - margen_error
limite_superior <- media + margen_error

# Resultado como lista

return(list(
media = media,
margen_error = margen_error,
limite_inferior = limite_inferior,
limite_superior = limite_superior,
nivel_confianza = nivel_confianza

))

}

Si ahora la aplicamos a los datos anteriores, obtendremos el mismo resultado con una llamada mucho mas
compacta.

# Calcular el intervalo con la funcion
resultado_funcion <- Calcula_IC_Media(muestra, nivel _confianza = 0.95)

# Mostrar resultados
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cat("Calculo con la funcién:\n")

## Calculo con la funcidn:

cat("Intervalo de confianza (95%): [", resultado_funcion$limite_inferior, ", ", resultado_funcion$limit.

## Intervalo de confianza (95%): [ 45.86573 , 53.19219 ]

cat("Media muestral: ", resultado_funcion$media, "\n")

## Media muestral: 49.52896

cat("Margen de error: ", resultado_funcion$margen_error, "\n")

## Margen de error: 3.663229

8.8.3.3 Uso del paquete DesctTols El paquete Desctools simplifica el calculo e interpretacién de
intervalos de confianza.

# Usar DescTools para intervalos de confianza
library(DescTools)
MeanCI (muestra, conf.level = 0.95)

## mean lwr.ci  upr.ci
## 49.52896 45.86573 53.19219

Como puede verse los tres métodos proporcionan el mismo resultado por lo que, en aras de la simplificacién,
siempre que se disponga de una funcién incorporada en un paquete utilizaremos ésta.
8.8.4 Tamano de muestra para la media de una distribucién Normal

La formula para el intervalo de confianza

~ N

_ S - S
X_ta/27 Sps X+toz/27

vn vn

nos da la expresion que permite calcular el tamano muestral para conseguir una precisién determinadas:

2 /252
d2

donde d es el radio maximo deseado para el intervalo y £, /o es el valor de una distribucién ¢ de Student, con
n — 1 grados de libertad que deja a su derecha una probabilidad de «/2.

Para aplicar la férmula es necesario conocer el valor estimado para la desviaciéon tipica. Tenemos varias
opciones:

e Obtener una muestra piloto de un tamafo arbitrario, no necesariamente grande, y obtenida la estimacién
de la desviacion tipica sustituirla en la expresién anterior. El nimero de grados de libertad de la t de
Student debe ser n; — 1, donde n; es el tamafno muestral de la muestra piloto. Una vez obtenido el
intervalo basado en la nueva muestra, se debe comprobar que se ha logrado la precisién deseada para
dar por definitivo el resultado.

e Sino es posible la obtencién de una muestra piloto, todavia es posible el calculo del tamano muestral si
definimos el radio del intervalo como una fracciéon de la desviacién tipica de la poblacién,

d= Ko

y utilizamos como férmula para calcular el tamaio muestral
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2 2
Za/20

d2

donde z, /5 es el valor de una distribucién Normal estdndar que deja a su derecha una probabilidad de a/2.

La formula final que resulta es:

2
o Za/2

K2
o La tltima posibilidad es sustituir en la expresién (1) el valor de la desviacién tipica por el valor maximo
que se considere que pueda tomar basado en datos bibliograficos previos o en el criterio del investigador.

8.8.4.1 Calculo del tamafo muestral usando R Como en el caso anterior es posible implementar las
formulas directamente con R o usar algin paquete especifico samplesizeo el mismo DescTools que incorpora
la funcién MeanCIn que, a partir del intérvalo de confianza centrado en la media y la desviacion retorna el
tamano necesario para alcanzar una precisiéon determinada.

Por ejemplo si en el ejemplo anterior, con una media de 49.53 y una desviacion de 9,81 se desa una precisién
(anchura del intérvalo entre dos) de 3 con confianza del 90%:

library(DescTools)

prec<- 3

m <- 49.53

conf =0.9

MeanCIn(ci=c(m-prec, m+prec), sd=9.8, conf.level=conf)

## [1] 30.75626

conf =0.95
MeanCIn(ci=c(m-prec, m+prec), sd=9.8, conf.level=conf)

#i# [1] 43.43345

conf =0.99
MeanCIn(ci=c(m-prec, m+prec), sd=9.8, conf.level=conf)

## [1] 74.61462

prec <- 2; conf <- 0.95
MeanCIn(ci=c(m-prec, m+prec), sd=9.8, conf.level=conf)

## [1] 94.66357

8.9 Intervalo de confianza para la varianza de una distribucién Normal

Dada una variable aleatoria con distribucién Normal N(u; o), el objetivo es la construccién de un intervalo de
confianza para el pardmetro o, basado en una muestra de tamano n de la variable.

A partir del estadistico

2 _ (n—1)§
X :T

la férmula para el intervalo de confianza, con nivel de confianza 1 — « es la siguiente

_ 1142 _1)82
(n—1)8 < 2<(n 1)S

g

2 2
Xaa/2 Xl—a/2
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Donde Xi /2 €8 el valor de una distribucién Ji al cuadrado con n — 1 grados de libertad que deja a su derecha
una probabilidad de a/2.
Por ejemplo, dados los datos siguientes:

e Distribucién poblacional: Normal

o Tamano de muestra: 10

o Confianza deseada para el intervalo: 95%
e Varianza muestral corregida: 38,5

Un intervalo de confianza al 95% para la varianza de la distribucién viene dado por:

9-38,5 9 _9-38,5
<o <
19,031 — - 2,699

que resulta, finalmente
o? € (18.207; 128, 381)

8.10 Intervalo de confianza para una proporcién

Dada una variable aleatoria con distribucién Binomial B(n,p), el objetivo es la construccién de un intervalo
de confianza para el parametro p, basada en una observacion de la variable que ha dado como valor z. El
mismo caso se aplica si estudiamos una Binomial B(1, p) y consideramos el nimero de veces que ocurre el
suceso que define la variable al repetir el experimento n veces en condiciones de independencia.

Existen dos alternativas a la hora de construir un intervalo de confianza para p :

e Considerar la aproximacion asintética de la distribucién Binomial en la distribucién Normal.
o Utilizar un método exacto.

8.10.1 Aproximacion asintética

Tiene la ventaja de la simplicidad en la expresién y en los célculos, y es la més referenciada en la mayoria de
textos de estadistica. Se basa en la aproximacién

X ~ B(n,p) — N(np, /npq)

que, trasladada a la frecuencia relativa, resulta
p=X/n— N(p,\/pqg/n)
Tomando como estadistico pivote

p—0p
VPi/n

que sigue una distribucién N(0, 1), y anadiendo una correccién por continuidad al pasar de una variable
discreta a una continua, se obtiene el intervalo de confianza asintético:

. [Pq | 1
+ z, — 4+ —
P Ze/2/2 n +2n

7 =
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donde 2,/ es el valor de una distribucion Normal estdndar que deja a su derecha una probabilidad de o/2
para un intervalo de confianza de (1 — «) - 100%. Las condiciones generalmente aceptadas para considerar
valida la aproximacién asintética anterior son:

El intervalo obtenido es un intervalo asintético y por tanto condicionado a la validez de la aproximacion
utilizada. Una informacion més general sobre los intervalos de confianza asintéticos puede encontrase aqui.

8.10.1.1 Calculo con R Para ver como calcular un intervalo de confianza asintético puede consultarse
el ejemplo en R-Tutor: interval-estimate-population-proportion

8.10.2 Intervalo exacto

Aun cuando las condiciones anteriores no se verifiquen, es posible la construccién de un intervalo exacto,
valido siempre pero algo més complicado en los célculos. Es posible demostrar que un intervalo exacto para
el pardmetro p viene dado por los valores siguientes:

X iy = (X + D Fa)2(x41).2(0—x)
y V2 —
(n—X+1DFy@2m-x+1)2x T X (n—X) 4+ (X +1)Faz,2,(X+1),2(n—R)

pP1 =

donde F, /5, es el valor de una distribuciéon F' de Fisher-Snedecor con a y b grados de libertad que deja a
su derecha una probabilidad de a/2 para un intervalo de confianza de (1 — «) - 100%.

Una justificacién de los intervalos de confianza exactos para distribuciones discretas puede encontrarse aqui.

8.10.2.1 Calculo con R En general los paquetes de R implementan multiples métodos exactos. Este es
el caso de DescToolsque implementa mds de una docena de métodos (podéis hacer ? DescTools: :BinomCI
para aprender cuales son).

Por ejemplo si hemos obtenido un valor de 37 con un tamafio muestral de 43 (es decir una estimacién puntual
de 37/43 = “0.8604651) el intervalo de confianza se calculard como:
BinomCI (x=37, n=43,

method=eval (formals (BinomCI) $method)) # return all methods

## est lwr.ci upr.ci
## wilson 0.8604651 0.7273641 0.9344428
## wald 0.8604651 0.7568980 0.9640322
## waldcc 0.8604651 0.7452701 0.9756601
## agresti-coull 0.8604651 0.7235600 0.9382469
## jeffreys 0.8604651 0.7348110 0.9395927
## modified wilson  0.8604651 0.7273641 0.9344428
## wilsoncc 0.8604651 0.7137335 0.9419725
## modified jeffreys 0.8604651 0.7348110 0.9395927
## clopper-pearson 0.8604651 0.7206752 0.9470234
## arcsine 0.8604651 0.7346862 0.9424696
## logit 0.8604651 0.7224337 0.9359412
## witting 0.8604651 0.7493378 0.9273288
## pratt 0.8604651 0.7661306 0.9472522
## midp 0.8604651 0.7321815 0.9414281
## lik 0.8604651 0.7372546 0.9420472
## blaker 0.8604651 0.7255152 0.9374534

Ante la duda de que método usar lo mejor es usar el métod por defecto (el primero de la lista anterior).
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BinomCI (x=37, n=43)

## est lwr.ci upr.ci
## [1,] 0.8604651 0.7273641 0.9344428

8.10.3 Tamano muestral para una proporciéon

A partir de la formula para el intervalo de confianza

R pqg 1
+ 2| L4
D= 2q/2/2 n+2n

podemos determinar el tamafio muestral necesario con el fin de que la precisiéon de la estimacién sea la
deseada con antelacién. La féormula que resulta es

Za/2Pd
d2

donde d es el radio méaximo deseado para el intervalo y z,/, tiene el significado habitual. Nétese que no
hemos tenido en cuenta el tltimo término de la primera expresion.

La aplicacién efectiva de la férmula obtenida requiere el conocimiento de p y de ¢ = (1 — p), valores que nos
son desconocidos en la practica. Para solventar este problema tenemos dos alternativas:

o Considerar el caso mas desfavorable posible, es decir, aquel que verifique que p - ¢ da el valor maximo
posible. Es facil verificar que esto sucede si p = 0,5. En este caso el producto es p - ¢ = 0,25.

e Utilizar un valor de referencia obtenido a partir de una muestra piloto o a partir de datos bibliograficos
y utilizar el valor compatible con la informacién mas cercano a p = 0, 5.

A partir de la férmula puede comprobarse que el tamafnio muestral requerido, una vez fijada p, crece al
incrementarse la confianza del intervalo y crece también al incrementarse la precisién (al disminuir el radio).
8.10.3.1 Calculo con R Para ver como determinar el tamano muestral necesario para construir un
intervalo de confianza para una proporcion, pueden consultarse los mismos recursos

e Para el cédlculo del tamano muestral asociado a un intérvalo de confianza asintético tético puede
consultarse R-Tutor: sampling-size-population-proportion

8.11 Intervalo de confianza para el parametro de una distribucién de Poisson

Dada una variable aleatoria con distribucién de Poisson P(\), el objetivo es la construcciéon de un intervalo
de confianza para el parametro A\, basado en una muestra de tamano n de la variable.

Del mismo modo que para una proporcién, existe una soluciéon exacta y una aproximacién asintética al
intervalo de confianza para el pardmetro A.
8.11.1 Aproximacién asintética

Para valores del parametro A\ grandes, la distribuciéon de Poisson puede aproximarse a una distribucién Normal
segun:

P(\) = N(A\, V)
Dada una muestra de n observaciones independientes distribuidas segiin una Poisson de parametro A\, X;j

~ P(A), como la distribucién de Poisson es aditiva en A se cumple que Y X; ~ P(nA). Esta tltima distribucién,
si procede, podra aproximarse a una distribucién Normal:
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n
Z X; = N(nAvnl)
i=1
Por tanto, es inmediato comprobar que:

P (—Za/zx/)\/n <X-A< za/Q\/A/n) =1—-«

donde 2,/ es el valor de una distribucién Normal standard que deja a su derecha una probabilidad de a/2.

La desigualdad es equivalente a
2 v 2 _ Ao
— QAX + )\ < EZG’/2
El valor de A estard comprendido entre las dos raices de la ecuaciéon de segundo grado
_ oz _
A2+A<2x‘”/2> +X2=0
n

Y, finalmente, se obtiene el intervalo de confianza
22 24
> “a/2 a/2 a/2
re | X X
+ m n + 4n?

Si no son aplicables las condiciones para utilizar la aproximacién asintotica puede utilizarse la solucién exacta,
valida siempre. Puede demostrarse que el intervalo exacto para el parametro A viene dado por

8.11.2 Intervalo exacto

1 n
AL = %Xia/z (2 ‘ ZXz) Ao = Xa/z ( ZXz + 2)
i=1

donde Xi /Q(n) es el valor de una distribucién Ji al cuadrado con n grados de libertad que deja a su derecha
una probabilidad de a/2.

8.11.3 Tamano de muestra para el parametro de una distribucién de Poisson

Para determinar el tamafio muestral, se parte de la aproximacién
P(A\) = N(\, V)
La expresién que resulta para el tamano muestral es:

a/2)\

d2

Como suele ocurrir, la férmula depende del pardametro desconocido y las alternativas vuelven a ser:

o Utilizar una muestra piloto o datos externos para estimar \ y tomar el valor médximo que se considere
que puede valer.
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« Conformarse con una precisién del tipo d? = K2\, de manera que la férmula queda reducida a
n= zi /2 JK*?

8.12 Intervalo de confianza para la diferencia de medias de distribuciones nor-
males independientes.

8.12.1 Varianza comin

8.12.1.1 Caso de varianza desconocida y comiin Supondremos la existencia de dos poblaciones sobre
las que una variable determinada sigue una distribucién Normal con idéntica varianza en las dos. Sobre
la poblacién 1, la variable sigue una distribucién N (1, 0) y, sobre la poblacién 2 , sigue una distribucién
N (p2,0). Igualmente supondremos que disponemos de dos muestras aleatorias independientes, una para
cada poblacién, de tamanos muestrales n; y no respectivamente.

El objetivo es construir un intervalo de confianza, con nivel de confianza ( 1 — « ) 100%, para la diferencia de
medias

H1 — M2

El método se basa en la construccién de una nueva variable D, definida como la diferencia de las medias
muestrales para cada poblacién

D=X; - X,

Esta variable, bajo la hipotesis de independencia de las muestras, sigue una distribuciéon Normal de esperanza

H1 — H2
y de varianza
1 1
Var(D) = o* ( + )
ny N9

La estimacién conjunta, a partir de las dos muestras, de la varianza comun viene dada por la expresion

e (n1—1)- 82+ (np—1)-53
ST:

n1+n2—2

y, utilizando la propiedad de que la variable

(n1+ng —2) S%
2

g

sigue una distribucién x? con n; + ny — 2 grados de libertad, podemos construir un estadistico pivote que
siga una distribucién ¢ de Student y que nos proporciona la férmula siguiente para el intervalo de confianza
para la diferencia de medias:

_ _ A 1 1 - = A 1 1
(Xl_XQ)_ta/2'ST'\/n71+n72§,U/1_/i2§(XI_X2)+tak2'ST' n71+n72

donde /o es el valor de una distribucién ¢ de Student con n; +ny — 2 grados de libertad que deja a su
derecha una probabilidad de «/2.
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8.13 Intervalo de confianza para la diferencia de medias de distribuciones nor-
males independientes.

8.13.1 Varianza diferente
8.13.2 Caso de varianzas desconocidas y diferentes

Cuando tenemos razones para suponer que la varianza no es comin, no podemos utilizar el estadistico anterior.
Hemos de destacar que, en esta situacion, no existe un método exacto que permita obtener el intervalo de
confianza deseado. Lo mdas que tenemos son aproximaciones a la solucién. Un intervalo aproximado con nivel
de confianza (1 — «) - 100% es

S, 8 L
*1+*2§M1*M2§(X1*X2)+ta/2'

(X1 - X2) —tays- .

donde S, y Sy son las varianzas muestrales corregidas para cada poblacién y donde t,/5 es el valor de una
distribucién ¢ de Student con g grados de libertad, donde

(5'12/”1 + S%/”2)2

(82/n1)? | (83/ma)®
ni+1 na+1

g:

+

Si los grados de libertad resultantes son decimales, puede optarse por hacer una interpolacién entre los dos
valores enteros mas cercanos o bien por tomar el valor mas desfavorable, aquel que suponga un radio mayor
para el intervalo de confianza y que coincide con el redondeo a la baja de los grados de libertad.

8.13.3 Intérvalos de confianza y decisiones estadisticas

Es, por tanto, importante, antes de proceder a la obtencion del intervalo de confianza para la diferencia de
medias, verificar si la suposicién de homogeneidad de varianzas es razonable o no. Una manera de verificarlo
consiste en la construccion del intervalo para el cociente de varianzas, tal como se explica més adelante,
y comprobar si en dicho intervalo esta incluido el valor 1. La inclusién de la unidad dentro del intervalo
resultante, la debemos interpretar en el sentido de que la muestra no proporciona evidencia suficiente para
afirmar que las varianzas son diferentes y, por tanto, no es incorrecta la utilizacion del intervalo para varianza
comun. De manera andloga, el intervalo de confianza para la diferencia de medias nos puede servir para
verificar la suposicién de que las medias son iguales o diferentes; en este caso, si el valor 0 estd incluido en el
intervalo, la conclusion es que la muestra no proporciona evidencia suficiente para afirmar que las medias son
diferentes.

Nota importante: El parrafo anterior nos introduce en la posibilidad de utilizar intervalos de confianza para
verificar o rechazar ciertas suposiciones sobre el pardmetro o los pardmetros de las distribuciones. La técnica
especifica para la verificacién de dichas suposiciones o hipétesis a partir de muestras aleatorias se verd en
los temas siguientes, donde se introduce el concepto de contraste de hipétesis, sin embargo no podemos
dejar de mencionar aqui que los intervalos de confianza nos pueden proporcionar una técnica alternativa o
complementaria para la resolucién de contrastes.

8.14 Intervalo de confianza para el cociente de varianzas de distribuciones
normales independientes

Supondremos la existencia de dos poblaciones sobre las que una determinada variable sigue una distribucion
Normal. Sobre la poblacién 1 la variable sigue una distribucién N (u1,01) y sobre la poblacién 2 sigue una
distribucién N (ug2,02). Igualmente supondremos que disponemos de dos muestras aleatorias independientes,
una para cada poblacion, de tamanos muestrales nq y no respectivamente.
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El objetivo es construir un intervalo de confianza, con nivel de confianza ( 1 —a ) » 100%, para el cociente
de varianzas

El estadistico pivote utilizado es

que sigue una distribucién F' de Fisher con n; — 1 y no — 1 grados de libertad. El intervalo de confianza que
resulta es

8% _ot _ 88
Fopp = 03 = Fi_ap

donde F, /5 es el valor de una distribuciéon F' de Fisher-Snedecor con n; — 1y nz — 1 grados de libertad que
deja a su derecha una probabilidad de «/2.

8.15 Complementos
8.15.1 Interpretacion geométrica de los intervalos de confianza

Es posible tener una visiéon grafica de los intervalos de confianza, los limites del intervalo pueden ser
representados por curvas en el plano formado por el parametro que queremos estimar y el estadistico utilizado
para construir el pivote. Esta visién nos puede ayudar en la interpretacion y la comprensién de los intervalos
o de sus propiedades.

Por ejemplo, el intervalo del 95% para la esperanza de una distribucién Normal con varianza conocida y para
una muestra de tamano n = 9, de férmula

X

g

< XJrZa/zﬁ

o
- Za/zﬁ <

puede representarse por medio de la figura siguiente:
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0 1 2 3 4 5

media muestral

El eje horizontal representa la media muestral y el eje vertical el valor del intervalo para el parametro p.
Como puede observarse los limites son lineas rectas y la anchura del intervalo es la misma para cualquier
valor de la media.

Veamos ahora la representacion gréafica del intervalo para una proporcién. La férmula es

A / pAq 1
:l: c - -
p z /2/2 + B)

y, para una muestra de tamafio n = 9 y un intervalo de confianza del 95%, la gréfica resultante es:
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frecuencia observada

El eje horizontal es la frecuencia relativa observada y el eje vertical el intervalo de confianza para la proporcién.
Podemos notar que la anchura del intervalo varia y que, en el caso més desfavorable, la maxima amplitud se
da para una frecuencia observada de 0,5.

8.15.2 Intervalos para muestras grandes

Bajo ciertas condiciones de regularidad, es posible construir intervalos de confianza asintéticos de una manera
bastante general.

Si suponemos que un parametro 6 tiene una estimacién méaximo verosimil 0*, la distribucién asintética del
estimador, bajo condiciones generales de regularidad, es Normal, de media el valor verdadero del parametro 6
y varianza igual a la cota de Cramér-Rao o2 (6*).

1/ nE(iﬂmﬂXﬁO2:awﬂ

Bajo las suposiciones anteriores, es posible construir un intervalo de confianza asintético y con nivel de
confianza (1 — «) - 100% a partir de

0*—0
P =242 < <zap|=1-a

1/1/nE (& In f(X,6))

donde los valores de z, s se calculan a partir de la distribucién N(0,1) de forma que P (|Z] > z,/2) = a. Es
decir, se utiliza como estadistico pivote
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Estadistico pivote Distribucién del estadistico pivote Observaciones

7 = gz;‘% N(0,1) Distribucién asintética, 6* es la
estimacién méaximo verosimil del
pardmetro y o (6*) es la cota de

Créamer-Rao

El intervalo de confianza aproximado que resulta es:

0" — 2420 (07) <0 < 0" + 2420 (07)

8.15.3 Intervalos exactos para distribuciones discretas

El procedimiento que permite obtener los intervalos exactos para los pardametros de las distribuciones discretas,
por ejemplo los parametros A de la distribucién de Poisson o p de la Binomial, se explica a continuacion.

Consideramos que la variable aleatoria discreta tiene por recorrido {0, 1,2, ...} v depende de un pardmetro
desconocido . Si suponemos que se ha obtenido una muestra de tamafio 1 y de valor k (donde k puede ser,
por ejemplo, la frecuencia con que se ha presentado un suceso en n experiencias o la suma de n observaciones
distribuidas segin una distribucién de Poisson), se trata de resolver las ecuaciones siguientes:

> P@=i/0) =a/2
=
k

> P(z=i/) =a/2

=0

Las soluciones 67 y 65 constituyen el intervalo de confianza de nivel de confianza (1 — «) - 100% buscado.

Veamos un ejemplo: Supongamos que tenemos una variable Binomial con n = 4 y que una observaciéon nos
ha dado x = 2. ;Cuél es el intervalo de confianza del 95% para el parametro p ?

Hemos de resolver las ecuaciones siguientes:

P(X=0)+P(X=1)+P(X=2) = (é) (1-p)*+ (?)p(l -p)*+ (;)pQ(l —p)?=0,025
P(X=2)+P(X=3)+P(X =4)= (;l>p2(1 -p)?+ (;L)p?’(l -p)+ CDp‘* =0,025

Utilizando un programa de célculo numérico (el Mathematica, por ejemplo) obtenemos como soluciones
significativas p; = 0,932414, para la primera, y po = 0,067586, para la segunda; quedando finalmente el
intervalo ( 0,067586;0, 932414 ).

Podéis comprobar el resultado aqui, tomandon =4y x = 2.

En la bibliografia existen numerosas tablas para el calculo de dichos intervalos, pero también son aplicables
las férmulas presentadas para la Binomial y la Poisson.

8.15.4 Una aproximacién diferente para la distribucién de Poisson

Hemos visto con anterioridad la construccién del intervalo de confianza para el pardmetro A de una distribucién
de Poisson. Los célculos y la férmula del intervalo eran algo complejos, sin embargo, si en lugar de trabajar
directamente con la variable, efectuamos una transformacién previa, en particular, si trabajamos con la raiz
cuadrada de la variable, el problema puede simplificarse notablemente.
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Puede demostrarse que

X — P(\) = VX = N(V\;1/2)

La transformacion de la raiz cuadrada es una transformacion estabilizadora de la varianza, la ventaja es que
la varianza resultante (0,25) no depende del pardmetro A que se ha de estimar, facilitando la obtencién de
resultados. En nuestro caso,

Zn:Xi SN (\/nTg,l/z)

y se obtiene facilmente el intervalo de confianza

donde z, es el valor de una distribuciéon Normal estdndar que deja a su derecha una probabilidad de a. Y, si
despejamos,

Comparad la férmula obtenida con la desarrollada en el caso de no utilizar la transformacion.

8.15.5 Aproximacion mediante Chébishev

El teorema de Chébishev nos proporciona una aproximacion al problema de construcciéon de intervalos de
confianza para los valores de una variable aleatoria independientemente de su distribucién. No es por tanto
una estimacién paramétrica a través de intervalos de confianza, sino inicamente una manera de acotar la
probabilidad de una variable aleatoria alrededor de su esperanza.

La ventaja del enfoque basado en Chébishev es que no es necesaria ninguna suposiciéon sobre la distribucién
de la variable, la tinica condicién es la existencia de esperanza y de varianza finita para la variable aleatoria.

El inconveniente es la falta de precision de la estimacién, puesto que trabajamos con una cota superior para
la probabilidad de desviacién de una variable aleatoria respecto a su esperanza.

La férmula utilizada es

Var(X)

P(X - B(X)| 2 h) < 75

donde h > 0. Una vez que se dispone de los valores de la esperanza y de la varianza de la variable, es posible
fijar la probabilidad deseada y despejar el valor de h que nos proporciona el radio del intervalo centrado en la
esperanza.

B Var(X)
" 1 — Probabilidad deseada del intervalo

h2

El resultado final se interpreta en el sentido de que la probabilidad de que la variable se encuentre dentro del
intervalo construido es mayor o igual que la probabilidad fijada.

144



9 Pruebas de hipétesis

9.1 Introduccion
9.1.1 De las hipdétesis cientificas a las hipdtesis estadisticas

Antes de introducir los conceptos asociados al contraste estadistico de hipdtesis, es conveniente situar este
tema en el contexto mas general de la confirmacion de hipétesis, materia que la filosofia de la ciencia estudia
en profundidad. Asi pues, en este punto solo se plantean consideraciones generales, dejando para los siguientes
apartados como aborda la Estadistica este tema.

Una cuestién esencial en cualquier rama de la ciencia -bésica o aplicada- es cémo verificar hipétesis sobre un
determinado fenémeno real. Muchas veces, cuando se expone este tema al estudiante durante las primeras
etapas de su formacién cientifica, el llamado método de razonamiento cientifico se simplifica en exceso,
presentando la verificacion de hipétesis en términos absolutos. En este esquema simplificado del método
cientifico se expone cémo teorizar sobre un determinado aspecto de la realidad mas o menos de la siguiente
forma:

a) se formula una teoria (o una hipdtesis, o una ley, ...) sobre el fenémeno de estudio
b) se disefia un experimento para tratar de corroborar dicha teoria
¢) si los resultados del experimento concuerdan con la teorfa, ésta se da provisionalmente por valida

d) si el experimento contradice la teoria, se vuelve al apartado a), se modifica la ley o se elabora una
nueva, de modo que se ajuste a la realidad experimental.

e) cualquier teorfa relacionada con aspectos de la realidad es siempre provisional, pendiente de ser revisada
al entrar en conflicto con resultados de experimentos posteriores.

Esta forma de proceder -como veremos, excesivamente simplista- se basa en el hecho de asumir que en
cualquier experimento se obtendrdn resultados que serdn o bien totalmente contradictorios con la teoria (y
por tanto habrd que abandonarla inmediatamente) o bien concordantes con la teorfa (y por tanto resulta
razonable mantenerla).

Antes se ha calificado este método de validacién como absoluto: si obviamos el posible error experimental, la
decisién que se tome no conllevard ningun error, ya que basta con verificar los resultados del experimento
para aceptar o rechazar la teoria.

Debe quedar claro al lector que el esquema anterior no es el de un contraste estadistico, y de hecho el
desarrollo de este tema se encargara de revisarlo. En los préximos apartados se expondra, para empezar, una
primera idea fundamental en Estadistica: cuando se introduce un modelo de probabilidad para explicar un
fenémeno, emerge inevitablemente un error ya en la misma toma de decisiéon. En otras palabras, el esquema
anterior debe revisarse en los puntos ¢) y d).

Una vez se han expuesto estas cuestiones fundamentales en los primeros puntos del capitulo, entraremos en el
nucleo de este tema que consiste en el desarrollo ya puramente técnico del contraste estadistico de hipotesis.

9.1.2 Del lenguaje natural a la hipétesis estadistica

Es necesario considerar, antes de afrontar la validacién estadistica de una hipétesis, como se plantea ésta en
términos estadisticos, ya que su formulacion exige una traduccién del lenguaje natural.

Conviene pues recordar que una hipotesis sobre un determinado fenémeno se formula en lenguaje natural
como una proposicion sobre la realidad. Por ejemplo, si se esta estudiando determinada especie de aves, una
posible hipétesis es que la proporcién de machos es idéntica a la de hembras. Un segundo ejemplo nos lo
proporciona el estudio del metabolismo humano en donde se propone como hipdtesis que la concentracion de
cierta hormona se mantiene constante cuando se suministra un farmaco anabolizante.
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Las hipdtesis planteadas en los ejemplos, similares a otras que se trataran en este capitulo se denominan
genéricamente hipdtesis paramétricas porque hacen referencia a caracteristicas de la poblacion que pueden
relacionarse directamente con los parametros de un modelo probabilistico que la describe. Por ejemplo, si
utilizamos una distribucién binomial para representar el niimero de aves hembra en un nido, la proporciéon de
hembras se corresponde con el parametro p de dicha distribucién.

Asi pues, el primer esfuerzo que debe realizar el experimentador es trasladar sus hipdtesis, que generalmente
expresa en lenguaje natural, a afirmaciones (proposiciones) sobre los pardmetros de la distribucién que
considere mas apropiada para describir el fenémeno que estudia.

En ocasiones, sin embargo, la seleccién misma del modelo probabilistico puede ser el problema. En estos casos
la hipotesis se formulara en erminos de la distribucién en vez de los parametros de la misma. Por ejemplo al
hablar de la concentracién de la hormona durante la metabolizacioén de un farmaco el investigador puede
desear decidir si es mas adecuada una distribucién normal o una distribucién gamma para representar dicha
concentracién. En este caso hablariamos de hipdtesis no paramétricas, que se discutiran mas adelante en el
curso.

En los casos practicos siguientes, cuya solucién completa se vera a lo largo del capitulo, se presentan dos
situaciones diferentes.

9.1.3 Caso 1: Presentaciéon

Dos conocidos ornitélogos, especialistas en aves autéctonas del Amazonas Central, discrepan sobre la
interpretaciéon de los datos de una nueva especie de cacatiia que ha resefiado uno de ellos. La discusién la
centraremos aqui en una de las variables del estudio: la proporcién de hembras y machos en los nidos. Es
importante precisar que estas cacatiias se caracterizan por incubar un solo huevo por nido.

El Dr. da Souza Faria ha censado diez nidos, cuyos datos se detallaran después. Segin su experiencia, esta
especie tiene una gran semejanza con otra especie mejor estudiada, con una proporcién idéntica de machos y
hembras. Apoyado en los datos obtenidos, concluye que la nueva especie también tiene la misma proporcién
de individuos de cada sexo.

El Dr. Calves discrepa de esta apreciacién y sostiene que la proporcion debe ser de seis hembras por cada 4
machos.
9.1.4 Caso 1: Modelo de probabilidad

El Dr. da Souza Faria ha contado en 10 nidos el nimero de hembras (complementariamente, el de machos).
La variable es, por tanto, discreta y su soporte es el conjunto {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

Si asumimos que el posible nacimiento de hembras es independiente entre nidos, y definimos:
X = numero de hembras en un total de 10 nidos.

la distribucién de X es una distribucién binomial, de pardmetros n = 10 y p desconocida.

f(k) = p(X = k) = (1;>pk(1 _p)lo—k

el tnico pardmetro desconocido es la proporciéon p de hembras. Las hipétesis estadisticas se referiran solo a p.

9.1.5 Caso 2: Presentaciéon

En el mundo del deporte profesional se controlan con mucha precision algunos metabolitos que aparecen en
bajas concentraciones en condiciones normales. Este es el caso de la statdrolona', que en individuos normales
presenta una concentracién media de 7.0 nanogramos por ml de orina. Este valor se ha establecido mediante

1La statdrolona no es ninguna hormona, aqui se ha adaptado la informacién de hormonas reales.
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una muestra muy grande de deportistas después de afios de andlisis antes, durante y después de competiciones.
Asimismo, se ha descrito que la desviacién estdndar es de 2.4 ng/ml. Estos dos valores poblacionales sirven
como justificacién médica a las autoridades deportivas para declarar cuando la tasa de statdrolona se asocia
a un presunto dopaje.

No obstante, un estudio reciente encargado por la asociaciéon de deportistas ADG a un prestigioso departamento
universitario de fisiologia sostiene que, cuando se mide la concentracién de statdrolona en individuos no
dopados con cierto tipo de alimentos sobreabundantes en su dieta (queso parmesano, por ejemplo), el valor
de la media poblacional es del orden de 1.5 unidades mayor. En cambio, la desviacién estandar poblacional
se mantiene en el valor 2,4ng/ml, es decir, equivalente a la normal. Si esta hipdtesis fuera cierta, permitiria
explicar algunos de los falsos positivos detectados en los tltimos tiempos. Como prueba experimental aportan
una serie de datos sobre 16 deportistas que se detallardn més adelante.

9.1.6 Caso 2: Modelo de probabilidad

El andlisis de la concentraciéon de statdrolona se mide en términos de nanogramos por mil- litro, por lo
tanto, parece razonable considerarla como una variable continua. El conjunto de resultados posibles serda un
subconjunto de los reales.

Como muchas otras variables antropométricas, la concentracién se puede asociar a la distribuciéon Normal. Se
puede justificar la adopcion de este modelo de acuerdo con el teorema central del limite.

Segun las autoridades deportivas, los valores en un deportista no dopado deben corresponder a una media de
7.0ng/ml, mientras que para ADG la media puede ser mayor en algunas circunstancias. En cualquier caso, la
variable:

X = concentracion de statdrolona en un deportista.

se aceptard que tiene distribucién Normal. Asi, la discusion se centrara solo en el pardmetro p desconocido,
mientras que la desviacién estdndar se tomara, para simplificar la explicacién, como o = 2.4 (conocida),
aunque se sabe que es més realista seleccionarla como desconocida (véase méas adelante en el curso, o los
temas anteriores de intérvalos de confianza y distribuciones en el muestreo).

La férmula de la densidad Normal:

_ 1 (z — p)?
Ix(z) = N exp <_ 2 x 2.42>

indica para este caso que el inico parametro desconocido es la media de la poblacién u, a la que se referiran
las hipotesis estadisticas.

Ahora bien, también resulta importante describir la densidad de la media de los dieciséis deportistas, ya
que jugard un papel importante en la construccién del test. Si aceptamos la distribucién N(p, 2.4) para un
deportista, y consideramos que el muestreo es aleatorio simple, entonces:

X6 = media concentracién statdrolona en 16 deportistas

que tendra una densidad de la forma:

X16 ~ N(u,2.4/V/16)

Simplificando 2.4 por la raiz cuadrada de 16 resulta 0.6 , asi pues:

(xu)2>

Fany@) = ———exp (— 21
X6\ T 6var P\ T 2% 0.62
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Una expresién méas general para todo n seria:

X, ~ N(p,2.4/vn)

La densidad para todo n es:

Y una expresion para todo n y cualquier varianza es:

o=

oV2r

n x (x—u)2>

2 x 02

9.2 Las hipo6tesis del contraste de hipdtesis

La teoria del contraste de hipétesis es una de las partes mas discutidas de la estadistica, por motivos que
esperamos iran quedando claros a medida que se avanza en este tema y los siguientes.

De hecho esta teoria ya nacié entre la polémica porque, practicamente desee sus comienzos hubieron dos
escuelas de pensamiento enfrentadas. La escuela de Ronald A. Fisher, genético y estadistic britdnico y la de
los matemaéticos Polacos y Americanos Neymann y Pearson.

Con el fin de evitar que la polémica confunda el aprendizaje, al menos en esta fae inicial, lo que se presenta a
continuacion se basa principalmente en las ideas de Neymann y Pearson que, con la finalidad de encontrar el
mejor contraste posible para un problema dado, plantearon los contrastes de hipétesis estadisticos como una
decision entre dos hipotesis: la hipotesis nula y la hipétesis alternativa.

o La hipdtesis nula consiste, en general, en una afirmacién sobre (alguna caracteristica de) la poblacién de
origen de la muestra. Usualmente representa algtn tipo de simplificacién (por ejemplo: el tratamiento
administrado NO tiene efecto por lo que no hay diferencia entre antes y después de recibirlo. La
hipdtesis nula se designa con el simbolo Hyg.

o La hipdtesis alternativa es igualmente una afirmacién sobre la poblacién de origen, y, amenudo, aunque
no siempre, consiste simplemente en negar la afirmacion de Hy. La hipétesis alternativa se designa con
el simbolo H;.

En el estudio del contraste de hipdtesis se suele partir del caso, que de tan sencillo resulta poco realista, en el
cual las dos hipétesis hacen referencia a un tnico valor del pardmetro. En esta situacion general, las hipotesis
se refieren a un pardmetro 6 (theta). La formulacion es:

H() 10 = 90
H1 10 = 91
De hecho, seria mucho maés realista plantear que la alternativa a un valor 6, sea que el pardmetro toma

valores superiores (Hj : 6 > 6y), inferiores (Hy : 0 < ) o distintos (Hy : 0 # 6p)a 6. En la préactica este serd
el planteamiento de los tests que se presentara mas adelante.

En la teoria del contraste de hip6tesis este tipo de planteamiento se conoce como contraste de hipotesis simple
contra simple. Asi pues, una hipotesis simple postula que el parametro 8 solo puede tomar un valor, o, més
técnicamente, que el conjunto de parametros de una hipdtesis simple consiste en un solo punto.
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9.2.1 Caso 1: Hipdétesis para dirimir la controversia sobre el nimero de hembras

El Dr. da Souza Faria postula la misma proporcién para machos y hembras. En términos de la proporcién de
la variable X (n.° de hembras en 10 nidos) esto equivale a la hipdtesis de que la proporcién (en la poblacion)
es 0.5.

En cambio, segin el Dr. Calves la proporcién es 6:4 a favor de las hembras, y por lo tanto equivale a la
hipdtesis de que el pardmetro p en la variable Binomial es 0.6.

Asi pues, si X es el nimero de hembras en 10 nidos, y p es la proporcién de hembras, la forma final del
contraste es:

Ho:p=0.5
Hy :p=06

Respecto a los datos obtenidos por da Souza son:

Nido Polluelo Nido Polluelo

1 hembra 6 macho
2 macho 7 hembra
3 hembra 8 hembra
4 hembra 9 macho
5 macho 10 hembra

En resumen, ha observado que en 6 de los nidos hay una hembra.

9.2.2 Caso 2: Hipétesis a contrastar en el problema de la tasa de statdrolona

Las autoridades deportivas postulan una media de 7.0ng/ml, mientras que ADG indica una media de 8.5ng/ml
para los individuos sometidos a este tipo de dieta. Por tanto, en sintesis el contraste consistird en:

Ho:p=7,0
Hi:p=38,5
tanto para Hy como para H; el modelo contempla o = 2, 4.

Los datos del estudio que ha obtenido la asociacion ADG, y que segun ellos respaldaban su tesis, han sido los
siguientes:

Individuo Concentracién Individuo Concentracion

1 10.47 9 7.01
2 5.39 10 11.36
3 6.70 11 10.11
4 9.91 12 5.89
) 5.99 13 10.39
6 11.67 14 10.67
7 6.23 15 6.89
8 6.69 16 11.27

La media aritmética de los 16 atletas es 8.54ng,/ml.
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9.3 Compatibilidad de resultados e hipétesis

Volviendo a la cuestién fundamental de la verificacién de hipdtesis, un resultado incompatible con una
hipétesis es aquel que no puede haberse producido de ninguna manera si dicha hipdtesis es cierta.

En este sentido, incompatible es sinénimo de imposible. En términos de probabilidad, un resultado incompat-
ible es aquel que tiene probabilidad cero de producirse si la hipoétesis es cierta. La légica elemental indica que
si se obtiene un resultado incompatible con una hipdétesis, esta tltima es forzosamente falsa.

Ahora bien, cuando se toma un modelo aleatorio para explicar el fenémeno observado, el caracter probabilistico
del modelo habitualmente evita que se descarte cualquier hipotesis por haber obtenido datos incompatibles
con ella.

Al contrario, todos los resultados seran estrictamente compatibles con las dos hipétesis, o dicho de otro modo,
cualquier conjunto de datos que se obtenga en el estudio se puede llegar a observar tanto bajo Hy como bajo
H;. Esto rompe el esquema excesivamente simple expuesto antes en la verificacién ideal de hipétesis.

En definitiva, si se modela la realidad como un fenémeno aleatorio, se debe abandonar la idea de la toma de
decisiones basada solo en una inspeccién de resultados que descarte sin error en la toma de decisiéon una de
las dos hipdtesis.

9.3.1 Caso 1: Compatibilidad de resultados e hipétesis

El Dr. da Souza Faria ha obtenido una muestra de 6 hembras y 4 machos en los 10 nidos. Sin embargo,
este es solo uno de los resultados posibles que se podian dar bajo la hipétesis nula. Si hubiera elegido como
muestra otros nidos, podria haber encontrado otro ntimero de hembras.

Como ya hemos visto, X (n.° de hembras en 10 nidos) es una Binomial(10,0.5). En la tabla siguiente se
detallan los resultados que podian haber sucedido bajo Hg, junto con la probabilidad de obtenerlos segin la
férmula de la densidad binomial:

Prob
0.0009766
0.0097656
0.0439453
0.1171875
0.2050781
0.2460938
0.2050781
0.1171875
0.0439453
0.0097656
0.0009766

i

OO0 || U x| W N —| O

—
o

Al igual que para Hyp, la muestra obtenida por el Dr. da Souza Faria con 6 hembras y 4 machos es solo uno
de los resultados posibles que se podian dar bajo la hipétesis alternativa. En este caso X (n.? de hembras en
10 nidos) es una Binomial(10,0.6).

En la tabla siguiente se detallan los resultados que podrian haber acaecido bajo Hy, junto con la probabilidad
de obtenerlos segin la férmula de la densidad binomial:
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Prob
0.0001049
0.0015729
0.0106168
0.0424673
0.1114767
0.2006581
0.2508227
0.2149908
0.1209324
0.0403108
0.0060466

| oo| 1| | | x| co| po| =| | X

—
o

Un sencillo cédigo R puede calcular las probabilidades tienen los once resultados bajo otras hipdtesis que se
podrian formular sobre el verdadero valor de la probabilidad p de la poblacion.

prob_p <- p # p algun valor entre 0 y 1

dbinom(x=0:10, size=10, prob=prob_p)

Podemos entender estas diferentes ” p ” como hipdtesis distintas que se podrian haber establecido como
alternativa a Hy. Excepto en los casos triviales p = 0 o p = 1, no hay ningin resultado que no pueda
presentarse, aunque sea con probabilidades muy pequenas.

9.3.2 Caso 2: Compatibilidad de resultados e hipétesis

La asociacién ADG ha obtenido una muestra con media 8.54ng/ml de statdrolona para 16 deportistas. Ya
hemos visto en el modelo de probabilidad qué densidad asociamos con la variable de cada deportista y con
la media de todos ellos. Hay que recordar que una variable continua tiene probabilidad cero de obtener un
resultado puntual y que las probabilidades en variables continuas se calculan sobre intervalos. Asi pues,
el valor 8.54 debe interpretarse como un intervalo, ya que las medidas de los deportistas individualmente
corresponden en realidad a cierto intervalo de precisién experimental (por ejemplo, 0.3 ng/ml). El valor 8.54
elegido como marca de un cierto intervalo no es en absoluto incompatible con la hipétesis nula. De hecho, es
posible obtener cualquier media.

En la tabla izquierda se detallan las probabilidades de diferentes resultados que podian haber sucedido bajo
Hy expresadas en términos de la funcién de distribucién. La media de los 16 resultados corresponde a una
Normal (7.0, 0.6). En la tabla derecha se detallan las probabilidades para intervalos de anchura 0.3ng/ml
mas cercanos a la media bajo Hy.
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Mitiana (x ob, b Mitjana pern Prob. Interval

01915

0.9772 94,97 0.0441

En el caso de H; tampoco es incompatible ninguna media, y por tanto en particular no lo es el valor
8.54. Ahora la densidad de la media de los 16 valores es una variable aleatoria Normal N(8.5,0.6). En la
tabla izquierda se detallan las probabilidades de diferentes resultados que podrian haber sucedido bajo H;
expresadas en términos de la funcién de distribucién. En la tabla de la derecha se muestran las probabilidades
para intervalos de anchura 0.3ng/ml:
Mitjana (x) Frob, X == % Mitjana pern Frob. Interval

0.0013

0.0049

00165

0.0441

0.0441

9.4 No todo es igualmente probable. ..

La segunda consideracién fundamental en un contraste de hipdtesis estadistico es que no todos los resultados
son igualmente probables bajo Hy o H;. Este es el principal argumento para establecer un criterio de decisién
-una regla- que permita decidir en la préctica si es aceptable Hy o bien Hj.

La idea provisional que debe guiar al lector en este momento cuando inspecciona los casos practicos es que
los resultados (muy) improbables bajo cierta hipdtesis muestran que ésta seguramente no es vdlida. Asf pues,
en el contraste estadistico de hipdtesis no hay resultados imposibles, solo improbables, y por lo tanto en las
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decisiones se introduce forzosamente una probabilidad de error.

9.4.1 Caso 1: Una regién con n.° de hembras con baja probabilidad bajo Hy

Hemos visto antes las probabilidades de obtener cada uno de los resultados posibles para X: 0,1,..., hasta
10 hembras. El sentido comtn indica que si se obtienen valores de X cercanos a 0 o a 10, la hipdtesis p = 0.5
resulta poco verosimil.

Es importante entender que el verdadero valor de p (el valor en la poblacién) no es, ni serd nunca, conocido
en la practica, solo formulamos hipétesis sobre este valor.

Veamos cudl es la probabilidad de obtener valores mayores que 8 hembras. Para abreviar, designamos la
region de valores mayores o iguales a 8 con el simbolo W, = {8,9, 10}.

Valor de X Prob. X >= X

1.0000
0.9990
0.9893
0.9453
0.8281
0.6230
0.3770
0.1719
0.0547
0.0107
0.0010

© 00O Ui W+~ O

—
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9.4.2 Caso 2: Medias de las tasas de statdrolona improbables si se cumple Hy

De la misma manera que se ha razonado para el caso 1, en esta ocasién con las dos hipdtesis ( u = 7 contra
u=8.5) que tenemos en el caso de la deteccién de la statdrolona, el sentido comin indica que si obtenemos
una media de statdrolona en los 16 atletas alejada del valor de referencia 7, hara inverosimil la hipétesis nula.

En la tabla siguiente se muestran las probabilidades de obtener valores mayores que 7 ng/ml. Observemos
particularmente la region de valores mayores que 7.9869, que se representara con el simbolo W,. Expresada
como intervalo, W, = [7.9869, c0).

Miljana (z) Prob. X =«

6,506 0.7946
6,671 0.7083
6,835 0.6080

7 0.5000
7,165 0.3920
7,329 0.2917
7,494 0.2054
7,658 0.1364
7,823 0.0852
7,987 0.0500
8,152 0.0275

9.5 El papel privilegiado de la hipétesis nula: criterio de decision

Un contraste estadistico de hipotesis consta forzosamente de un criterio de decisién. En resumen, consiste en
una regla operativa que divide en dos partes disjuntas el espacio muestral. Estas partes se llaman region
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critica y regién de aceptacion respectivamente. En cualquier test estadistico, si la muestra obtenida pertenece
a la region critica, se debe aceptar Hy. En caso contrario, si pertenece a la region de aceptacion, se aceptara
Hp.

Un primer principio bésico consiste en priorizar en el criterio de decisién a Hy, en el siguiente sentido: se
construye el criterio fijando a priori la probabilidad de error asociada con el hecho de rechazar -erréneamente-
Hy. A fin de que el criterio de decision sea razonable debe resultar improbable obtener una muestra que
pertenezca a la regién critica cuando sea cierta Hyo. En el ejemplo siguiente se propondra una regla de decisién
provisional.

9.5.1 Caso 1: N.2 de nidos propuestos ad hoc como inicio de region critica. Regla de decisiéon
resultante

Definiremos la region critica de la siguiente forma:

W, = {8,9,10}

Por lo tanto, la regién de aceptacion sera:

W< =1{0,1,2,3,4,5,6,7}

El criterio de decisién serd por tanto:

o si el nimero de hembras es mayor o igual que 8, se acepta H; (la probabilidad de hembras es 0.6)

e si el nimero de hembras es menor o igual que 7, se acepta Hy (la probabilidad de hembras es 0.5)

Es importante entender en este momento que se propone ad hoc la regién critica. Mas adelante se justificara
por qué esta propuesta es razonable.

Nota: en la muestra obtenida se han observado 6 hembras, por tanto da Souza debe aceptar Hg.

9.6 Hipdtesis nula y nivel de significacion

Se ha indicado anteriormente que, en los contrastes estadisticos, la hipdtesis nula juega un papel privilegiado,
ya que la regla de decisién se ajusta de acuerdo con la probabilidad de equivocarse al rechazar Hy cuando
ésta es cierta.

Esta probabilidad se designa de forma equivalente como:

o error de tipo I (o de primera especie)

e nivel de significacién del contraste

y usualmente se simboliza con la letra griega alfa.

El nivel de significacién se puede definir equivalentemente de las dos maneras siguientes:
- a = probabilidad de rechazo de Hg, cuando Hg es cierta

- a = probabilidad de que la muestra pertenezca a la region critica, cuando Hj es cierta.

9.6.1 Caso 1: Nivel de significacion

En el apartado 9.5.1 se ha indicado la tabla resultante de los célculos de la cola derecha de la Binomial,
cuando se verifica la hipdtesis nula (p = 0.5). Como la definicién de nivel de significacién es:

« = prob. muestra pertenezca a la region critica, cuando Hy es cierta
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en la fila correspondiente a prob (X > 8) de la tabla anterior se puede observar la probabilidad de rechazar
Hy cuando ésta es cierta (véase el criterio de decisién adoptado en el apartado 9.6.1).

Simbdlicamente hemos calculado:

10
=p(X >8/Hp) = ZP =i/Ho) Z (12.0> 0.5

=8

Resulta pues: o = 0.0547.

9.6.2 Caso 1: Eleccién de la region critica

Se ha propuesto antes, de forma directa, la regién critica:

W, = {8,9,10}

Podemos considerar ahora otra regién que nos proporcionarfa un nivel de significacién idéntico (ver tabla de
probabilidades bajo Hp):

W, =1{0,1,2}
a = 0.0010 + 0.0098 + 0.0439 = 0.0547

Ahora bien, un criterio de decisién basado en W', = {0,1,2} es absurdo, teniendo en cuenta que H;j es
p = 0.6. Veamos por qué.

El valor a@ = 0.0547 indica que es improbable obtener menos de 3 hembras bajo Hy. Si se elige W', como
region critica, implica aceptar H; cuando el niimero de hembras es menor que 3. Sin embargo, cuando se
consulta la tabla de probabilidades bajo Hy, resulta:

prob. (ndmero hembras < 3/H; cierta) = 0.0001 4 0.0016 4 0.0106 = 0.0123

Es, por tanto, todavia mds improbable obtener 3 hembras bajo H;. En otras palabras, W’ induce un criterio
absurdo, ya que llevaria a aceptar la hipotesis menos verosimil de las dos.

9.6.3 Caso 2: Eleccién de la region critica

A continuacién se definen las regiones critica y de aceptacion, respectivamente, como:

W, = [7.9869, +00) WY = (—o0,7.9869)
El criterio de decisién sera, por tanto:
si el nivel de statdrolona es mayor o igual que 7.9869, se acepta Hy (el nivel es 8.5)

Al igual que en el caso 1, también se ha propuesto la regién critica de forma ad hoc. Si se consultan en la tabla
del apartado 9.5.2 los valores de la cola derecha de la Normal, como la definicién de nivel de significacién es:

« = prob. muestra pertenezca a la region critica, cuando Hy es cierta

en la fila correspondiente a prob (X >= 7.987) de la tabla se puede observar la probabilidad de rechazar
Ho(p = 7.0) cuando ésta es cierta. Simbélicamente hemos calculado:

7 © (@ —7)? } (7.9869 - 7)
— p (X1 > 7.9869/H,) = expa— L= Vg g, (BT
P (Ko = /Ho) /7,9869 0.6v/27 Xp{ 2% 06 | 7 Z\ "2.4/v/16

donde F, es la funcién de distribucién de la Normal tipificada N(0,1).
La regién critica W, = [7.9869, +00) lleva asociado un nivel de significacion o = 0.05. Ahora bien, como el
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estadistico media muestral es una variable continua, concretamente Normal, se pueden encontrar infinitas
regiones que satisfagan la condicion:

prob (muestra en W, /Hp) = 0.05

9.7 Regidn critica y formalizacion del contraste

La regla de decisién queda definida siempre (aunque sea implicitamente) a partir de una regién critica. A
esta regién critica le corresponde un determinado nivel de significacién.

La informacién contenida en la muestra se resume mediante un estadistico de test, asi que una préactica
habitual es definir la regién critica en funcién del estadistico de test empleado. Un estadistico de test es
una variable aleatoria y, como tal, tiene asociada una ley de distribucién que juega un papel capital en el
contraste.

Reuniendo los conceptos, en un contraste de hipdtesis Hg contra Hy, tenemos:

a = nivel de significacién,

W, = region critica, subconjunto del espacio muestral definido a partir de T

Regla de decision:

o si la muestra pertenece a W, entonces rechazar Hy

e sila muestra no pertenece a W, entonces rechazar H;

Finalmente:

a = prob.(rechazar Hy/H, cierta) = prob.(muestra pertenezca a W, /Hj cierta)

9.7.1 Caso 1: Resumen de conceptos asociados al contraste. Regién critica

Regién critica W, ={8,9,10}

Regién de aceptacién WS ={0,1,2,3,4,5,6,7}
Estadistico de test T = nimero de hembras totales en los 10 nidos
Criterio de decisién:

aceptar Hy si T>8

aceptar Hy si T<7

Nivel de significacién a = 0.05647

La distribucién del estadistico de test T es una Binomial B (10, p). Se puede adoptar un estadistico alternativo:
la frecuencia relativa = fr del ntimero de hembras en los 10 nidos.

9.7.2 Caso 2: Tabla resumen de la regién critica, el estadistico de test y del criterio de decisiéon

Regidn critica W, = [7.9869, +00)

Regién de aceptacién W¢ = (o0, 7.9869)
Estadistico de test T = media de statdrolona en 16 atletas
Criterio de decisién:

aceptar Hy si T > 7.9869

aceptar Hy si T < 7.9869

Nivel de significacion a = 0.05
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La distribucién del estadistico de test T bajo Hy es una normal N(7,0.6).

9.8 Tabla de decision del contraste

Cuando se resuelve un contraste la decisién final puede ser correcta o bien conducir a un error. En esta tabla
se presentan las cuatro posibles situaciones que se pueden producir:

Hipotesis verdadera

Hipdtesis aceptada Hy H;
Hy - error tipo 11
H; error tipo I -

Existe, por tanto, un segundo tipo de error, designado como error de tipo II o de segunda especie. Se puede
definir de manera equivalente para cualquiera de las dos expresiones siguientes:

e 1 — (8 = probabilidad de rechazar Hy, cuando H; es cierta

e 1 — (8 = probabilidad de que la muestra no pertenezca a la regiéon critica, cuando H; es cierta

En realidad, solo una de las hipdtesis es verdadera. Una vez se obtenga la muestra, se aceptard o se rechazara
H; segtn el criterio de decisién. Si se decide de manera equivocada, se producira solo uno de los dos errores,
segiin cudl sea la hipétesis verdadera. Es decir, a posteriori se produce, como mucho, solo uno de los errores.

Ahora bien, el contraste se lleva a cabo precisamente porque se ignora cual de las dos hipdtesis es la verdadera.
Como consecuencia, sin que ello contradiga el parrafo anterior, los dos errores tienen importancia a priori.

Un contraste serd mas adecuado si son menores los dos errores asociados.

9.8.1 Caso 1: Evaluacién de los dos errores asociados al contraste

El criterio de decisién que se ha adoptado para este caso consiste en:

aceptar Hy si T>8

aceptar Hy si T<7
Nivel de significacion  a = 0.0547

Supongamos que H; es cierta, es decir, que p = 0,6. En la tabla siguiente podemos encontrar el valor del
error de tipo II:

Valor de X Prob. X <=X

0.0001
0.0017
0.0123
0.0548
0.1662
0.3669
0.6177
0.8327
0.9536
0.9940
1.0000

© 00O Uik Wi+~ O

—
o
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1 — 3 = prob. (rechazar Hy/H; cierta)= prob. (T < 7/H; cierta) = 0.8327
Simbélicamente corresponde a calcular:

1-B=p(X <8/Hy)= iP(X =i/Hy) = 27: <1.0>0.6i0.410i

1=0 =0

9.8.2 Caso 2: Calculo explicito de los errores de primera ( « ) y segunda especie (1- ()

El criterio de decisién que se ha elegido para este caso consiste en:

aceptar Hy si T > 7.9869

Nivel de significacion ~ « = 0.05

Supongamos que es cierta Hy, es decir, que p = 8.5. En la tabla siguiente podemos encontrar el valor del
error de tipo II:

Mitiana (z) Prob. X ===z

5,933 1.0000
6,189 0.9999
6,446 0.9997
6,703 0.9986
6,96 0.9949
7,216 0.9838
7,473 0.9565
7,73 0.9004
7,987 0.8040
8,243 0.6656

8,5 0.5000

1 — 8 = prob. (rechazar H;/H; cierta)= prob. (T < 7.9869/H;) = 1 — 0.8040 = 0.1960
Simbolicamente, corresponde a calcular:

- 7.9869 _85)2
1—6:p(X16 < 7.9869/H1) :/ exp (_(x85)> dx =

oo 0.6V27
. (7.9869—8.5)
7\ 2.4/V16

9.9 Relacion entre el error de tipo I y el de tipo 11
Es importante entender que no es posible reducir simultdaneamente los dos errores en un contraste de hipotesis.

Supongamos que se intenta reducir a cero el nivel de significacion. Esto equivale a plantear que la probabilidad
de que una muestra pertenezca a la regién critica, en el caso de que sea cierta Hy, es cero. En la mayoria de
situaciones aplicadas este hecho da lugar a una region critica igual al conjunto vacio, o lo que es lo mismo,
provoca que se acepte siempre Hyp, independientemente del resultado obtenido en la muestra. Se llega por
tanto a la situacién absurda de poder prescindir de la muestra, aceptando siempre Hy! Asi, reducir a a cero
tiene la grave contrapartida de rechazar siempre Hi, lo que implica a su vez que el error de tipo II sea uno.
De manera andloga se puede razonar para un error de tipo II nulo. En conclusién, los dos errores estan
relacionados: disminuir « conlleva reducir el tamano de la regién critica y, por lo tanto, aumentar 1- 3.
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9.9.1 Caso 1: Evaluaciéon de a y 1- 8 para diferentes regiones criticas

Una vez se especifica la regién critica, los errores de tipo I y II quedan determinados. En los dos cuadros
siguientes hay dos regiones criticas y sus errores asociados. En la versién interactiva ( no disponible) de
Statmedia se podia cambiar dindmicamente la regién critica y se calculaban autométicamente los errores:

Mivell de =it

Error de tipus I Error de tipus II:

Regid critica —I
as3
00123

Statmedia, ISBH ions , 2003 Statmedia, ISBH &8 @ Fublicacions UB

En el grafico siguiente se representan los dos errores simultaneamente para diferentes regiones criticas. Para
simplificar la comprensién del grafico, se consideran solo regiones de la forma {a,a + 1,...10}, donde a es
un entero entre 0 y 10. Asi, por ejemplo, el punto de abscisas 8 representa la regién critica {8,9,10}. La
hipotesis alternativa considerada es p; = 0.6, tal y como se indica en la leyenda del grafico.

- KB} Error tipus | =o
I Error tipus l=1-p

[ u
' L] 1 L L]

L1 1 i
0010 20 30 40 5060 7.0 80 50 100

Statmedia, ISBH 84-8338-433-4, @ Publicacions UB, 2

9.9.2 Caso 2: Relacién entre los errores de primera ( o ) y segunda especie (1- 3 )

La relacién entre los errores de tipo I y II es mas facil de interpretar en este caso, dado que la media es un
estadistico de distribucién continua. En los cuadros siguientes se presentan dos regiones criticas y los errores
asociados, visualizando el drea que representan. En la version interactiva se puede modificar la region critica
mediante el deslizador, y se calculan automaticamente los dos errores visualizando el area que representa
cada uno.
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Calcul errors tipus HH(o0 = 0.6] Calcud errors tipus 111 (o0 = 0.6)

52 57 B2 67 72 77 82 87 92 97

Mou la bar ' Mou

| Error de tig : Nive | Error de tipus I

Statmed , 2002 Statmedia, ISB

Caloul errors tipus |l (ol = 0.6) Calcul errors tious 11100 = 0.6)

Statmedia 1k 4 Statmedia, |

En el grafico siguiente se representan los dos errores simultdneamente. Tomando siempre la misma alternativa:

H1 L = 8.5

y para cada regién critica de la forma [a, +00) se calculan @ y 1 — 8. En el eje de abscisas se representa el
extremo inferior (a) de las regiones criticas més relevantes, las préximas a .
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9.10 Potencia y test mas potente

La potencia de un contraste se define como:

[ = prob.(aceptar Hy/H; cierta) = prob.(muestra pertenezca a W,/H; cierta)

es, por tanto, la probabilidad complementaria al error del tipo II.

Retomando ideas anteriores, un contraste debe pretender un compromiso razonable entre el nivel de signifi-
cacién (lo méas bajo posible) y la potencia (lo més alta posible).

En principio, si hay varios tests alternativos (basados en diferentes reglas de decisién y/o estadisticos) para
resolver un mismo contraste paramétrico, el mejor test serda aquel que, una vez fijados Hg, Hy y el nivel de
significacién «, proporcione la potencia mas alta entre todos ellos.

Un test que tenga esta propiedad se denomina test mas potente. Simbdlicamente, si mp designa el test més
potente, debera cumplir:

Bmp = prob.(aceptar H; con el test mp/H; cierta)
> B = prob.(aceptar Hy con el test t/H; cierta)

donde t es cualquier otro test con el mismo nivel de significacién que mp.

9.10.1 Caso 1: Potencia en hipétesis simple vs simple

En la tabla siguiente se indica la probabilidad para cada uno de los valores del soporte. Se destaca en color
diferente la region critica.
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Se puede leer entonces que la potencia es:

B8 = prob. (aceptar Hy /H;) = prob. (X en W, /H;) = 0.1673

Simbdlicamente hemos calculado:

B=p(X >8/H) = fjmx —i/Hy) = fj (10>0.6i0.410‘i
=8

i=s N\
Observamos que coincide con el calculo anterior del error de tipo II para este ejemplo.

9.10.2 Caso 2: Potencia en hipdétesis simple vs simple

Hemos definido antes la region critica para este caso. En el cuadro siguiente se pueden visualizar los dos
errores (I= verde y II= naranja) y, opcionalmente, la potencia del test (regién amarilla).

Calcul errors tipus [ {o0 = 0.6)

T S SN T B L
62 67 72 77 82 87 92 97

Potencia d

| Error de tipus I

Statmedia, IS
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La definicién de potencia aplicada a este caso resulta:

B = prob. (aceptar H; /H;) = prob. (X en W, /H;y) = 0.80377

Simbdlicamente hemos calculado:

B=p(X >79869/H)—/OO L e (—@_8'5)2)@;
Pt =1 ' 7.9869 0.6v/2m P 2 x 0.6

En el documento interactivo se especifica la expresion para todo n.

9.11 Efecto del tamano muestral

Los contrastes éptimos para las situaciones aplicadas méas habituales ya estan completamente resueltos, de
modo que usualmente el experimentador solo debe elegir el nivel de significacién que desee, (ver por ejemplo
el capitulo de contrastes de una poblacion).

Una vez elegido a, quedan fijadas tanto la regién critica como la potencia del contraste. La tinica manera de
conseguir que un contraste mejore su potencia sin que repercuta en un aumento excesivo de « es incrementar
el tamano muestral N.

Aumentar N varia la ley de distribucién del estadistico de test y generalmente disminuye su varianza. La
consecuencia de mantener a constante y aumentar N se traduce en una mejora de las propiedades del test.
Una pregunta crucial -abierta, de momento- es: jcudnta muestra hace falta?

9.11.1 Caso 1

En el documento interactivo se presenta un applet donde se calcula el error de tipo II cuando aumenta N.
Aqui solo se presenta el grafico donde se representan los dos errores simultdneamente para diferentes regiones
criticas de la forma {a,a+ 1,... N}. La hipdtesis alternativa estd indicada en la leyenda.

®

P R T T R S T | T FEE N TN
08 10 20 30 40 S0 &0 7.0 80 60 100 0D 20 40 60 80 100920140960 1800

Siatmadia, ISEN B 024, @ Pl oo Sritmadis, ISEH B EEIR- A58 & Fulific

L d

9.11.2 Caso 2

Veremos aqui solo cémo afecta el tamafio de la muestra (para N = 16 y N = 30) a los dos errores, manteniendo
la regién critica constante. En el documento interactivo se pueden consultar otras combinaciones. Al aumentar
N, las distribuciones en el muestreo de la media bajo Hy y H; presentan cada vez un menor solapamiento.
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9.12 Hipdtesis simples vs. hipdtesis compuestas

Hasta ahora hemos tratado el caso mas sencillo de contraste: dos hipdtesis simples. En la practica, las
situaciones realmente interesantes conllevan -al menos- una hipétesis compuesta. Uno de los contrastes de
hipétesis més habituales consiste en:

H0:9=90
H1:67é60
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es decir, la hipotesis alternativa es la simple negacion de la nula. Este contraste se conoce como el de la
alternativa bilateral.

Los conceptos de estadistico de test, de regién critica, de regiéon de aceptacién y de nivel de significacion
seguiran siendo los mismos. Ahora bien, como se verd a continuacién, se debe ampliar la definiciéon de potencia
respecto al caso simple contra simple.

9.12.1 Caso 1: Hipd6tesis compuestas

Cambiando el planteamiento inicial, supongamos que la polémica sobre la proporcién de hembras en los nidos
se refiere a si es equitativa o no respecto al niimero de machos. Las hipdtesis a verificar entonces serdn:

Hy:p=05
Hlp#OE)

Observemos primero que ya no es consistente mantener una region critica basada solo en la cola derecha de
la distribucién, como en el caso simple contra simple, que en resumen consistia en:

Regi6 critica W, ={8,9,10}
Estadistic de test T = nombre de femelles totals en els 10 nius
Nivell de significacié a = 0.0547

Ahora esta region ya no es adecuada. Basta con considerar el ejemplo de obtener una muestra con T = 0. A
pesar de ser sumamente improbable bajo Hg, el criterio impone aceptar la hipétesis nula, en contra de otras
hipétesis més plausibles (cualquier con p < 0.5).

El sentido comin indica que la regién critica debe abarcar ahora ambos extremos del soporte. Si tomamos
por ejemplo:

W, = {0,1,2,8,9,10}

Yalor de X Prob. X = x

0.0010 Valor de p a |la binomial

0.0098
0.0439 41
01172
0.2051
0.2461
0.2051
01172
00438

0.0098
10 I 0.0010
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la suma siguiente (que corresponde a los valores destacados en la tabla):

2 10
a=p(X <2/Hy)+p(X >8/Ho) =Y p(X=i/Ho)+ Y p(X =i/H)
=0 =8

/10 10 10 10 10 10 10
~1(@) () (G)+ () () = () oo
nos proporciona el nivel de significacién de este test bilateral.

9.12.2 Caso 2: Hipoétesis compuestas

A pesar de que seguramente todavia no es el contraste de hipétesis que realmente interesa a la asociacién
ADG, por razones didéacticas supondremos que se pretende dirimir simplemente si es aceptable la media
propuesta en la bibliografia. Las hipotesis que hay que verificar entonces seran:

Hy:p=7

Hy:p#7
Ya no es consistente mantener una regioén critica basada solo en la cola derecha de la distribucién, como en el
planteamiento original de este caso (que contrastaba una hipétesis simple contra otra simple).

Para entenderlo se puede considerar por ejemplo una muestra con una media muestral de 5. A pesar de ser
sumamente improbable bajo Hy, dado que pertenece a la regién de aceptacion, el criterio impone aceptar la
hipétesis nula, en contra de otras hipdtesis méas plausibles (cualquiera con p < 7).

Nuevamente, el sentido comtn indica que la region critica debe abarcar ahora ambos extremos del soporte.
Si tomamos por ejemplo:

W, = (—00, 6.0131]U[7.9869, +00)

Se obtiene a = 0.1. En el cuadro siguiente se visualiza la region critica y se evaliia el nivel de significacion
resultante:
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= =ota HO H= 7.0

| — 1 1

1
77 82 87

1 1
52 57 62 B7F 7.2

Regio critica (Wa) | N

Mou [a barra per canviar Vi

Mivell significacio |

Statmedia, ISBN 84 @ Publicacions UB, 2003

Simbdlicamente, el nivel de significacion de este test se calcula de la siguiente forma:

o =p (X1 < 6.0131/Hy) + p (X16 > 7.9869/Hy)
6.0131 oo
- / ISR (x)dx + / [% (z)dx

—00 7.9869
6.0131 — 7 7.9869 — 7
—Fy () o, (R
Z( 2.4/v/16 ) ( 2.4/v/16 )

Donde:

i 1 (x—17)2
Fra(0) = go= (——2 . 0‘62)

9.13 Funcién de potencia

Una de las diferencias conceptuales més importantes entre el caso de una hipdtesis simple contra otra simple
y el caso con una alternativa compuesta se encuentra en la definicién de potencia. En este segundo caso ya
no se presenta un unico posible valor del parametro bajo la hipotesis alternativa, sino que se contempla todo
un conjunto. En la mayoria de tests habituales, serd un intervalo real o una unién de intervalos reales. Por
ejemplo:

H1:97é90
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Desde el punto de vista de la estadistica paramétrica clasica, una vez hecho el experimento aleatorio, 6
presenta solo uno de los posibles valores dentro del subconjunto de la alternativa, aunque éste sea desconocido.
Por tanto, la definicién de potencia enunciada antes:

B = prob. (aceptar Hy /H; cierta)

no se puede calcular globalmente para toda Hy, sino que se debe distinguir cada uno de los valores posibles
dentro de Hy. De ahi el interés de definir la funcién de potencia:

B(0) = prob (aceptar Hy /6 cierto )
donde 6 es un valor cualquiera del pardmetro, incluso valores correspondientes a Hg. Si Hy es simple (un solo

pardmetro ), resultara:

B (8p) = prob (aceptar Hy /6 cierto ) = «

9.13.1 Caso 1: Funcién de potencia

Ahora la potencia depende de la proporciéon concreta de hembras que se elija como alternativa. La expresién
general es:

1-B=pB<X<T/H)=)> p(X=i/H)=)_ (12.0)#(1 -p)"

=3 1=3

dado que la regi6n critica es W, = {0,1,2,8,9,10}. En los cuadros siguientes se obtiene el valor de la potencia
(8) inicialmente para p = 0.6 y para p = 0.8 (en el documento interactivo se puede variar arbitrariamente la
proporcién bajo Hy):

Mitjana pern Prob. Interval

0049
00441

09332

= T
=

En el gréafico siguiente se representa la funcién de potencia para todo el rango de parametros:
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Potencia binomial, alfa aprox. 0.05

00010203 04050607080891.0

e Binomial

e Binomial inicial

9.13.2 Caso 2: Funcién de potencia

Ahora la potencia depende de la media concreta 1 que se elija como alternativa. La expresién general del
error de tipo II es:

1—p3=p(6.0131 < X146 < 7.9869/H;)
7.9869 2
1 _
= / exp [ — (z N1)2 di
6.0131 0.6/27 2% 0.6
_ R <6.0131 — ul) Ll F (7.9869 — m)
2.4/1/16 2.4/\/16

dado que la regién critica es W, = (—o0, 6,0131]U][7, 9869, +00).
En el cuadro siguiente se obtiene el valor de la potencia ( £ ) inicialmente para p = 8.5.

En el documento interactivo representado en la imagen puede cambiar el valor de la alternativa y observar
los cambios en los dos errores y en la potencia:
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Calcul errors tipus i ll (o0 = 0.6)

altzar error tipus |

altzar error tipus Il

altzar poténcia

Statmedia, ISBN -4, @ Pub

En el grafico siguiente se representan dos funciones de potencia, para a = 0.05, 0 = 2.4 y que respectivamente
corresponden a n = 16 (la situacién de este caso 2) y an = 1. En el documento interactivo representado en
la imagen se pueden variar todos aquellos pardmetros que afectan a 3 : a, oyn y compararlos con la situacién
original.

4 Potencia mitiana n normals = 7.0

) a=010,n=16

I S SN N T N |
10 3050 7090 110 15l

Statmedia, ISBN 8

9.14 Tests 6ptimos

En muchas situaciones aplicadas se pueden plantear diferentes reglas de decisién para resolver un mismo
contraste, de modo que proporcionen un mismo error de tipo I. Es necesario entonces adoptar un criterio
adicional para escoger cudl es el mejor test posible para resolver este contraste. Tal como hemos visto en
el caso de hipdtesis simple vs. simple, esto ocurre forzosamente por analizar el error de tipo II asociado a
cada test. En el caso de una alternativa compuesta, esto lleva a estudiar el comportamiento de la funcién de
potencia en todo el rango de parametros asociados a la alternativa.

El estudio de los tests que presentan propiedades 6ptimas desde el punto de vista de la potencia sobrepasa
los objetivos marcados por este curso El lector interesado puede consultar alguna definicién més en los
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complementos, aunque esta informacién no es estrictamente necesaria para seguir ni el resto de este tema
ni los ulteriores. En los proximos capitulos solo se senalard, a titulo informativo, cudndo un test es 6ptimo
desde el punto de vista de la potencia. En nuestro desarrollo es suficiente conocer que existen resultados
generales en estadistica matematica que permiten asegurar cuando existe este tipo de test y cémo obtenerlo.

9.15 Pruebas bilaterales y pruebas unilaterales

Un contraste bilateral adopta en general la forma:

Hyp:0=0y contra H;:0F#6

En determinadas ocasiones el experimentador prefiere plantear directamente un contraste de la forma:
Hyp:0=6y contra H;:0>06,

conocido como contraste unilateral derecho. Obviamente, otra posibilidad es el unilateral izquierdo:

Hy: 0 =0y contra Hj :0 <6

En estos tres casos, el contraste de hipotesis es simple contra compuesta. En la mayoria de situaciones
aplicadas, en realidad se pretenden resolver contrastes unilaterales que conllevan hipétesis compuestas. El
unilateral derecho es entonces:

Hy:0 <6, contra H,:0> 6,

el izquierdo es: Hy:0 >0, contra Hy:0< 06,

Aunque esta tltima formulacién esté relacionada con los contrastes unilaterales simple contra compuesta
anteriores, las dos hipétesis no son técnicamente equivalentes. A fin de simplificar la interpretacion de los
contrastes unilaterales, atendiendo a los casos que se tratan en este curso, se formulan los contrastes de esta
ultima manera (compuesta contra compuesta) y se toma el nivel de significacion como si fuera el del contraste
simple contra compuesta.

En cualquier caso, es importante entender que solo se ha resuelto uno de los tres contrastes (bilateral o
unilateral) con un conjunto de datos concreto. Por ejemplo, es incorrecto desde el punto de vista metodoldgico
comenzar contrastando bilateralmente y hacer después un test unilateral. El contraste que se debe emplear
debe decidirse con base en conocimientos previos del problema, o bien siguiendo la cuestiéon de interés aplicado
que se quiere responder.

9.15.1 Caso 1: Prueba unilateral

Supongamos que la controversia entre los dos ornitdlogos se hubiera planteado originalmente en los siguientes
términos. Segin da Souza, el niimero de hembras por nido es como méximo del 50%. En cambio, para Calves,
hay més hembras que machos. El contraste que hay que resolver para dirimir cudl de los dos especialistas
tiene razoén seria, pues:

Ho:p<05
H1:p>0.5

Respecto al caso general se sustituye el parametro genérico 8 por p, y el valor 8y = 0.5. Tomando la regién
critica como W, = {8,9, 10}, en el cuadro siguiente se presenta el nivel de significacién:
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Mitiana (x ob, b Mitjana pern Prob. Interval

01915

0.9772 94,97 0.0441

9.15.2 Caso 2: Prueba unilateral

El planteamiento siguiente se aproxima méas a lo que realmente deberia intentar aclarar la asociaciéon de
deportistas ADG. Si hacen caso a la fuerte sospecha de que la tasa de statdrolona ha aumentado, es méas
coherente plantear las siguientes hipétesis:

H()Z,u,§7
H12/,L>7

Tal como ya se ha planteado en el caso 1, ahora se debe considerar una regién critica basada en la cola
derecha de la distribucién. Se deja al lector razonar por qué debe ser asi. Cuando se toma, por ejemplo:

W, = [7, 9869, +00)

se obtiene a = 0.05. En el cuadro siguiente se presenta la regién critica (en el documento interactivo se puede
variar la regién critica y modificar por tanto el nivel de significacién):
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Statmedia, ISBH 84 g-333-3_ & Publicacions UB, 2003

Simbdélicamente, se calcula:

_ < (x — 7)2> (7.9869 - 7>
a=p (X > 7.9869/Ho) = oxp (-0 Vgp— =1 p, (1
p(Xio 2 /Ho) /7,9869 0.6v2r P ( 2 % 0.62 2.4/\/16

que nos proporciona el nivel de significacion de este test unilateral. Asi pues, no hay ninguna diferencia ni en
el calculo ni en el grafico respecto a lo ya visto en el apartado de hipétesis simple contra simple. En relacién
con la potencia, se trata de una funcién que depende de la p concreta de la hipétesis alternativa (simple), y
por esta razén resulta:
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Calcul errors tipus 1ill (o0 = 0.6)
e sotaHO: u=7.0

| 1 | 1
52 57 B2 67 72 77 82 &7

hou la barra per canviar Vi

Mivell significacic |

Statmedia, ISBN & 333-4, & Publicacions UB, 2003

Regid critica (Wa)

Una observacion final referente a este caso 2. En el planteamiento actual solo queda ya la arbitrariedad
consistente en asumir una o = 2.4 poblacional fija. En el tema 10, se estudiard cémo abordar este estudio sin
asumir mas condiciéon que el modelo de probabilidad Normal.

9.16 Eleccién del nivel de significacion

. Qué nivel de significacién se debe utilizar? En contra de cierta préctica estadistica, desgraciadamente
bastante extendida, en realidad no se puede responder a esta pregunta dando simplemente un valor al nivel
de significacion. Si se consultan publicaciones cientificas aplicadas para conocer qué « usar, en la mayoria
de estudios se obtendra que el més utilizado es a = 0.05 (5% de error), siendo el segundo lugar ex aequo
a=0.01 (1%) y @ = 0.1 (10%). Estos son los niveles aconsejados en muchos textos elementales de estadistica.
Veamos por qué se han aconsejado estos valores.

Antes de la universalizacién del uso del ordenador, los calculos estadisticos se completaban mediante diferentes
tablas para encontrar las fronteras de la regién critica y decidir qué hipotesis aceptar. Los valores 5%, 1%
y 10% fueron inicialmente elegidos como los més representativos en las colecciones de tablas, ya que no
resultaba practico publicar tablas para cualquier «.. Asi, estos valores se fueron convirtiendo, con el paso del
tiempo, en un convencionalismo més. Se ha llegado a producir el efecto perverso, en algunos campos del
conocimiento, de que algunos editores mal informados solo aceptan trabajos con un 5% de significacién.

No obstante, no hay ninguna razon cientifica que indique que estos valores son forzosamente los més adecuados.
Ya hemos visto que la potencia tiene también una importancia capital cuando hay que calificar la bondad del
test, sin olvidar la influencia que tiene el tamafio de la muestra sobre 1 — 3. La metodologia mas razonable
es obtener el p-valor y, si es posible, definir antes de la obtenciéon de la muestra una diferencia minima
significativa que garantice la potencia deseada (definiremos a continuacién estos dos conceptos). Solo con
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estas tres cantidades el contraste queda satisfactoriamente planteado.

Desde nuestro punto de vista, hoy en dia, exponer las conclusiones de cualquier estudio solo a partir de un
nivel de significacion fijo para todos los contrastes es un procedimiento estadistico muy rudimentario.

9.17 El p-valor

La eleccion del nivel de significacion, tal como se ha comentado anteriormente, es en cierta manera arbitraria.
Sin embargo, una vez obtenida la muestra, se puede calcular una cantidad que si permite resumir el resultado
del experimento de manera objetiva. Esta cantidad es el p-valor, que corresponde al nivel de significaciéon
mas pequeno posible que se puede elegir, para el cual todavia se aceptaria la hipotesis alternativa con las
observaciones actuales. Cualquier nivel de significacién elegido inferior al p-valor (simbdlicamente py) conlleva
aceptar Hy. Obviamente, como es una probabilidad, se cumple que:

0<p, <1

El p-valor es una medida directa de lo inverosimil que resulta obtener una muestra como la actual si es cierta
Hy. Los valores pequenos indican que es muy infrecuente obtener una muestra como la actual, en cambio, los
valores altos muestran que es frecuente. El p-valor se utiliza para indicar cudnto (o cudn poco) contradice la
muestra actual la hipétesis alternativa.

Informar sobre cudl es el p-valor tiene la ventaja de permitir que cualquiera decida qué hipotesis acepta
basandose en su propio nivel de riesgo a. Esto no es posible cuando se informa, como ha sido tradicional,
indicando solo el resultado de la decisién, es decir, aceptando o rechazando Hy con un « fijo.

Cuando se proporciona el p-valor obtenido con la muestra actual, la decision se hace segin la siguiente regla:

si py < «, aceptar Hy

si py > «, aceptar Hy

Desde el punto de vista préactico, algunos paquetes estadisticos proporcionan en sus listados el “significance
level”, cuya traduccion literal es “nivel de significacién”, cuando en muchas ocasiones se refieren en realidad
al p-valor (“p-value”).

9.17.1 Caso 1: Célculo del p-valor (prueba unilateral)

Sigamos con la hip6tesis unilateral:

Hy:p<0.5
H1:p>0.5

Supongamos que, una vez obtenida la muestra de n = 10 nidos, resulta que en seis de ellos el polluelo
corresponde a una hembra. Hay que recordar primeramente que en este caso el estadistico de test T es una
variable discreta, y por lo tanto no es posible obtener cualquier a.

El p-valor es el menor a que permite aceptar Hy. Con la tabla siguiente:
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Mitjana pern Prob. Interval

00062 G,7 ;7 0.0049
00228 3 0.0165
0.0441
01587
0.3085
0.5000
06315
08413 9 0.14599
0.0918
09772 94.97 0.0441

Se obtiene el p-valor asociado a T' = 6 hembras. Consideremos principalmente los siguientes casos:

1. Si se escogiera o = 0.1719, la regién critica correspondiente seria W, = {7,8,9,10}. Como no se
incluyen 6 hembras, habria que aceptar Hy. Por tanto, @ no cumple la definicién de p-valor, ya que se
debe rechazar Hy: p, debe ser forzosamente mayor.

2. Si se eligiera o/ = 0.3770, la regién critica correspondiente serfa W, = {6,7,8,9,10}. Con o' se
rechazaria Hy.

3. Si se seleccionara o = 0.6230, la regién critica correspondiente seria Wo» = {5,6,7,8,9,10}. Con o
también se rechazaria Hy.

Observamos que o < o', y entre los dos valores no es posible obtener ningtin otro nivel de significacién con
el test que hemos planteado. Por tanto, o’ es el nivel de significacién minimo con el que rechazariamos H,
con la muestra actual o, dicho de otro modo, o’ es el p-valor.

Este es el detalle de cémo se calcula el p-valor. Usualmente, de esto se encarga software especializado (un
paquete estadistico, una hoja de cédlculo,...), que devuelve simplemente la informacién p, = 0.3770. Ahora
bien, lo que no resuelve el programa es qué debe decidir finalmente el experimentador, es decir, en nuestro
caso, da Souza o Calves.

Pues bien, en este momento, se deberd comparar p, con el nivel de significacién elegido a priori (por ejemplo,
a = 0.05):

pv = 0.3770 > o = 0.05 por tanto, aceptar Hyg.

El valor de p, indica que hay una frecuencia del 37.7% de obtener muestras con T > 6 hembras bajo Hg vy,
por tanto, que no hay indicios suficientes de discrepancia entre la muestra obtenida y la hipdtesis de da Souza
consistente en que p < 0.5.

Una vez maés, hay que insistir en que p, es un valor objetivo -cualquier experimentador dara el mismo valor
una vez obtenida la muestra-, mientras que « es subjetivo, elegido por el experimentador segiin su experiencia.

9.17.2 Caso 2: Célculo del p-valor (prueba unilateral)

Consideremos primero el cdlculo del p-valor cuando las hipdtesis son:

Ho:p <7 contra Hy:pu>7
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En el cuadro siguiente se presentan los datos obtenidos en el experimento, su media y la desviacién estandar
corregida, asi como el p-valor y la decisién final segin el nivel de significacion 0.05. Como T = 8.54, el p-valor
corresponde a la cola de la curva Normal situada a la derecha de T. En el grafico se superpone el color rojo
del p-valor al verde de la zona correspondiente a « en la parte mas extrema de la cola.

Mitjana |
Desy. estandarc |
Grandaria mostra I

[ sote HO p=7.0

L | - — /I —

1 I
49 54 589 64 EB9 74

Regio critica (¥ ). |

Mivell significacio | canviar o [ I

P-wabor Decizid resuttant |

Statmedia, ISBHN B4- Z-343-4 @ Pyblicacions UB, 2003

Asfi pues, se rechaza Hy, ya que a = 0.05 > p, = 0.00513. En el documento interactivo es posible elegir otros
niveles de significacion. Segun el nivel elegido se aceptara o rechazara la hipétesis nula.

El cuadro anterior ilustra la relacion entre los conceptos del p-valor y del nivel de significacién, ahora bien, el
lector NO debe extraer la conclusiéon de que debe ajustar a en ningin sentido: « se elige siempre a priori
(antes del andlisis), nunca en funcién de los datos (o del p-valor). Respecto al cdlculo simbdlico del p-valor,
en el ejemplo se ajusta a la expresion siguiente:

pv=p (Xlﬁ > 854/H0)
<1 (x — 7)2>
= exp | ——L | da
/8,54 0.6v2r P ( 2 % 0.62
.54 —
—1-F <M> — 0.0513

0.6
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En el documento interactivo se pueden cambiar los datos de los dieciséis atletas, lo que permite resolver
algunas de las cuestiones planteadas méas adelante. Alternativamente al p-valor, también se puede visualizar
la potencia o el error de tipo II.

9.17.3 Caso 2: Célculo del p-valor (prueba bilateral)

Consideremos ahora el célculo del p-valor cuando las hip6tesis son:

Ho:pu=7 contra Hy:pu#7

El p-valor corresponde ahora a dos colas de la curva Normal: una es la misma que en el caso unilateral, es
decir, la situada a la derecha de T = 8.54, la segunda es la cola simétrica a la anterior respecto a p =7, es
decir, la cola izquierda situada en 2u — T = 5.46. Como antes, en el cuadro se superpone el color rojo del
p-valor al verde de la zona correspondiente a « en la parte mas extrema de las dos colas. En el documento
interactivo se pueden cambiar datos, el nivel de significacién y el punto donde se calcula la potencia.

Mitjana I
Desv. estandarc |
Grandaria mostra _I

e sota H1: u=85
e sota HO: p=7.0

O visualtzar error | i p-valor

i visualitzar error tipus I

1
49 54 59 B4 69 74 79 584 89 94

® vizualtzar potencia

Regio critica (Wi Error de tipus Il |

Nivel significacia; I canviar o [T mi

P-valor | Decizio resultant

Statmedia, ISBH 8 443-4, & Publicacions UB, 2003

El célculo del p-valor se corresponde, con los datos originales, a:
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pv =p (X6 < 5.46/Hy) + p (X16 > 8.54/Hy)

5.46 0o
:/ f)—(w(x)der/ f)gw(m)dx
0 8.54

= 2p (X16 > 8.54/H,) = .01027

Asi pues, se rechaza Hg, puesto que:

a = 0.05 > pv = 0.01027

En general, si la distribucién del estadistico es continua, como en este caso, se puede calcular facilmente
el p-valor de la prueba bilateral a partir de la unilateral, y viceversa. Asi, si designamos con pyn; vV Pbils
respectivamente, los p-valores de la prueba unilateral y bilateral, tendremos que:

e Sipuni < 0.5, entonces ppi; = 2puni- Es decir, el p-valor es exactamente el doble que el de la prueba
unilateral.

e Si puni > 0.5, entonces pypy = 2(1 — puni). Es decir, el p-valor es exactamente el doble que el
complementario del p-valor de la prueba unilateral.

9.18 Pruebas exactas y pruebas asintéticas

Los dos errores ( @« y 1 — ) implicados en cualquier contraste son probabilidades que se basan en hip6tesis
sobre el pardmetro que queremos contrastar. De manera similar a los intervalos de confianza (véase, por
ejemplo, los intervalos para una proporcién y para la media de una Normal), se pueden clasificar los tests en
relaciéon con la distribucién empleada.

Si se puede establecer explicitamente para cualquier tamano de muestra N qué distribucién tiene el estadistico
de test, y ademas es factible el calculo de los errores, se obtendra una féormula valida para todo N. Este es
el caso de los dos ejemplos seguidos en este capitulo. Un test con estas caracteristicas se denomina prueba
exacta. La prueba t de Student para dos muestras y la prueba F de comparacién de varianzas son ejemplos
de uso cotidiano en experimentos reales.

En otros casos, cuando existe dificultad para resolver el calculo de los errores con la verdadera distribucién
del estadistico, se recurre a las propiedades en el limite de las distribuciones. Un recurso habitual es aplicar
el teorema central del limite si la distribucion del estadistico tiende a una Normal. En este segundo caso,
el test obtenido solo serd valido para valores grandes de N, y entonces se denomina prueba asintotica. Los
ejemplos mas conocidos son las diferentes pruebas de Ji-cuadrado.

9.18.1 Caso 1: Test asintotico

Hasta el momento nos hemos basado para resolver los contrastes en la distribucién exacta del estadistico T' =
nimero de hembras en diez nidos, que es una Binomial (n,p), con n = 10 y p desconocida. La distribucién
exacta de T nos permite calcular p-valores, potencias, etc. para cualquier tamano de muestra n. No obstante,
los célculos con la distribucién Binomial se pueden aproximar mediante la distribucién Normal a partir de
tamanos de muestra de treinta o mayores. La distribucion asintética de T es:

T = N(np,/np(1 —p))
Por ejemplo, si se pretende contrastar:

Hy:p=05
Hy:p#05
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con n = 36, bajo HyoT serd aproximadamente N(18,3). En el documento interactivo se presenta un cuadro
donde podemos comprobar las diferencias entre el p-valor exacto y el p-valor segin la distribucién asintotica
para diferentes n y diferentes valores de T. Por ejemplo, para n = 36 y 28 hembras las diferencias son:

pv exacto — py asintético = 0.00119 — 0.00085 < 0.004

(, Qué interés tiene entonces la distribucion asintotica si conocemos la exacta? La ventaja se sittia en el terreno
del célculo: la distribucién Normal es mas facil de usar computacionalmente tanto si se evaltia mediante
tablas (y calculadora) como si se evaltia con el ordenador. En cambio, la férmula de la densidad Binomial
conlleva dificultades operativas con los factoriales cuando n > 30.

9.18.2 Caso 2: Test exacto

Ya se ha analizado anteriormente con detalle la distribucién de la media de n atletas cuando la variable
observada es una Normal. En resumen, la densidad obtenida es una Normal de parametros:

Xy~ N(p,2.4/vn)

Por lo tanto, mediante esta distribucion exacta del estadistico para cualquier tamano de la muestra, se puede
plantear sin la necesidad de aproximar a ninguna otra distribucién el célculo del p-valor, de la potencia, etc.

9.19 Relacién con los intervalos de confianza

Los contrastes de hipotesis estan muy relacionados con la teoria de los intervalos de confianza. En muchos
casos se puede resolver la misma cuestion aplicada formuldandola por cualquiera de las dos vias. Por ejemplo,
el contraste:

Hp:0=0p contra H;:80#6,

se puede resolver planteando el intervalo de confianza para 6, con coeficiente de confianza 1 — a. Supongamos
que el intervalo obtenido es [a;b]. Entonces, si:

si 8 € [a; b] aceptar Hy
si Oy ¢ [a;b] aceptar Hy

Este contraste tendra como nivel de significacién «.. Es posible proporcionar incluso el p-valor si se ajusta la
anchura del intervalo para que sea el mas amplio posible y a la vez excluya 6.

Inversamente, es posible utilizar la regién critica de un contraste para proporcionar una estimacién por
intervalo del pardmetro. Los contrastes bilaterales corresponden a intervalos también bilaterales centrados,
mientras que los contrastes unilaterales derechos corresponden a estimaciones unilaterales por exceso y los
unilaterales izquierdos, a estimaciones por defecto.

9.19.1 Caso 2: Relacién con los intervalos de confianza

En el tema anterior se ha estudiado el intervalo de confianza para la media de una distribucién Normal.
Continuando con las premisas que se han seguido hasta ahora en el caso de la statdrolona, deberemos
considerar el intervalo para la medida cuando la varianza es conocida.

_ o — g
X6 — Za/Q% <p<Xigt+ Za/zﬁ

Si tomamos como nivel de confianza 1 — a = 0.95, con los datos obtenidos resulta:
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2.4
V16

Es decir, se obtiene el intervalo [7,3646;9.7154]. Atendiendo a que la media bajo la hip6tesis nula es p =7,
y que no esta incluida en el intervalo anterior, se rechaza la hipdtesis nula: la media es significativamente
diferente de 7. Es la misma conclusiéon que la que hemos obtenido en el contraste bilateral anterior. Ademas,
dado que se ha calculado un intervalo bilateral, la hipdtesis alternativa correspondiente a este intervalo es
también bilateral.

24
8.54 —1.959—— < pp < 8.54 +1.959
6 = IS

9.20 Tamaiios de muestra. Diferencia minima significativa

Una de las preguntas més frecuentes en estadistica aplicada se refiere a cudl es el tamano muestral mas
adecuado. En primer lugar, si la prueba es asintética, N debe ser suficientemente grande para que la
distribucién del estadistico bajo la hipdtesis nula esté bien aproximada. En el caso de las aproximaciones
normales, valores N > 30 son usualmente aceptados. Esta consideraciéon no se aplica si la prueba es exacta.

El segundo aspecto que hay que considerar se refiere a la potencia deseada en el contraste. Pero la potencia varia
en funcién del pardmetro en los contrastes con alternativa compuesta, asi que, para formular correctamente el
problema, el experimentador debe proporcionar una cantidad adicional: la diferencia minima significativa A.

Para abreviar, ahora se detalla solo el contraste Hy : § = 6y contra Hy : 6 # 6, pero la base conceptual es
parecida para las alternativas unilaterales.

El significado de A es entonces el siguiente: el experimentador considera que no es importante en la practica
equivocarse aceptando la hipdtesis nula (es decir, cometer un error de tipo II) en el rango de alternativas
situadas en el intervalo (fp — A; 0y + A). En cambio, 6y £ A son los dos primeros puntos, a medida que 6 se
aleja de la hipdtesis nula, que el experimentador considera importante diferenciar de 8. Es justamente en
estos dos puntos donde se ajusta el tamano de la muestra para garantizar la potencia deseada. Logicamente,
la potencia serd todavia mas alta si la alternativa finalmente cierta estd ain a mayor distancia que A.

La eleccién concreta del valor de A depende de cada situacion aplicada, pero en cualquier caso es una cantidad
elegida por el experimentador, no dictada por una regla estadistica.

Una vez elegidos A y la potencia deseada en ese punto, es posible indicar cuél es el tamafio minimo de la
muestra para resolver adecuadamente el problema. En algunos casos requerird un experimento piloto antes
de proceder con el experimento definitivo.

9.20.1 Caso 2: Caélculo del tamaiio de la muestra

El estadistico de test de este caso (la media de los atletas) tiene una distribucién exacta conocida para todo
n que se ha descrito anteriormente. Por lo tanto, aqui el experimentador debe elegir la diferencia minima
significativa (A) y la potencia (8) para determinar el tamafio de la muestra adecuado. Supongamos que se
quiere hacer el contraste bilateral:

Ho:pu=7 contra Hy:pu#7

con las condiciones siguientes del experimento fijadas:

a=5% [F=90% A =0.8ng/ml

Dicho de otro modo, se pretende obtener una potencia del 90% en los puntos:

o —A=62 pp+A=78
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Estos son los dos primeros valores (menor y mayor que po = 7, respectivamente) que el experimentador no
quiere que se confundan con Hy, excepto con un error del 10%. Por tanto, se debe aislar el valor de n que
cumpla las siguientes condiciones simultaneamente:

{ p(‘Xn_M \/ﬁ/ozza/g/Ho) =«
p(Xn_HJ \/E/UZZQ/Q/HlA):ﬁ

H;a corresponde a la hipdtesis simple u = pg + A (7.8 en el ejemplo). Atendiendo a la distribucién de
la media de n atletas bajo cada una de las hipétesis, la tnica incégnita es n. Las constantes z,/2 y 21-p
corresponden a las colas derechas siguientes de la variable aleatoria Normal tipificada Z:

p(Z>z20p2)=0a/2 p(Z>2_p)=1-7

Cuando se resuelve el sistema de ecuaciones anterior se obtiene la férmula que proporciona el tamano deseado:

2
L Jo(zstza)
- A

Sustituyendo por los valores concretos del ejemplo:

n = {2.4(1.645 4 1.960)/0.8}? = 116.964

Redondeando, el tamano debe ser de 117 atletas. En el cuadro siguiente se muestra el tamano de la muestra
en funcion de la diferencia minima significativa deseada, junto con otros pardametros que afectan el problema:

opePrandaria de mostra en funcio de &

e M d'acord a barres
B N si a0=0.05 B=0.9C

o (poblacio) =2 4

a =005

. —
B=09

I Y I T
00 05 10 15 20 25 30 35 40

Statmedia, ISBN 84-5 443-4, @ Publicacions UB, 2003

Para los valores extremos de «(0) y de /3(1), el valor del tamafio de la muestra se hace infinito y no se puede
representar en el cuadro anterior.
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9.21 Esquema de un contraste correctamente planteado

Los conceptos expuestos hasta aqui son esenciales para entender qué es un contraste estadistico de hipdtesis
y poder aplicar correctamente los diferentes tests que se detallaran en proximos capitulos. En la practica, y
para la tranquilidad del experimentador, normalmente solo hay que preocuparse de identificar el problema que
hay que resolver (contraste sobre una, dos o més poblaciones), la familia de distribucién y finalmente aplicar
tests ya deducidos, algunos casi centenarios. Ahora bien, el experimentador debe elegir las tres cantidades
siguientes:

Si no se tiene un criterio definido, se utilizara el

1) nivel de significacién o estandar o = 0.05.

2) diferencia minima significativa A Elegida sobre la base de la experiencia en el campo
concreto de aplicacién.

3) potencia deseada en el punto a distancia A Si no se tiene un criterio definido, se tomara 5 = 0.8
para a = 0.05.

Con estas tres cantidades se podra deducir usualmente el tamafnio de muestra necesario, que completara el
diseno esencial del test. La informacion final del resultado del contraste debe indicar estas tres cantidades
junto con el p-valor obtenido. Resulta muy aconsejable acompaiiar el test con el intervalo de confianza
equivalente, que puede orientar sobre la significacién aplicada (no estadistica) del contraste.

9.22 Significacion estadistica y significacién aplicada

Al final de este tema resulta conveniente distinguir entre significacién estadistica y significacién aplicada.
Cuando se resuelve un contraste de hip6tesis se indica que hay significacién estadistica (S.E.) como sinénimo
de aceptacién de la hipotesis alternativa. A lo largo de este tema se ha visto, en sintesis, que la S.E. se
produce cuando los datos obtenidos en el experimento real y la hipdtesis nula presentan una discrepancia que
no se atribuye al azar, excepto en el porcentaje de casos marcado por el nivel de significacién elegido.

Usualmente, el limite entre la S.E. y la no significacién (que técnicamente corresponde a la frontera de la
regién critica) depende de la variabilidad del estadistico de test utilizado. Aqui interviene pues de manera
directa el tamano de la muestra N y la varianza del estadistico, como también se ha visto en los dos casos
presentados.

En determinadas situaciones, la variabilidad del estadistico es muy pequena, de modo que el contraste es
muy sensible a desviaciones pequenas de la hipétesis nula. Puede suceder entonces que, cuando se obtienen
los datos, el contraste senale que hay S.E., pero que la desviacion respecto a la hipotesis nula sea irrelevante
desde el punto de vista practico. La conclusién es que conviene analizar esta significacién aplicada (S.A.)
cuando se hace un contraste de hipotesis. En muchos casos, la manera mas sencilla es obtener el intervalo de
confianza adecuado e interpretar la informacion del contraste junto con la del intervalo.

En resumen, cuando se aplica cualquier contraste no debemos conformarnos con la simple lectura del p-valor
y decidir en consecuencia, sino que:

e sise ha detectado S.E., hay que valorar la S.A., por ejemplo, mediante un intervalo de confianza. Puede

haber S.E. pero que no haya S.A.

e si no se ha detectado S.E., hay que valorar si el tamano de la muestra es suficiente para detectar
(estadisticamente) las diferencias deseadas por el experimentador. Puede que no haya S.E. por un
tamaifio de muestra inadecuado y, por tanto, no se podria concluir sobre la S.A. Si el tamafio de la
muestra es suficiente y no hay S.E., entonces tampoco hay S.A.

9.22.1 Caso 2: Significacién estadistica y aplicada

Con los datos realmente obtenidos en el estudio, y la hipdtesis:
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Ho: =7 contra Hy:pu#7

va hemos visto que la conclusiéon, para a = 0.05, era indicar que hay significacién estadistica.

Supongamos que los fisidlogos aceptan que las diferencias en el nivel de la hormona son relevantes cuando hay
més de 0.2ng/ml de diferencia en la media de la poblacién. El intervalo bilateral en la muestra anterior es:
y permite afirmar que también hay significacién aplicada.

Supongamos que la poblacién tuviera una desviacion estdndar de 0.1ng/ml (en lugar de la 2.4 planteada
hasta ahora), y se hubiera obtenido una media igual a 7.13. El contraste de hipdtesis detectaria entonces
igualmente que hay S.E., pero en cambio cuando se observa el intervalo de confianza:

Habria que concluir que no hay S.A. En este segundo caso, la varianza tan pequena permite que el contraste
sea muy sensible a pequenas variaciones de la media. La S.E. en este ultimo ejemplo no resulta relevante en
la préctica.

10 Inferencia Aplicada

Este capitulo estda pendiente de ser introducida en los apuntes.

La version actualizada estard disponible en el momento de inicio de la actividad, durante el semestre actual
(2024-25-S1).

Se muestra como deducir y aplicar algunos de los tests mas populares.

10.1 Pruebas de normalidad.Pruebas graficas. El test de Shapiro-Wilks

10.2 Pruebas de hipo6tesis para constrastar variables cuantitativas: pruebas
parametricas t-test y Anova

10.3 Pruebas de hipo6tesis para constrastar variables cuantitativas: pruebas de
hipd6tesis no paramétricas de Wilcoxon y Kruskal-Wallis

10.4 Contrastes para datos categéricos. Pruebas binomiales, ji cuadrado y test
de Fisher.

10.5 Riesgo relativo y razén de «odds»

11 Computacién Intensiva y Multiple Testing

Este capitulo esta pendiente de ser introducida en los apuntes.

La version actualizada estard disponible en el momento de inicio de la actividad, durante el semestre actual
(2024-25-S1).

Se introducen distintos métodos cuyo nexo comun es la computacion intensiva.

11.1 Tests de permutaciones; ;Qué?, ;Cuando?, ;Coémo?
11.2 El bootstrap en contraste de hipo6tesis
11.3 El problema de las comparaciones multiples

11.4 Métodos de control de error: FWER y FDR
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