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El objetivo de estas notas es presentar un material que sirva de soporte para la asignatura de “Inferencia
Estadistica” del Méster interuniversitario de Bioiestadistica y Bioinformética impartido conjuntamente por la

Universitat Oberta de Catalunya (UOC) y la Universidad de Barcelona (UB).

Esta asignatura adolece de las caracteristicas habituales de las asignaturas de posgrado, y especialmente de
un posgrado de estadistica (y bioinformatica), que muestran algunas de las cosas que no debe de ser esta

asignatura:


https://www.uoc.edu/es/estudios/masters/master-universitario-bioinformatica-bioestadistica
https://www.uoc.edu
https://www.ub.edu

e No puede ser un primer curso de estadistica, porque se supone que los estudiantes del master ya lo
han cursado en sus grados. Por no decir que, a quien viene a especializarse en estadistica se le puede
suponer una base minima.

e Tampoco debe ser como los segundos cursos de estadistica de algunos grados, que tratan temas como
la regresion, el disefio de experimentos o el andlisis multivariante, porque esto ya se trata en diversas
asignaturas del master.

;Que debemos pues esperar que sea este curso?

e Puestos a pedir, este curso deberia servir para repasar y consolidar los conceptos basicos que la mayoria
de estudiantes traeran consigo.

e Ademsds, y sobretodo, debe proporcionar una visién general, lo mas completa posible dentro de las
limitaciones de tiempo, del campo de la inferencia estadistica

¢ Y, naturalmente, esto significa proporcionar aquellos conceptos sobre los que se apoyaran muchas de
las restantes asignaturas como “Regresién modelos y métodos”, “Disefio de Experimentos”, “ Analisis
Multivariante”, “Anélisis de la Supervivencia” o “Anélisis de datos émicos”.

Prerequisitos y organizacién del material

Uno de los problemas “eternos” en el estudio de la estadistica ha sido siempre la falta de acuerdo, entre la
comunidad de docentes, de cual deberia ser el nivel mateméatico a que se impartan los cursos.

En los cursos de pre-grado ha habido un cierto consenso, y con los anos el nivel de formalismo ha disminuido,
incluso en estudios de tipo “STEM?”, tendiendo a centrarse en la aplicacién de los conceptos, por ejemplo
usando R, méas que en un tratamiento formal (“matemé&tico”) de los mismos.

Aunque esto puede ser practico para aquellos estudios en los que la estadistica és una asignatura de un grado,
es también obvio que dicha aproximacién no permite profundizar en muchos de los puntos que se tratan.

Es por ello que en este curso seguiremos la indicacién habitual en cursos similares de asumir que el estudiante:

e Se siente comodo con el lenguaje algebréico, desarrollo de expresiones, sumatorios etc.

o Estd familiarizado con el célculo diferencial en una o varias variables, aunque esta familiaridad no sera
imprescindible para seguir la mayoria de los contenidos del curso.

e Conoce el lenguaje estadistico R, que en muchas ocasiones nos ofrecera una solucién directa a los
problemas de céalculo.

Agradecimiento y fuentes utilizadas

Salvo que uno desee escribir un libro sobre algo muy extrafnio, siempre habran otros libros o manuales similares
al que se esté planteando.

La respuesta a la pregunta, “Y entonces, jporque hacer un nuevo matrerial?” suele ser mas una excusa que
una explicacion sélida.

Una posible razén puede ser para ajustarlo al mdzimo al perfil del curso para al que se destinan dichos
materiales, condicién que otros textos, pensados para cursos y audiencias distintas, pueden no satisfacer. En
este caso adoptaremos esta explicacion y el tiempo decidird si el objetivo se alcanza.

Dicho esto, debemos agradecer a las distintas fuentes utilizadas, el que hayan puesto a disposicién sus
materiales para poder reutilizarlos. Entre estos destacamos:

El proyecto Statmedia

Statmedia es un grupo de innovacién docente de la Universidad de Barcelona, cuyo objetivo es desarrollar
nuevas herramientas que ayuden en la ensenanza de la estadistica aplicada, mejorando asi el rendimiento
académico de los alumnos y su motivacién hacia la estadistica.



Partiendo de la idea que el aprendizaje debe basarse en casos practicos para motivar y fomentar la participacién
de los estudiantes. Se desarrollé primer proyecto, Statmedia I, un texto multimedia de estadistica que ademaés
de los contenidos, relativamente ampliados, para un curso de introduccién a la estadistica, incorporaba:

e Una serie de casos para motivar e ilustrar los conceptos introducidos.
e Un conjunto de gadgets interactivos con los que interactuar y experimentar y
o Ejercicios de respuesta multiple para verificar los conceptos trabajados.

Aunque el proyecto Statmedia ha seguido evolucionando en multiples direcciones, Statmedia I, como tantos
otros, no sobrevivié al desarrollo tecnoldgico, y la evolucién (o decadencia) del lenguaje Java lo llevé a dejar
de ser funcional.

Para estos apuntes hemos recuperado, y en ocasiones adaptado o modificado, algunos de los contenidos de
Statmedia I, que habian estado escritos con gran pulcritud. Esto se ha hecho siguiendo las indicaciones de la
licencia (CC-Share-alike) que permite adaptar contenidos atribuyendolo a sus autores y citando la fuente.

Los gadgets originales ya no son funcionales pero muchos de ellos han sido re-escritos en R como aplicaciones
Shiny (disponibles en: https://grbio.upc.edu/en/software/teaching apps) y se enlazaran desde los puntos
necesarios del texto.

Dejando aparte (ademds) de la licencia, vaya nuestro agradecimiento explicito al equipo de profesores del
Departamento de Estadistica de la Universidad de Barcelona, redactor de la versién inicial del proyecto, que
es la que hemos utilizado: Antonio Arcas Pons, Miquel Calvo Llorca, Antonio Minarro Alonso, Sergi Civit
Vives y Angel Vilarroya del Campo.

Dos de los autores nos han dejado prematuramente, Angel Vilarroya a una temprana edad, hace casi 20 anos
y Miguel Calvo, préximo a su jubilacién, muy recientemente. Vaya desde aqui nuestro mas sincero recuerdo.
Sin vosotros, nada de esto existiria, y aunque esto perdure os echaremos siempre en falta.

Antoni Arcas, Antonio Miniarro and Miguel Calvo (2008) Statmedia projects in Statistical Education

Otros materiales utilizados

Entremezclado con el uso de los materiales del proyecto Statmedia se encuentran materiales tomados del
curso de Introduccién a la Estadistica Matematica, creados originalmente para una asignatura de Inferencia
Estadistica, impartida en la diplomatura de Estadistica de la Universidad de Barcelona en el periodo anterior
al proyecto Bolonia. Algo méas formales que los del proyecto Statmedia, ambos se complementan bien para
crear unos materiales a nivel de Master de bioestadistica, como se pretende hacer aqui.

o Alex Sanchez y Francesc Carmona (2002). Apunts d’Estadistica Matematica Licencia CCO 1.0 Universal

Materiales complementarios

Los documentos que se citan a continuacién contienen materiales similares a los que aqui se presentan, para
cursos parecidos al que ha generado los presentes.

Aunque todavia no se han utilizado para mejorar la versiéon actual, contamos en incorporar algunas de sus
ideas y/o enfoques en versiones futuras.

e Berrendero, José. Fundamentos de Estadistica

o Molina Peralta, I. and Garcia-Portugués, E. (2024). A First Course on Statistical Inference. Version
2.4.1. ISBN 978-84-09-29680-4. Licencia CC BY-NC-ND 4.0

o Peter K. Dunn (2024) The theory of distributions. Licencia CC BY-NC-ND 4.0

Complementos matematicos

Los prerequisitos para este curso corresponden béasicamente a una matematicas -bien aprendidas- del
bachilerato. Algunas fuentes adiconales pueden ser:


https://grbio.upc.edu/en/software/teaching_apps
https://www.emis.de/journals/BEIO/files/BEIOv25n1_HE_A.Arcas+A.Minarro+M.Calvo.pdf
https://github.com/ASPteaching/ApuntsEstadisticaMatematica
https://verso.mat.uam.es/~joser.berrendero/libro-est/
https://bookdown.org/egarpor/inference/
https://bookdown.org/egarpor/inference/
https://bookdown.org/pkaldunn/DistTheory

e Iniciacién a las matemaéticas para la ingenieria. M. Besalt y Joana Villalonga

— Coleccién de (100) videos de soporte a las mateméticas para la ingenierfa


http://cimanet.uoc.edu/cursMates0/IniciacionMatematicas/pdf/PID_00273914.pdf
https://www.youtube.com/playlist?list=PLv8FweHfYYMo6Lr2zt6H4znq5KuBacq28

1 Probabilidad y Experimentos aleatorios

1.1 Introduccién
1.1.1 Fendémenos deterministas y fenémenos aleatorios

Supongamos que disponemos de un dado regular con todas las caras pintadas de blanco y con un nimero,
que ird de 1 a 6sin repetir ninguno, en cada una de las seis caras.

Definamos los dos experimentos siguientes: Experimento 1: Tirar el dado y anotar el color de la cara
resultante. Experimento 2: Tirar el dado y anotar el nimero de la cara resultante. ;Qué diferencia
fundamental observamos entre ambos experimentos? Muy simple! En el experimento 1, el resultado es obvio:
saldra una cara de color blanco. Es decir, es posible predecir el resultado. Se trata de un experimento o
fenémeno determinista.

En cambio, en el experimento 2 no podemos predecir cudl sera el valor resultante. El resultado puede ser :
1,2,3,4,5 0 6 . Se trata de un experimento o fenémeno aleatorio.

El conjunto de resultados se anotard con el simbolo: €. En este caso, Q = {1,2,3,4,5,6}. En los fen6menos
aleatorios, al hacer muchas veces la experiencia, la frecuencia relativa de cualquier elemento del conjunto de
resultados debe aproximarse siempre hacia un mismo valor.

1.1.2 Sucesos

Supongamos que se ejecuta un experimento aleatorio. Se nos puede ocurrir emitir un enunciado que, una
vez realizada la experiencia, pueda decirse si se ha verificado o no se ha verificado. A dichos enunciados los
denominamos sucesos.

Por otro lado, los sucesos van asociados a subconjuntos del conjunto de resultados. Cada suceso se correspon-
derd exactamente con uno, y sélo con un, subconjunto del conjunto de resultados.

Veamos un ejemplo: Experimento: Tirar un dado regular. Conjunto de resultados : @ = {1,2,3,4,5,6}
Enunciado: Obtener multiplo de 3. Subconjunto al que se asocia el enunciado: A = {3,6} Nos referiremos
habitualmente al suceso A.

1.1.2.1 Swucesos y conjuntos Al conjunto de resultados 2, se le denomina suceso seguro. Al conjunto
@ ( conjunto sin elementos), se le denomina suceso imposible. Al complementario del conjunto A (A°), se
le denomina suceso contrario o complementario de A. A partir de dos sucesos A y B, podemos formar los
sucesos siguientes:

e A interseccién B, que anotaremos como:

ANB

e A unién B, que anotaremos como:

AUB

A interseccién B, significa que se verifican a la vez A y B. A unién B, significa que se verifica A o B ( se
pueden verificar a la vez).

1.2 Funcién de probabilidad

Loégicamente, una vez tenemos un suceso, nos preocupa saber si hay muchas o pocas posibilidades de que al
realizar la experiencia se haya verificado.

Por lo tanto, seria interesante el tener alguna funcién que midiera el grado de confianza a depositar en que se
verifique el suceso.



A esta funcién la denominaremos funciéon de probabilidad. La funcién de probabilidad sera, pues, una
aplicacion entre el conjunto de resultados y el conjunto de ntimeros reales, que asignard a cada suceso la
probabilidad de que se verifique.

La notacién: P(A) significara: probabilidad de que se verifique el suceso A . Pero claro, de funciones de
probabilidad asociadas a priori a una experiencia aleatoria podrian haber muchas.

Lo que se hace para decir qué es y qué no es una funciéon de probabilidad es construir una serie de propiedades
(denominadas axiomas) que se exigirdn a una funcién para poder ser catalogada como funcién de probabilidad.

Y, jcudles son estos axiomas? Pues los siguientes: Sea S el conjunto de sucesos.
e Axioma 1: Para cualquier suceso A, la probabilidad debe ser mayor o igual que 0.
o Axioma 2: La probabilidad del suceso seguro debe ser 1: P(Q) =1

e Axioma 3: Para sucesos A;, de modo que cada par de sucesos no tengan ningin resultado comin, se
verifica que:

De este modo, pueden haber muchas funciones de probabilidad que se podrian asociar con la experiencia.

El problema pasa entonces al investigador para decidir cual o cuales son las funciones de probabilidad més
razonables asociadas con la experiencia que estd manejando.

1.2.1 ;Diferentes funciones de probabilidad para una misma experiencia aleatoria?

Supongamos la experiencia de tirar un dado regular. A todo el mundo se le ocurriria pensar que la funciéon
de probabilidad se obtiene de contar el nimero de resultados que contiene el suceso dividido por 6 , que es el
nimero total de resultados posibles. Asi pues, la probabilidad de obtener un multiplo de 3 seria igual a 2/6,
la probabilidad de obtener el ntimero 2 serfa 1/6 i la probabilidad de obtener un niimero par serfa 3/6. Es
decir, parece inmediato construir la funcién de probabilidad que, ademads, parece inica. A nadie se le ocurre
decir, por ejemplo, que la probabilidad de obtener un ntmero par es 5/6 !

En este caso, todo ha sido muy facil. Hemos visto que existe una unica funcién de probabilidad que encaje de
forma logica con la experiencia y, ademas, ha sido muy sencillo encontrarla.

Pero esto, por desgracia, no siempre es asi. En muchisimas ocasiones resulta muy complejo el decidir cual es
la funcién de probabilidad.

En el tema de variables aleatorias y de funcién de distribucién se explica el problema de la modelizacién de
muchas situaciones reales.

1.3 ;Cémo se calculan las probabilidades?

No siempre es facil conocer los valores de la funcién de probabilidad de todos los sucesos. Sin embargo, muchas
veces se pueden conocer las probabilidades de algunos de estos sucesos. Con la ayuda de ciertas propiedades
que se deducen de manera inmediata a partir de la axiomatica es posible calcular las probabilidades de mas
SuCesos.

Por otro lado, en caso de que el nimero de resultados sea finito y de que todos los resultados tengan las
mismas posibilidades de verificarse, la probabilidad de un suceso cualquiera se puede calcular a partir de la
regla de Laplace:

Si A es un suceso :

Numero de casos favorables

Probabilidad (A) =
robabilidad (4) Ntumero de casos posibles



donde: Numero de casos favorables = Numero de resultados contenidos en A( cardinal de A) Numero de
casos posibles = Numero total de resultados posibles (cardinal del conjunto total de resultados)

En este caso, el contar niimero de resultados, ya sean favorables o posibles, debe hacerse por medio de la
combinatoria.

Veamos con unos ejemplos muy sencillos y visuales como se obtienen y qué representan los casos posibles y
los casos favorables.

También es posible obtener de manera aproximada la probabilidad de un suceso si se puede repetir muchas
veces la experiencia: la probabilidad del suceso seria el valor al que tenderia la frecuencia relativa del suceso.
Podéis consultar mas detalles acerca de esta aproximacién.

En este caso, la cuestién estriba en poder hacer muchas veces la experiencia en condiciones independientes.

1.4 Sucesos elementales y sucesos observables

En el contexto de la probabilidad, es fundamental diferenciar entre los sucesos elementales y los sucesos
observables.

Los sucesos elementales son los resultados individuales que pueden ocurrir al realizar un experimento aleatorio,
es decir, cada uno de los elementos que conforman el conjunto de resultados §2. En nuestro ejemplo del dado,
los sucesos elementales son los nimeros 1,2,3,4,5 y 6.

Sin embargo, no todos los sucesos elementales son necesariamente observables. Un suceso observable es un
subconjunto de estos sucesos elementales que permite formular afirmaciones verificables sobre el resultado del
experimento.

Ejemplo

1. Podemos imaginar un dado en el que pintamos de blanco las caras pares y de negro las impares. En este
caso los sucesos elementales serfan los habituales 1, 2, 3,...6. Sin embargo tan solo “Par” (“blanco”) o
impar (“negro”) se pueden observar.

2. Si repintamos el dado de forma que las caras 1 y 2 esten blancas, las 3 y 4, azules y las 5 y 6 rojas
podremos observar el suceso “Sale 1 0 2 (=Sale blanco)” o “sale blanco o azul”, pero no el suceso “sale
par” dado que cada color contiene un nimero par y uno impar

Para formalizar estos conceptos, definimos el espacio de probabilizable como el par de conjuntos formados

por: (Q,.A)

o  es el conjunto de todos los resultados posibles (el conjunto de resultados o sucesos elementales).
e A es el conjunto de todos los sucesos observables, que vienen definidos por el nivel de observacion del
experimento.

1.5 Propiedades inmediatas de la probabilidad

Veremos a continuacién una serie de propiedades que se deducen de manera inmediata de la axiomatica de la

probabilidad.

1.5.1 Succeso imposible
El suceso imposible se identifica con el conjunto vacio, puesto que no hay ningtn resultado asociado a él. La

probabilidad del suceso imposible es:

P(@) =0
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1.5.2 Suceso implicado

Decimos que un suceso, B, esta implicado por otro suceso A, si siempre que se presenta A, también lo hace
B. Por ejemplo, si al tirar un dado se obtiene un dos (suceso A), ello implica que ha salido un ntimero par
(suceso B). En terminos de conjuntos, A es un suceso que estd contenido en B (todos los resultados de A
también pertenecen a B ), por lo que:

P(A) < P(B)

1.5.3 Complementario de un suceso

Sea A€ el suceso formado por todos los elementos de {2 que no pertenecen a A (Suceso complementario de A).
La probabilidad de dicho suceso es igual a:

P(A®) =1— P(A)

1.5.4 Ocurrencia de algun suceso

La probabilidad de la unién de dos sucesos A y B es igual a:

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

1.5.5 Probabilidad de que ocurra algun suceso

Si tenemos una coleccién de k sucesos, la probabilidad de la unién de dichos sucesos sera:

k k
P(UAl) =Y P(A) =) P(AiNA)+ Y PANANAL)+...+ (1) P(Ar NN A)

1<j

1.5.6 Probabilidad de que ocurran dos (o mas) sucesos a la vez

No existe una expresién cerrada tnica para la probabilidad de que ocurran dos o mas sucesos a la vez, pues
esto depende de si los sucesos que consideramos son dependientes o independientes, conceptos éstos, que
introduciremos en la préxima seccion.

Lo que si que existe es una cota para dicha probabilidad, es decir, podemos decir que valor alcanza dicha
probabilidad, como minimo.

P<ﬁAi> zkiP([li)

1.6 Espacios de probabilidad

Para concluir esta introduccién introduciremos los espacio de probabilidad que, extienden los espacios
probabilizables definidos en la seccién anterior

La terna (9,4, P) donde:

o Omega es el conjunto de todos los resultados posibles (el conjunto de resultados o sucesos elementales),

e A es el conjunto de todos los sucesos observables, que vienen definidos por el nivel de observacion del
experimento y

o P es una funcién de probabilidad, que asigna a cada suceso observable A € A un ntmero real P(A) que
representa la probabilidad de que ocurra dicho suceso
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se conoce como espacio de probabilidad.

Es importante destacar que la probabilidad se calcula exclusivamente para los sucesos observables,
lo que garantiza que la medida sea coherente y verificada a través de experimentos.

Los espacios de probabilidad proporcionan una estructura fundamental para analizar y medir las incertidumbres
asociadas a los fendmenos aleatorios, facilitando el estudio de sus propiedades, la construccién, sobre ellos de
diversos conceptos fundamentales como el de variables aleatorias, y, en general, la aplicacion de teorias de la
probabilidad a diversas areas de conocimiento.

1.7 Probabilidad condicionada

Imaginemos que en la experiencia de tirar un dado regular supiéramos de antemano que se ha obtenido un
ntimero par. Es decir, que se ha verificado el suceso: {B = ntumero par}*

Pregunta: ;Cudl es ahora la probabilidad de que se verifique el suceso mayor o igual a cuatro? Légicamente,
el resultado serfa : 2/3. Por lo tanto, la probabilidad del suceso A = mayor o igual a cuatro se ha modificado.
Evidentemente, ha pasado de ser 1/2 ( cuando no tenemos ninguna informacién previa) a ser 2/3 (cuando
sabemos que se ha verificado el suceso B). ;Cémo podemos anotar esta tltima probabilidad (2/3) ? Muy
sencillo. Anotaremos P(A/B), que se lee como probabilidad de A condicionada a B . Asi, en este ejemplo,

P(A/B) = 2/3
P(A) =1/2

En términos generales, estamos en condiciones de poder definir la probabilidad condicionada, y lo hacemos
€omo:

P(AN B)

P(A/B) = =5

El explorador interactivo que se encuentra a continuacién (disponible en la versién en HTML del docuemnto)
permite visualizar de una manera practica el ejemplo anterior.

Siguiendo con la notacién utilizada, el suceso A serd lo que denominamos suceso de obtencién, mientras que
el suceso B serd lo que denominamos suceso condicionante. La pantalla nos proporcionara los casos posibles
para el condicionante elegido y los casos favorables, calculando mediante la regla de Laplace la probabilidad
del suceso.

1) Elegid suceso a estudiar. Desplazad, si procede, las barras de seleccion.
2) Elegir suceso condicionante. Desplazad, si procede, las barras de seleccion..
3) Comprobad los sucesos posibles y los favorables y las probabilidades resultantes.

Simulador interactivo disponible solo en la version HTML del libro.

1.7.1 La probabilidad condicionada es una medida de probabilidad

Ejemplos como el anterior nos muestran que, efectivamente, la probabilidad condicionada se comporta como
una funcién de probabilidad. Esto equivale, como ya hemos visto, a afirma que verifica los tres axiomas por
los que se define la probabilidad:

Axioma 1:

P(A/B) > 0

Axioma 2:
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P(Q/B) =1

Axioma 3:

P (G AZ-/B> - iP(AZ-/B)
=1

i=1

para sucesos A; con interseccién vacia dos a dos.

1.7.2 Sucesos dependientes y sucesos independientes

Sean A y B dos sucesos con probabilidad mayor que 0 . Evidentemente, si

P(A/B) = P(A)

B no ha modificado la probabilidad de que suceda A. En este caso diremos que son sucesos independientes.

En caso contrario diremos que son sucesos dependientes. En el ejemplo del apartado anterior, se observa que
los sucesos son dependientes puesto que las probabilidades anteriores no coinciden.

Se verifica que independencia de los sucesos A y B es equivalente a decir que la probabilidad de la interseccién
es igual a producto de probabilidades de los dos sucesos.

Se verifica también que si A y B son independientes: a) El complementario del suceso A y el suceso B son
independientes. b) El complementario del suceso A y el complementario del suceso B son independientes. c)
El complementario del suceso B y el suceso A son independientes.

1.7.3 Incompatibilidad e independencia

Dos sucesos con interseccion vacia se denominan sucesos incompatibles. Esto, jqué implica? Pues, que si se
verifica uno seguro que no se verifica el otro, ya que no tienen resultados en comun. Por lo tanto es el caso
extremo de dependencia. Obtenemos en este caso que:

P(A/B) =0

y, en consecuencia, si P(A) y P(B) son diferentes de cero, la probabilidad condicionada anterior es diferente
de P(A), y asi se deduce la dependencia.

La tnica posibilidad de que se dé incompatibilidad e independencia a la vez, es que alguno de los dos sucesos
tenga probabilidad igual a cero.

1.8 Dos Teoremas importantes
1.8.1 Teorema de las probabilidades totales

Sea € el conjunto total formado por una particién (coleccién de sucesos con interseccién vacia dos a dos):

La probabilidad de cualquier otro suceso A , se puede obtener a partir de las probabilidades de los sucesos de
la particién y de las probabilidades de A condicionado a los sucesos de la particion, de la manera siguiente:

P(A) = ZP(A/Hz) - P (H;)
i=1
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Esto es lo que se conoce como teorema de las probabilidades totales.

1.8.2 Teorema de Bayes

Es una consecuencia del teorema de las probabilidades totales. Sea (2 el conjunto total formado por una
particién (coleccidén de sucesos con interseccién vacia dos a dos).

Ahora el interés se centrara en la obtencién de la probabilidad de cualquier suceso de la particion condicionada
a un suceso A cualquiera.

El resultado sera:

_ P(A/H)-P(H)
P (Hi/A) = St P(A/H;) - P (H;)

Esto es conocido como teorema o regla de Bayes.

1.9 Introduccién a los experimentos multiples

Supongamos que tiramos a la vez un dado y una moneda. Tenemos una experiencia multiple, puesto que
la experiencia que se realiza es la composicién de dos experiencias (experiencia 1 = tirar un dado regular;
experiencia 2 = tirar una moneda regular). ;Cudl es en este caso el conjunto de resultados? Si 2 es el
conjunto de resultados asociado con la experiencia tirar un dado y €25 es el conjunto de resultados asociado
con la experiencia tirar una moneda, el conjunto de resultados asociado a la experiencia multiple serd 1 x €2s.

Es decir, Q1 = {1,2,3,4,5,6} Qa = { cara, cruz } 1 x Qo = {(1, cara ), (2, cara ), (3, cara ), (4, cara ), (5,
cara ), (6, cara ), (1, cruz ), ( 2, cruz ), ( 3, cruz ), (4, cruz ), (5, cruz ), (6, cruz )}

Si Py y Ps son, respectivamente, las funciones de probabilidad asociadas a las experiencias 1y 2, jes posible
calcular probabilidades de la experiencia multiple a partir de Py y Py 7

Efectivamente! Pero hemos de distinguir dos situaciones:

e Experiencias independientes: cuando el resultado de una no influya en la otra.
e Experiencias dependientes: cuando el resultado de una influya en la otra.

En nuestro caso se trata de experiencias independientes, puesto que el resultado que se obtenga al tirar el
dado no influye sobre el resultado que se obtenga al lanzar la moneda y al revés. ;Como se calculan, pues, las
probabilidades de la experiencia multiple? Sea un suceso de la experiencia multiple: A x B.

e (Caso de experiencias independientes:

P(A X B) = Pl( A) X PQ( B)
e Caso de experiencias dependientes:
P(A x B) =P1( A) x Po( B/A)

Entendemos que existe una P para cada suceso A .

Esto que hemos explicado se puede, légicamente, generalizar a una experiencia multiple formada por n
experiencias.
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1.10 Combinatoria

Veamos algunas féormulas simples que se utilizan en combinatoria y que nos pueden ayudar a calcular el
nimero de casos posibles o el nimero de casos favorables.

1.10.1 Permutaciones

Sea un conjunto de n elementos. A las ordenaciones que se pueden hacer con estos n elementos sin repetir
ningun elemento y utilizdndolos todos se las denomina permutaciones. El nimero de permutaciones que se
pueden realizar coincide con el factorial de n, y su calculo es:

nl=n-(n—1)-(n—2)....... 2.1
Ejemplo:
;De cuantas maneras distintas podemos alinear a seis personas en una fila?
Respuesta

De6!=6-5-4-3-2-1 =720 maneras (permutaciones de 6 elementos).

1.10.2 Variaciones

Sea un conjunto de n elementos. Supongamos que deseamos ordenar r elementos de entre los n. A cada una
de estas ordenaciones la denominamos variacién. El nimero de variaciones que se pueden hacer de los n
elementos tomados de r en r es:

Ejemplo

En una carrera de velocidad compiten diez atletas. ;De cudntas maneras distintas podria estar formado el
podio? (el podio lo forman el primer, el segundo y el tercer clasificado)

Respuesta

Cada podio posible es una variaciéon de diez elementos tomado de tres en tres. Por tanto, el nimero posible
de podios es:

V3, =10.9.8 = 720

1.10.3 Variaciones con repeticion

Sea un conjunto de n elementos. Supongamos que se trata de ordenar 7 elementos que pueden estar repetidos.
Cada ordenacién es una variaciéon con repeticién. El niimero de variaciones con repeticién para un conjunto
de n tomados de 7 en r es :

RV] =n"
Ejemplo

En una urna tenemos cinco bolas numeradas del 1 al 5 . Se extraen tres bolas sucesivamente con reposicién
(devolviendo cada vez la bola a la urna). ;Cudntos resultados distintos es posible obtener?

Respuesta: Se trata de variaciones con repeticién de un conjunto de cinco bolas tomadas de tres en tres. En
total tendremos:

RVE = 5% = 125
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1.10.4 Combinaciones

Cuando se trata de contar el niimero de subconjuntos de x elementos en un conjunto de n elementos tenemos
lo que se denomina combinaciones de x elementos en un conjunto de n . El cdlculo del contaje se hace
mediante el nimero combinatorio, de la manera siguiente:

Ejemplo

(De cudntas maneras podemos elegir, en la urna anterior (recordemos que habifa cinco bolas), tres bolas en
una unica extraccién?

Respuesta

Seran combinaciones de cinco elementos tomados de tres en tres, por tanto, tendremos:

s (5 _ 5
C5(3 *3!(5—3)!’10

1.10.5 Permutaciones con repeticién

Sea un conjunto de n elementos, de entre los cuales tenemos a elementos indistinguibles entre si, b elementos
indistinguibles entre si, ¢ elementos indistinguibles entre si, etc. Cada ordenacién de estos elementos se
denominara permutacién con repeticién. El nimero de permutaciones con repeticion es:

|
a,b,c,... __ n:
R, ~alblel ...

Ejemplo
(Cuantas palabras con sentido o sin él pueden formarse con las letras PATATA?

Respuesta: Tenemos tres veces la letra A, dos veces la T y una vez la P. Por tanto, seran:

6!

3,2,1 _
RPg™ = 321

60

1.11 Frecuencia relativa y probabilidad

La definicién moderna de probabilidad basada en la axiomética de Kolmogorov (presentada anteriormente)
es relativamente reciente. Histéricamente hubo otros intentos previos de definir el escurridizo concepto de
probabilidad, descartados por diferentes razones. Sin embargo conviene destacar aqui algunas ideas que
aparecen en la antigua definicién basada en la frecuencia relativa, ya que permiten intuir algunas profundas
propiedades de la probabilidad.

Recordemos antes que si en un experimento que se ha repetido n veces un determinado suceso A se ha
observado en k de estas repeticiones, la frecuencia relativa f, del suceso A es:

f.=k/n
El interés por la frecuencia relativa y su relacién con el concepto de probabilidad aparece a lo largo de los
siglos XVIII a XX al observar el comportamiento de numerosas repeticiones de experimentos reales.

A titulo de ejemplo de un experimento de este tipo, supongamos que se dispone de una moneda ideal
perfectamente equilibrada. Aplicando directamente la regla de Laplace resulta claro que el suceso A = obtener
cara tiene probabilidad:
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p(A) =1/2 = 0,5.

1.11.1 Tlustracion por simulacién

Mediante el enlace siguiente se accede a una simulacién por ordenador de la ley de los grandes numeros
en la que se basa precisamente la idea de asimilar “a la larga” (es decir a medida que crece el nimero de
repeticiones) frecuencia relativa y probabilidad.

Enlace a la simulacién
En la simulacién podéis definir:

e La verdadera probabilidad” de que al tirar la moneda salga cara,
e EL niimero de tiradas.

Como podréis comprobar, sea cual sea la probabilidad (una moneda justa es un 0.5) a la larga la frecuencia
relativa converge hacia el valor que habéis fijado.

Eso si, observad lo que sucede si fijais probabilidades cercanas a 0.5 o muy alejadas de ell.
;La idea de lo que sucede a la larga es la misma? ;En que encontrais diferencias?

Aunque no deje de llamar la atencién el cardcter erratico del comportamiento de f, entre los valores 0 y 1,
estaréis seguramente de acuerdo que a mayor nimero de lanzamientos n, mas improbable es que f, se aleje

mucho de p(A).

La teoria moderna de la probabilidad enlaza formalmente estas ideas con el estudio de las leyes de los grandes
nimeros, que se discutiran con més detalle en el capitulo dedicado a las “Grandes muestras”.

1.12 Caso de Estudio: Eficacia de una prueba diagnéstica

Para decidir la presencia(E) o ausencia (A) de sordera profunda a la edad de seis meses, se esta ensayando
una bateria de tests.

Considerando el caso en que la prueba pueda dar positivo (+) o negativo (—), hay que tener en cuenta que
en individuos con dicha sordera la prueba dara a veces positivo y a veces negativo, e igual ocurrird con
individuos que no presentan la sordera.

En este contexto todas las probabilidades pueden ser interpretadas en terminos de resultados positivos o
neghativos, correctamente o no y cada una ha recibe un nombre que la ha popularizado dentro de la literatura
médica:

Asi tenemos:
« P(+/E)

— Probabilidad de test positivo en individuos que padecen la sordera.
— Este valor se conoce como sensibilidad del test.

. P(+/A) =

— Probabilidad de test positivo en individuos que no padecen la sordera.
— Este valor se conoce como probabilidad de falso-positivo.

« P(-/B) =

— Probabilidad de test negativo en individuos que padecen la sordera
— Este valor se conoce como probabilidad de falso-negativo.

. P(~/4) =

— Probabilidad de test negativo en individuos que no padecen sordera.
— Este valor se conoce como especificidad del test.
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o Finalmente a la probabilidad, P(E), de presentar la enfermedad se le conoce como prevalencia de la
enfermedad.

Légicamente, en un “buen test” nos interesa que la sensibilidad y la especificidad sean elevadas, mientras que
los falsos-positivos y falsos-negativos sean valores bajos.

Ademsds no debemos olvidar que, el interés de aplicar el test, consiste en que sirva de elemento predictivo
para diagnosticar la sordera.

Por lo tanto, interesa que las probabilidades:
o P(E/+) = Probabilidad de padecer sordera si el test da positivo
o P(A/—) = Probabilidad de no padecer sordera si el test da negativo

sean realmente altas.

A las probabilidades anteriores se las conoce como: wvalores predictivos del test, en concreto:
o P(E/+) = es el valor predictivo positivo y

o P(A/—) = es el valor predictivo negativo

1.12.1 Aplicacion del Teorema de Bayes

Estamos en una situacién en que, a partir de conocimiento de unas probabilidades, nos interesa calcular otras,
para lo que utilizaremos el teorema de Bayes.

Habitualmente, a partir de estudios epidemioldgicos y muestras experimentales, se estiman:
e La prevalencia
o La sensibilidad del test
e La especificidad del test
e La probabilidad de falso positivo
e La probabilidad de falso negativo
;,Coémo se obtiene entonces el valor predictivo del test?
Veamos como aplicar el teorema de Bayes a este problema:

Si dividimos a la poblacién global (en este caso, el conjunto de todos los bebés de seis meses) entre los que
padecen sordera y los que no la padecen, aplicando el teorema de Bayes resulta que:

P(E/+) = (P(+/E) x P(E))/(P(+/E) x P(E) + P(+/A) x P(A))

P(A/=) = (P(=/A) x P(A))/(P(=/A) x P(A) + P(—/E) x P(E))

1.12.2 Ejemplo numérico
Supongamos que en el ejemplo de la sordera, se sabe que:
e Prevalencia = 0,003, Es decir, que un tres por mil padece sordera profunda a esta edad.
¢ Sensibilidad = 0,98
e Especificidad = 0,95
e Probabilidad de falso positivo = 0,05
» Probabilidad de falso negativo = 0, 02

18



;, Cudl es el valor predictivo del test?

P(E/+) = (0,98 x 0,003)/(0,98 x 0,003 + 0,05 x 0,997) = 0,00294/0, 05279 = 0, 055692
P(A/—)=1(0,95x 0,997)/(0,95 x 0,997 + 0,02 x 0,003) = 0,94715/0, 94721 = 0,999936
En conclusion, Podemos afirmar que se trata de un test muy vélido para decidir que no hay sordera en caso

de que el resultado del test sea negativo.

Sin embargo, el valor tan bajo de P(E/+) no permite poder considerar al test como un predictor vélido para
diagnosticar la sordera.

Obsérvese que:
e Probabilidad de falso positivo = 1— especificidad
e Probabilidad de falso negativo = 1— sensibilidad
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2 Variables aleatorias y Distribuciones de probabilidad

En el capitulo anterior hemos introducido el concepto de probabilidad y como calcular probabilidades asociadas
a sucesos observables, formados por uno o mas sucesos elementales, resultado de un experimento aleatorio.

En muchas ocasiones nos interesa representar los resultados de un experimento aleatorio mediante un valor
numérico que lo caracterice. Por ejemplo si tiramos tres monedas y contamos el nimero de caras, nos sera
indiferente cuando salgan dos caras, en que monedas ha salido una cara y en cual ha salido una cruz.

En la practica, esto significa que en dichas ocasiones, aunque haya un experimento aleatorio detras de los
valores que observamos, tan sélo nos interesan los resultados que expresamos a traves de valores numéricos.

Las variables aleatorias son la forma que hemos desarrollado para trasladar la estructura proporcionada por los
espacios de probabilidad el espacio muestral, el conjunto de sucesos elementales, al conjunto de los numeros,
en concreto a la recta real, haciéndolo de tal forma que podamos sequir calculando probabilidades de sucesos
observables.

En este capitulo veremos que las variables aleatorias permiten pues transportar la probabilidad del espacio de
probabilidad original a la recta real. Para ello, introduciremos una funcién que es la que se ocupa de ello, la
funcion de distribucion de probabilidad.

2.1 El espacio muestral y sus elementos

Cuando llevamos a cabo un experimento aleatorio, el conjunto €2 de resultados posibles forman el denominado
espacio muestral. Sus elementos w (resultados o sucesos elementales) deben ser conocidos por el investigador
que realiza la experiencia, aun cuando no podamos determinar a priori el resultado particular de una
realizacién concreta.

Supondremos que también conocemos la manera de asignar una probabilidad sobre el conjunto de enunciados
o sucesos observables que se pueden construir a partir de 2. Es decir, supondremos la existencia de un espacio
de probabilidad construido a partir de los resultados de Q.

Generalmente, la estructura del espacio muestral no permite, o por lo menos no facilita, su tratamiento
matematico. Pensemos en la inmensa variedad en la naturaleza de resultados posibles de diferentes experi-
mentos. Ademaés es bastante frecuente que no nos interesen los resultados en si, sino una caracteristica que,
de alguna manera, resuma el resultado del experimento.

2.2 Representacion numérica de los sucesos elementales. Variables aleatorias

La forma de resumen que adoptaremos es la asignacién a cada suceso elemental de un valor numérico, en
particular, de un niimero real.

En la practica la asignaciéon de un valor numérico a cada elemento del espacio muestral se hace siguiendo una
regla o enunciado, segtin el interés concreto del experimentador. Evidentemente, podemos construir diversas
maneras de asignar valores numeéricos a los mismos resultados de un experimento.

Hablando en términos coloquiales, podemos decir que cada regla de asignacién corresponde a una determinada
variable que se puede medir sobre los sucesos elementales.

Noétese que es posible construir multiples variables sobre un mismo espacio de probabilidad. En términos
algo mas formales, las reglas de asignacion se pueden interpretar como una aplicacién de €2 en el conjunto de
numeros reales.

X: Q>R

w— X(w)
X representa la variable o regla de asignacion concreta. El conjunto de valores numéricos que puede tomar

una variable, y que depende de la naturaleza de la misma variable, recibe el nombre de recorrido de la
variable.
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A partir de este momento, los sucesos elementales quedan substituidos por sus valores numéricos de acuerdo
a una determinada variable y permiten un mayor tratamiento matematico en el marco de la teoria de la

probabilidad.

El apelativo aleatoria que reciben las variables hace referencia al hecho de que los posibles valores que toman
dependen de los resultados de un fenémeno aleatorio que se presentan con una determinada probabilidad.

Como un complemento al tema, al final del capitulo, presentamos la definicién formal de variable aleatoria,
donde se introducen las restricciones a las reglas de asignacion numérica que posibilitan el tratamiento
matematico de las variables.

2.3 Caracterizacion de una variable aleatoria a través de la probabilidad. Funcion
de distribucién

Una vez que tenemos definida una variable aleatoria, ésta queda totalmente caracterizada en el momento en
que somos capaces de determinar la probabilidad de que la variable tome valores en cualquier intervalo de la
recta real. Dado que los posibles valores que puede tomar la variable, es decir, su recorrido, pueden ser muy
grandes (infinitos de hecho), el problema de caracterizar una variable aleatoria se resuelve introduciendo una
funcion especial, la funcion de distribucion.

Definicién
La funcién de distribucién de una variable aleatoria X es la aplicacién que, a cada punto de la recta real, le

asigna la probabilidad del suceso formado por los resultados del experimento que tienen asignado un valor de
la variable aleatoria menor o igual a dicho punto.

F: R —][0,]1]
x = F@)=PX<z)=Plwe]| X(w) <z}

También podemos decir que es la probabilidad inducida en el intervalo de la recta (—oo, x]

Hay que hacer notar que siempre serd posible determinar dicha probabilidad gracias a los requerimientos
exigidos en la definicién formal de variable aleatoria. Por tanto, toda variable aleatoria tiene asociada una
funcién de distribucién. Nos referimos a esta funcién cuando decimos que conocemos la distribucién de la
variable aleatoria.

2.4 Propiedades de la funcién de distribuciéon

La forma en que hemos definido las funciones de distribuciéon determina que dichas funciones deban de tener
las siguientes propiedades:

1. 0 < F(x) < 1. Efectivamente, se trata de una probabilidad, por lo que toma valores entre 0 y 1

2. lim, 1o F(x) =1. A medida que un valor se hace més y mds grande, la probabilidad de encontrar
valores anteriores a él crece y, en el limite, valdrd uno (el valor maximo para una probabilidad).

3. lim, o F(z) =0. A medida que un valor se hace mas y méas negativo, la probabilidad de encontrar
valores anteriores a él disminuye, y en el limite es cero (el valor minimo para una probabilidad).

4. 21 < w9 = F(x1) < F(x2). Por construccién, es una funcién monétona, es decir, si un valor es
inferior a otro, la probabilidad de encontrar valores inferiores al menor de los dos serda menor o igual
que la de encontrarlos inferiores al mayor de los dos.

5. lim, o+ F'(z) = F(a) Va € R.  Por la forma en que se ha definido, la funcién de distribucién es
continua por la derecha.

Toda funcién que verifique las propiedades anteriores es una funcién de distribuciéon y toda funcién de
distribucién caracteriza una determinada variable aleatoria sobre algin espacio de probabilidad.
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Las propiedades anteriores determinan la forma de la funcién de distribuciéon. En concreto, segin la variable
sea continua o discreta, conceptos definidos a continuacion en el capitulo, la forma de la funcién sera: :

Primer tipo (Variables continuas)

Funcioén de distribucion

Segundo tipo (variables discretas)

Funcion de distribucion

2.5 Clasificacién de las variables aleatorias

Para su estudio, las variables aleatorias se clasifican en variables discretas o variables continuas.
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2.5.1 Variables aleatorias discretas
Definiciéon: Variable aleatoria discreta

Diremos que una variable aleatoria es discreta si su recorrido, es decir, el conjunto de valores que puede
tomar, es finito o infinito numerable.

Generalmente, este tipo de variables van asociadas a experimentos en los cuales se cuenta el nimero de veces
que se ha presentado un suceso o donde el resultado es una puntuacién concreta.

Los puntos del recorrido se corresponden con saltos en la grafica de la funcién de distribucién, que correspon-
derfa al segundo tipo de gréafica visto anteriormente.

2.5.2 Variables aleatorias continuas
Definicién: Variable aleatoria continua
Diremos que una variable aleatoria es continua si su funcién de distribucién es una funcién continua.

También puede definirse, de forma andloga a las variables discretas como aquellas cuyo recorrido, es decir, el
conjunto de valores que puede tomar, es un intervalo o subconjunto no numerable de los niimeros reales. En
otras palabras, aquellas que pueden tomar cualquier valor dentro de un rango continuo, sin saltos entre los
valores posibles.

Se corresponde con el primer tipo de gréfica visto.

Generalmente, se corresponden con variables asociadas a experimentos en los cuales la variable medida puede
tomar cualquier valor en un intervalo; mediciones biométricas, por ejemplo.

Un caso particular dentro de las variables aleatorias continuas y al cual pertenecen todos los ejemplos
usualmente utilizados, son las denominadas variables aleatorias absolutamente continuas.

Definicién: Distribucién absolutamente continua

Diremos que una variable aleatoria X continua tiene una distribucién absolutamente continua si existe una
funcién real f, positiva e integrable en el conjunto de nimeros reales, tal que la funcion de distribucion F de
X se puede expresar como

Fo) = [ " e

Una variable aleatoria con distribucién absolutamente continua, por extension, se la clasifica como variable
aleatoria absolutamente continua.

Definicién: funcién de densidad de probabilidad
A la funcién f se la denomina funciéon de densidad de probabilidad de la variable X.

Hay que hacer notar que no toda variable continua es absolutamente continua, pero los ejemplos son
complicados, algunos utilizan para su construccién el conjunto de Cantor, y quedan fuera del nivel y del
objetivo de este curso.

Igualmente indicaremos que los tipos de variables comentados anteriormente forman dnicamente una parte
de todos los posibles tipos de variables, sin embargo contienen practicamente todas las variables aleatorias
que encontramos usualmente.

Tal como se estudiard més adelante, existen algunas familias de funciones de distribucién, tanto dentro
del grupo de las discretas como de las continuas, que por su importancia reciben un nombre propio y se
estudiaran en los capitulos siguientes.

En ocasiones encontramos variables de tipo mixto, es decir que se comportan como discretas o continuas para
distintos grupos de valores.
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2.6 Variable aleatoria discretas
Tal como se ha definido, una variable aleatoria X discreta toma valores en un conjunrto finito o numerables.
Indicaremos el recorrido de la variable X como: {z1,xo,...,zk,...}.

El ejemplo mas sencillo de variable aleatoria discreta lo constituyen las variables indicadoras. Sea A un suceso
observable, se llama indicador de A a la variable aleatoria definida por

IA:Q%R
1 siweA
WHIA(W){O si A

2.6.0.1 Ejercicio propuesto Construir, a partir de las variables indicadoras de A y B, las siguientes
variables indicadoras

Tang; Taus; 1ac; g
2.6.0.1.1 Soluciéon
Ianp=14-1Ip
Taup =14+ 1p—IanB
[AC =1- IA
Q=1

2.6.1 Caracterizacién de las v.a. discretas

Una variable aleatoria discreta puede caracterizarse a través de la funcidon que asocia cada elemento del
recorrido su probabilidad. Dicha funcién recibe varios nombres segtn los autores: - funcion de probabilidad -
ley de probabilidad, - funcién de densidad de la variable aleatoria discreta. - funcién de masa de probabilidad.

Aungque es habitual encontrar, en muchos libros el término funcidn de densidad para variables (absolutamente)
continuas y el término funcién de masa de probabilidad para variables discretas, también lo es referirse a
ambas como “funciéon de densidad”.

La funcién de probabilidad de una variable discreta se puede representar de la manera siguiente:

f: R —[0,1]
z = flz)=PX=12)=PweQ|X(w) =2}

Obsérvese que, a diferencia de la funcion de distribucion que toma valores para cualquier valor real, la funciéon
definida anteriormente es nula en todo punto que no pertenezca al recorrido.

En cambio, siguiendo con la anédlogia, y dado que se trata de una probabilidad, la funcién de densidad discreta
estd acotada 0 < f(z) < 1.

Toda funcién de densidad discreta puede expresarse de manera explicita a través de una tabla que asocie
directamente puntos del recorrido con sus probabilidades.

Ejemplo: Funciéon de densidad de una variable indicadora

Consideremos la variable indicadora del suceso A :
Ig: Q—R

1 si weA
”%IA(‘“)_{O si A
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La funcién de densidad de esta variable seria la siguiente:

x 0 1
flz)=P(X=2z) 1—P(A)=P(A°) P(A)

El recorrido estd formado por dos valores: 1y 0, con las mismas probabilidades que las del suceso A y su
complementario, respectivamente.

En muchos casos serd posible expresar la funcién de probabilidadmediante una férmula matematica que
define una regla de asignacién de probabilidades para los valores del recorrido.

Ejemplo: Un modelo matematico para la funcién de probabilidad
P(X=2)=0,2-0,8""% x=1,2,...
es la funcion de densidad de una variable aleatoria discreta con recorrido numerable.

2.6.2 Propiedades de la funcién de densidad discreta

0< fz) <1
(z;) = 1, si el recorrido es finito.
(z;) = 1, si el recorrido es numerable.
2.6.3 Relaciones entre la funcién de distribucién y la funcién de densidad discreta. Probabili-

dad de intervalos.

Existe una relacién muy importante entre las funciones de distribucién F(z) y de densidad f(x) de una
variable aleatoria discreta. La funcion de distribucién en un punto se obtiene acumulando el valor de la
funcién de densidad para todos los valores del recorrido menores o iguales al punto en cuestién.

F(x) = Z f(z;) para todo x; perteneciente al recorrido de la variable.

z; <z

En efecto, supongamos que el recorrido de una variable discreta X es {x1,z2,..., 2k, ...} y que deseamos
conocer el valor de la funcién de distribucién en un punto x tal que z; < x < x;41, entonces es inmediato que

Flz)=P(X<z)=P(X=x1))+PX=m2)+...+P(X =)= f(x1)+ f(z2) + f(x3)+...+ f(2;)

Por ejemplo, para una variable indicadora de un suceso A, tenemos la relacién siguiente:

Valor de « f(x) F(x)
(700, O) 0
0 P (A°) P (A9)
(0,1) P (A%)
1 P(A) P(A°) + P(A) =1
(1,+00) 1
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A partir de las funciones de densidad y de distribucién es posible expresar las probabilidades para cualquier
posible intervalo de valores de la variable. Por ejemplo:

Intervalo

P(X <a)=F(a)

P(X <a)=F(a)— f(a)
P(X>a)=1-F(a)=1—-P(X <a)
P(X>a)=1—F(a)+ f(a)=1—P(X >a)
Pla< X <b)=F(b) — F(a)

Pla< X <b)=F()— f(b)— F(a)

Pla < X <) = F(b) - F(a) + f(a)

Pla< X <b) = F(b) — f(b) ~ F(a) + f(a)

2.7 Variables aleatorias continuas

Una variable aleatoria X diremos que es continua si su funcién de distribucién es una funcién continua. En
la practica, se corresponden con variables asociadas con experimentos en los cuales la variable medida puede
tomar cualquier valor en un intervalo: mediciones biométricas, intervalos de tiempo, areas, etc.

Ejemplo: Variables aleatorias continuas

¢ Resultado de un generador de nimeros aleatorios entre 0 y 1. Es el ejemplo més sencillo que podemos
considerar, es un caso particular de una familia de variables aleatorias que tienen una distribucién
uniforme en un intervalo [a, b]. Se corresponde con la eleccién al azar de cualquier valor entre a y b.

o Estatura de una persona elegida al azar en una poblacién. El valor que se obtenga serd una medicién en
cualquier unidad de longitud ( m , cm , etc.) dentro de unos limites condicionados por la naturaleza de
la variable. El resultado es impredecible con antelacién, pero existen intervalos de valores més probables
que otros debido a la distribucién de alturas en la poblacién. Mas adelante veremos que, generalmente,
variables biométricas como la altura se adaptan un modelo de distribucién denominado distribucién
Normal y representado por una campana de Gauss.

Dentro de las variables aleatorias continuas tenemos las variables aleatorias absolutamente continuas.

Diremos que una variable aleatoria X continua tiene una distribucién absolutamente continua si existe una
funcién real f, positiva e integrable en el conjunto de nimeros reales, tal que la funciéon de distribucion F' de
X se puede expresar como

F(z) = /_ F(t)dt

Una variable aleatoria con distribucién absolutamente continua, por extensién, se clasifica como variable
aleatoria absolutamente continua.

En cuanto a nuestro manual, todas las variables aleatorias continuas con las que trabajemos pertenecen al
grupo de las variables absolutamente continuas, en particular, los ejemplos y casos expuestos.
2.7.1 Funciéon de densidad continua

La funcién que caracteriza las variables continuas es aquella funcion f positiva e integrable en los reales, tal
que acumulada desde —oo hasta un punto x, nos proporciona el valor de la funcién de distribucién en z, F'(x).
Recibe el nombre de funcién de densidad de la variable aleatoria continua.

F(x) :/_15 f(®)dt
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Las funciones de densidad discreta y continua tienen, por tanto, un significado andlogo, ambas son las
funciones que acumuladas (en forma de sumatorio en el caso discreto o en forma de integral en el caso
continuo) dan como resultado la funcién de distribucion.

La diferencia entre ambas, sin embargo, es notable.

e La funcién de densidad discreta toma valores positivos inicamente en los puntos del recorrido y se
interpreta como la probabilidad de la que la variable tome ese valor f(z) = P(X = ).

e La funcién de densidad continua toma valores en el conjunto de nimeros reales y no se interpreta como
una probabilidad. No esta acotada por 1, puede tomar cualquier valor positivo. Es més, en una variable
continua se cumple que probabilidades definidas sobre puntos concretos siempre son nulas.

P(X = z) = 0 para todo z real.

;Coémo se interpreta, entonces, la funcién de densidad continua? Las probabilidades son las areas bajo la
funcién de densidad. El area bajo la funcién de densidad entre dos puntos a y b se interpreta como la
probabilidad de que la variable aleatoria tome valores comprendidos entre a y b.

Por tanto, siempre se cumple lo siguiente:

/+DO flz)dx =1

— 00

La funcién de densidad se expresa a través de una funciéon matematica. La forma especifica de la funciéon
matematica generalmente pasa por considerar a la variable aleatoria como miembro de una determinada
familia de distribuciones, un determinado modelo de probabilidad. Estas familias generalmente dependen de
uno o mas parametros y seran objeto de un estudio especifico en un capitulo posterior. La atribucién a una
determinada familia depende de la naturaleza de la variable en cuestion.

Podemos ver, tnicamente con dnimo ilustrativo, la expresion analitica y la grafica para los ejemplos comentados
con anterioridad:

o Resultado de un generador de ntumeros aleatorios entre a y b. Modelo Uniforme. f(z) =
= € [a,b]
0 =z¢]a,b

o Estatura de una persona elegida al azar en una poblacion. Modelo Normal.

1 —(2—170)2
flz) = —=e= 2 —oo <z <00
2.7.2 Relaciones entre la funciéon de distribucién y la funcién de densidad.

Para una variable continua, la relacion entre las funciones de distribucién y de densidad viene dada directamente
a través de la definicién. La funciéon de distribuciéon en un punto se obtiene integrando el valor de la funcién
de densidad desde menos infinito hasta el punto en cuestién. Por ejemplo:

F(z) = /_ F(t)dt

2.7.2.1 Probabilidad de intervalos A partir de las funciones de densidad y de distribucién, y teniendo
en cuenta que P(X = z) = 0 para todo x real, es posible expresar las probabilidades para cualquier posible
intervalo de valores de la variable. Por ejemplo:
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Intervalo

Fijémonos que la probabilidad de los intervalos se corresponde con el drea bajo la funcién de densidad dentro
del intervalo considerado.
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2.8 Caracterizacién de una variable aleatoria a través de parametros

Hasta el momento hemos visto que toda variable aleatoria viene caracterizada a través de unas determinadas
funciones matemaéticas, las funciones de distribuciéon y de densidad. Una vez caracterizada, y por tanto
conocida, la distribuciéon de una variable aleatoria, podemos obtener cualquier probabilidad asociada.

En ocasiones podemos acotar mas el problema y reducir el estudio de una variable aleatoria a determinar una
serie de caracteristicas numéricas asociadas con la distribucién de la variable. Dichas caracteristicas tienen
como propiedad fundamental el hecho de resumir gran parte de las propiedades de la variable aleatoria y
juegan un papel muy destacado en las técnicas estadisticas que desarrollaremos a lo largo del curso.

Por ejemplo, supuesta la pertenencia de una variable aleatoria a una determinada familia de distribuciones
de probabilidad, bien sea discreta o continua, los diferentes miembros de la familia diferiran en el valor de
esas caracteristicas numéricas. En este caso, denominaremos a tales caracteristicas los parametros de la
distribucién.

. , ‘s (. : ,
Existe un buen niimero de tales caracteristicas, pero nos centraremos en las dos més importantes: la esperanza
y la varianza. La primera nos informa sobre la localizacién de los valores de la variable y la segunda, sobre el
grado de dispersién de estos valores.

2.9 Esperanza de una variable aleatoria discreta

La esperanza matematica de una variable aleatoria es una caracteristica numérica que proporciona una idea
de la localizacién de la variable aleatoria sobre la recta real. Decimos que es un pardmetro de centralizacién o
de localizacién.

Su interpretacién intuitiva o significado se corresponde con el valor medio tedrico de los posibles valores que
pueda tomar la variable aleatoria, o también con el centro de gravedad de los valores de la variable supuesto
que cada valor tuviera una masa proporcional a la funcién de densidad en ellos.

La definicién matematica de la esperanza en el caso de las variables aleatorias discretas se corresponde
directamente con las interpretaciones proporcionadas en el parrafo anterior. Efectivamente, supuesta una
variable aleatoria discreta X con recorrido {x1,22,...,k,...} y con funcién de densidad f(x), se define la
esperanza mateméatica de X como el valor

E(X) = Z zif (1)

z; €X(Q)

donde el sumatorio se efectia para todo valor que pertenece al recorrido de X. En caso de que el recorrido
sea infinito la esperanza existe si la serie resultante es absolutamente convergente, condicién que no siempre
se cumple.

La definicién se corresponde con un promedio ponderado segtin su probabilidad de los valores del recorrido vy,
por tanto, se corresponde con la idea de un valor medio tedrico.

2.10 Esperanza de una variable aleatoria continua

La idea intuitiva que mas nos puede ayudar en la definicién de la esperanza matemaética de una variable
aleatoria continua es la idea del centro de gravedad de los valores de la variable, donde cada valor tiene una
masa proporcional a la funciéon de densidad en ellos.

Dada una variable aleatoria absolutamente continua X con funcién de densidad f(z), se define la esperanza
matematica de X como el valor

suponiendo que la integral exista.
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2.11 Propiedades de la esperanza matematica
1. Esperanza de una funcion de una variable aleatoria

« Variable discreta

e Variable continua

2.11.1 Linealidad de la esperanza matematica
s E(X+Y)=EX)+E®Y)
o E(k-X)=k-E(X) para todo nimero real k.
o E(k) =k para todo ntimero real k.
e E(a-X +0b)=a-E(X)+ b para todo par de nitimeros reales a y b.

2.11.2 Esperanza del producto

e E(X-Y)=E(X)-E(Y) tnicamente en el caso de que X e Y sean variables aleatorias independientes.

2.12 Varianza de una variable aleatoria

La varianza de una variable aleatoria es una caracteristica numérica que proporciona una idea de la dispersién
de la variable aleatoria respecto de su esperanza. Decimos que es un pardmetro de dispersién.

La definicién es la siguiente:

Var(X) = E ((X — E(X))?)

Es, por tanto, el promedio tedrico de las desviaciones cuadraticas de los diferentes valores que puede tomar la
variable respecto de su valor medio tedrico o esperanza.

En el caso de las variables discretas, la expresion se convierte en:
2
Var(X) = > (2= E(X))" f (x:)
z; €X(Q)
mientras que para las variables continuas tenemos:

+oo
Var(X) = / (z — B(X))f(x)da

— 00
En ambos casos existe una expresién equivalente alternativa y generalmente de cdlculo mas facil:
Var(X) = E (X?) — (E(X))?
Una de las caracteristicas de la varianza es que viene expresada en unidades cuadraticas respecto de las

unidades originales de la variable. Un parametro de dispersién derivado de la varianza y que tiene las mismas
unidades de la variable aleatoria es la desviacién tipica, que se define como la raiz cuadrada de la varianza.
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ox = VVar(X) = VE((X — B(X))?)

2.12.1 Propiedades de la varianza

Var(X) >0

Var(k - X) = k? - Var(X) para todo numero real k.

Var(k) = 0 para todo numero real k.

Var(a - X + b) = a? - Var(X) para todo par de ntimeros reales a i b.

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) tnicamente en el caso que X y Y sean independientes.

T W=

2.13 Momentos (de orden k) de una variable aleatoria

e Dada una variable aleatoria X, definimos el momento de orden k& como:

my = E (X*)

suponiendo que tal esperanza exista. Podemos ver que la esperanza es el momento de orden 1, E(X) = m;.

¢ Definimos el momento central de orden & como:

pe = B (X ~ B(X))Y)

Con la denominacién anterior, la varianza es el momento central de orden 2, Var(X) = po.

e Es posible también definir momentos mixtos de dos variables aleatorias. Dadas dos variables aleatorias
X e Y definimos el momento mixto de orden (r, k) como

mer =B (X7 YF)

y el momento mixto central de orden (r, k) como

pre = B(X = E(X))" - (Y = E(Y))")

e El momento mixto central mas importante es el p11, denominado la covarianza de X e Y, y con una
interpretacién en el sentido de cuantificar el grado de dependencia entre dos variables aleatorias, puesto
que si X e Y son independientes se verifica que p1; = 0, mientras que si p1; # 0 entonces las variables
son dependientes.

2.14 Definicién formal de variable aleatoria

Tal como hemos comentado, la definicién formal de variable aleatoria impone una restriccion matemética en
la formulacién vista hasta el momento.

Definiremos una variable aleatoria como una aplicacién de Q2 en el conjunto de niimeros reales

X:0-R
w— X(w)
que verifique la propiedad siguiente
Vz e R el conjunto A = {a | X(a) < x} es un suceso observable

es decir, para todo ntimero real z, el conjunto de resultados elementales tales que la variable aleatoria toma
sobre ellos valores inferiores o iguales a = ha de ser un suceso sobre el cual podamos definir una probabilidad.
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Dicha propiedad recibe el nombre de medibilidad y por tanto podriamos decir que una variable aleatoria es
una funcién medible de €2 en los reales.

Esta condicién nos asegura que podremos calcular sin problemas, probabilidades sobre intervalos de la recta
real a partir de las probabilidades de los sucesos correspondientes.

P(X <z)=P{w|X(w) <z}

La expresion anterior se leeria de la manera siguiente: La probabilidad de que la variable aleatoria tome
valores inferiores o iguales a x es igual a la probabilidad del suceso formado por el conjunto de resultados
elementales sobre los que el valor de la variable es menor o igual que .

La probabilidad obtenida de esta manera se denomina probabilidad inducida. Se puede comprobar que, a
partir de la condicién requerida, se pueden obtener probabilidades sobre cualquier tipo de intervalo de la
recta real. Por ejemplo:

Pla<X <b)=P(X<b)—P(X <a)

La condicién exigida para ser variable aleatoria discreta ahora puede ser expresada como:

Vk=1,2,... el conjunto A = {w | X(w) = x} = X~ ({xx}) es un suceso observable

Toda variable aleatoria definida sobre un espacio de probabilidad finito es necesariamente discreta. La suma
y el producto de variables aleatorias discretas, definido por:

(X +Y)(w) = X(w) +Y(w) y (X -V)(w) = X(w) - Y(w)

es también una variable aleatoria discreta.

2.15 Caso practico: Lanzamiento de dos dados
2.15.1 Espacio muestral

Supongamos que estamos realizando un experimento consistente en el lanzamiento simultdneo de dos dados y
en la observacién del resultado obtenido.

El conjunto de resultados posibles forma el espacio muestral €2 asociado a dicho experimento. Sus elementos
seran como los que se muestran a continuacion:

a® o8 g&,09 |}

En total, el espacio muestral estaria formado por 36 resultados posibles que, en principio y suponiendo los
dados regulares, son todos ellos equiprobables con probabilidad 1/36.

Notese que consideramos diferentes resultados del tipo: un uno en el primer dado y un dos en el segundo o
un dos en el primer dado y un uno en el segundo.

Una vez fijados los enunciados anteriores, es facil asignar probabilidades a diferentes sucesos observables, por
ejemplo:
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Suceso Probabilidad

Que aparezcan dos cifras iguales 6-1/36 =1/6
Que la suma sea 10 3-1/36 =1/12

No entramos en detalles de la obtencion de las probabilidades dado que se ha estudiado suficientemente en el
tema anterior.

2.15.2 Representacion numérica

Continuando con el experimento anterior, podemos representar los resultados obtenidos al lanzar dos dados
b
por valores numéricos. ;Cémo hacerlo? Definiendo una regla de asignaciéon numérica para cada resultado.

Una posible regla serfa, por ejemplo, asignar a cada resultado la suma de puntos de las caras. Este enunciado
nos define una variable que representa cada suceso elemental por un valor numérico.

a® o8 g&,09 1

3 5 7 4

Los 36 posibles resultados del experimento se transforman en 11 posibles valores numéricos para la variable:
2,3,4,5,6,7,8,9,10,11 y 12 .

Este conjunto de valores forman el recorrido de la variable suma de puntos de las caras. A partir de las
probabilidades definidas sobre los sucesos observables es facil extender las probabilidades a los diferentes
resultados de la variable.

Por ejemplo, la probabilidad de que la variable tome el valor 10 es equivalente a la probabilidad del suceso
observable que la suma sea 10 , calculada anteriormente e igual a 1/12.

La variable considerada hasta el momento es sélo una de las multiples variables que podriamos definir sobre
el mismo experimento. Por ejemplo, podemos estar interesados no en la suma de puntos sino en el punto maés
bajo de cada tirada, de forma que podriamos construir una nueva variable a partir del enunciado o regla de
asignacion asignar a cada resultado el menor de los puntos de las dos caras. Tenemos una nueva variable
sobre el mismo espacio anterior.
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a9, oa,g@,ﬂa,...}

1 1 2 1

El recorrido, en este caso, estd formado por los valores: 1,2,3,4,5 y 6 . Las dos variables estudiadas y otras
muchas que se podrian definir sobre este experimento son ejemplos absolutamente equivalentes desde el punto
de vista formal.

2.15.3 Algunas probabilidades

En el ejemplo de los dados vamos a centrarnos en la variable aleatoria

X = Suma de puntos de las caras

o 0% g8,09

3 5 7 4

El recorrido de la variable estd formado por los nimeros {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11 i 12}. Vamos a calcular
algunas probabilidades:

o P(X <1)=P{o} =0 (Ningin resultado tiene asignado un valor menor o igual a 1)

e P(X <2)=P{(1,1)} =1/36 (S6lo hay un caso al que se le asigne un valor inferior o igual a 2).

e P(X <3.5)=P{(1,1),(1,2),(2,1)} = 3/36 (Tres resultados elementales tienen asignado un valor
menor o igual a 3.5)

Ahora podéis intentar calcular por vosotros mismos algunas probabilidades: (a) P(X < 6) (b) P(X < 8,2);
(c) P(X <12); (d) P(X <20)i(e) P(2,2< X <7)

2.15.4 Funcién de distribuciéon

Para calcular la funcién de distribucién de la variable X = Suma de puntos de las caras :
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0o® o0 g& ,OB,...}

3 5 7 4

necesitamos conocer el recorrido de la variable, que es: {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} y, utilizando este recorrido
como pauta, determinar para todo punto x de la recta real la probabilidad P(X < z).

En nuestro ejemplo:

0 T <2
1/36 2<x<3
3/36 3<zx<4
6/36 1<z <5b
10/36 5<x <6
F@-r&sa={N0 2il
26/36 8§<x <9
30/36 9<x <10
33/36 10<x <11
35/36 11<z<12
36/36 =1 x>12

Acabamos de construir la funcién de distribucién de la variable suma de la puntuacién al lanzar dos dados.

Vamos a ver su representacion grafica:
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Funcion de distribucion

Ejercicio : Haced lo mismo para la variable aleatoria el menor de los puntos de las dos caras al lanzar dos
dados.

2.15.5 Clasificacién de las variables

En el experimento que estamos considerando, lanzar simultdneamente dos dados, cualquiera de las dos
variables aleatorias que hemos considerado hasta el momento:

X = Suma los puntos de las dos caras

Y = El menor de los puntos de las dos caras

se clasifican dentro del tipo de variables aleatorias discretas, puesto que en ambos casos el recorrido es finito:
{2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12} para la variable X y {1,2,3,4,5,6} para la variable Y.

También son discretas aquellas variables aleatorias con recorrido infinito numerable.

Ejercicio: jSabriais construir una variable aleatoria discreta con recorrido infinito numerable basada en el
experimento que consiste en el lanzamiento de dos dados?

2.15.6 Funcién de densidad discreta

Para calcular la funciéon de densidad de la variable

X = suma de puntos de las caras
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a® o8 g&,09 1

3 5 7 4

necesitamos conocer el recorrido de la variable, es decir: {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} y, a partir del recorrido,
determinar para todo punto del recorrido la probabilidad P(X = z).

En nuestro ejemplo

1/36 =2
2/36 =3
3/36 x=4
4/36 z=5
5/36 =6
flx)=P(X=2)=<6/36 =7
5/36 =8
4/36 =9
3/36 x =10
2/36 =11
1/36 =12

Acabamos de construir la funcién de densidad de la variable suma de la puntuacién al lanzar dos dados.

Vamos a ver su representacion grafica:
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Funcion de probabilidad

Hemos optado por la representacién con barras en lugar de puntos para permitir una visualizacion de la
funcién 6ptima.

Ejercicio: Haced lo mismo para la variable aleatoria el menor de los puntos de las dos caras al lanzar dos
dados.

2.15.7 Probabilidad de intervalos

Vamos a centrarnos en la variable

X = Suma de puntos de las caras

Las funciones de distribucién y de densidad son, respectivamente,

0 b oo 1/36 = =2
1/36 2<1<3 2/36 z=3
3/36 3<z<4 3/36 x=4
6/36 4<x <5 4/36 =5
1% ose<T 586 =0
<z <
26,36 8<x<9 5/36 z=8
30/36 9<z<10 4/36 = =9
33/36 0<r <11 3/36 = =10
[36=1 == 1/36 = =12

Puede observarse cémo los valores de la funciéon de distribucién se obtienen acumulando los valores de la
funcién de densidad correspondientes.

Vamos a calcular algunas probabilidades utilizando las funciones anteriores. Compaéarese con los resultados
obtenidos con anterioridad basados directamente en los resultados elementales.

« P(X<1)=F(1)=0
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e P(X <3,5)=F(3,5)=3/36 = f(2) + f(3)

e P(X <6)=F(6)— f(6)=15/36—5/36 = 10/36 = £(2) + £(3) + f(4) + f(5)

e P(2,2<X <T7)=F(7T)— F(2,2) = 21/36 — 1/36 = 20/36 = £(3) + f(4) + £(5) + £(6) + £(7)

« P2<X <7)=F(7)— f(7) — F(2) = 21/36 — 6/36 — 1/36 = 14/36 = f(3) + f(4) + f(5) + f(6)

2.15.8 Esperanza

Supongamos que estamos interesados en determinar cual seria el valor medio teérico de la variable

X = Suma de puntos de las caras

La funcién de densidad es:

1/36 =2
2/36 =3
3/36 =4
4/36 z=5
5/36 x=6
fle)=P(X=2)=<6/36 =7
5/36 =8
4/36 =09
3/36 2 =10
2/36 x =11
1/36 z =12

La misma funcién de densidad nos da informacién sobre el recorrido de la variable. Calcular el valor medio
tedrico de la variable quiere decir calcular la esperanza. A partir de la férmula de la esperanza para variables
discretas, tenemos

E(X)=2-1/36+3-2/36+4-3/36+5-4/36+ 6 - 5/36+
+7-6/36+8-5/36+9-4/36+
+10-3/36+11-2/36 +12-1/36 =
=7

Por tanto, 7 es la esperanza de la variable X = Suma de puntos de las caras. Fijaos que la esperanza para la
variable Puntuacién de un dado seria

1-1/6+2-1/6+3-1/6+4-1/6+5-1/6+6-1/6=23,5

y que se puede considerar la variable Suma de puntos de las dos caras como la suma de dos variables que
representen la puntuacién de cada dado. La esperanza de la suma es, efectivamente, la suma de las esperanzas
de cada variable sumada.

En la aplicacién siguiente, podéis calcular la esperanza de la variable Puntuacién de un dado y modificar las
probabilidades de las diferentes caras, de este modo se modifica la esperanza.

Ejercicio: Podriais hacer lo mismo para la variable X = El menor de los puntos de las dos caras al lanzar
dos dados?
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2.15.9 Esperanza de un juego

Imaginemos que alguien os propone el juego siguiente: lanzad dos dados, si la suma obtenida es menor o
igual a 6 gandis 100 euros, sin embargo, si la suma obtenida es mayor que 6 tenéis que pagar 100 euros. ;Nos
conviene jugar a este juego?

Veamos, podemos considerar el resultado del juego como una variable aleatoria discreta que toma dos valores:
4100 si ganamos y -100 si perdemos. Nos interesa conocer las probabilidades de los diferentes resultados.
Consideremos la variable X = Suma de puntos de las caras, cuya funcién de densidad conocemos:

1/36 =2
2/36 =3
3/36 x =4
4/36 =5
5/36 =6
flz)=P(X=2)=<6/36 z=7
5/36 =8
4/36 z=9
3/36 x =10
2/36 =11
1/36 o =12

A partir de aqui es ficil ver que la funcién de densidad de la variable Y = Resultado del juego sera la
siguiente:

£(100) = 15/36; f(—100) = 21/36

Por tanto, la esperanza del juego, que puede ser interpretada como la ganancia media por jugada, serd

E(Y) =100-15/36 — 100 - 21/36 = —100/6 ~ —16, 667

Es decir, la ganancia media por jugada es negativa, por tanto no es favorable dicho juego para el jugador, es
un juego no equitativo.

2.15.10 Esperanza con recorrido infinito

Vamos a tratar de calcular la esperanza de la siguiente variable aleatoria: X = Numero de lanzamientos que
hemos de hacer para conseguir que aparezca un doble seis La variable que acabamos de definir es una variable
discreta con recorrido infinito numerable. El recorrido seria el siguiente:

{1,2,3,4,...}

Vamos a ver como calculamos la funcién de densidad: P(X = 1) = Probabilidad de que aparezca un doble
seis en el primer lanzamiento = 1/36 P(X = 2) = Probabilidad de que el doble seis no aparezca en el primer
lanzamiento y sf en el segundo = 35/36 - 1/36 = 35/36% P(X = 3) = Probabilidad de que el doble seis no
aparezca ni en el primer ni en el segundo lanzamientos y si en el tercero = 35/36 - 35/361/36 = 352 /36>

En general, P(X = k) = 35*~!/36* Para simplificar, vamos a llamar p = 1/36 y ¢ = 1 — p = 35/36, con esta
nomenclatura P(X = k) = ¢*~!p. Por tanto, la esperanza sera:
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En nuestro ejemplo el nimero medio de tiradas antes de salir un doble seis sera 36 .

2.15.11 Esperanza infinita

Ahora calcularemos la esperanza del juego siguiente: lanzamos un dado hasta que aparece un nimero par, el
jugador gana 2" unidades monetarias si aparece un niimero par por primera vez en la tirada nésima.

El recorrido de la variable aleatoria X = Ganancia del juego, esta formado por todos los niimeros de la forma
2" con n = 1,2,3,... La probabilidad de cada valor del recorrido es la probabilidad de que aparezca un
ntimero par por primera vez en la tirada nésima, es decir (1/2)"~! - (1/2) = (1/2)". Por tanto, la esperanza
del juego es la siguiente:

E(X)=) 2"(1/2)"=> 1=00

Como vemos, la variable aleatoria X no tiene esperanza finita. El enunciado presentado es una version del
problema presentado alrededor de 1730 por el matematico Daniel Bernouilli a la Academia de San Petersburgo
y conocido como la paradoja de San Petersburgo, dado que la esperanza del juego es aparentemente infinita.

2.15.12 Varianza

Si ahora queremos calcular la varianza de la variable

X = Suma de puntos de las caras

con funcién de densidad:

1/36 =2
2/36 z=3
3/36 =4
4/36 x =
5/36 =6
flx)=P(X=2)=<6/36 =7
5/36 x=8
4/36 =9
3/36 =10
2/36 1z =11
1/36 z =12

Podemos aplicar la férmula

Var(X) = E (X2) - (E(X))*
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La esperanza ya la tenemos calculada con anterioridad

E(X)=2-1/36+3-2/36+4-3/36+5- 4/36+
+6-5/36+7-6/36+8-5/36+9-4/36+
+10-3/36+11-2/36 +12-1/36 =
=7

Necesitamos calcular la esperanza de la variable al cuadrado, que en este caso resulta:

E(X?)=2%-1/36+3%-2/36+4-3/36 +5°-4/36 + 6 - 5/36+
+7%.6/36+8%-5/36 +92-4/36 + 10? - 3/36+
+11%-2/36 4 12% - 1/36 = 329/6
~ 54,833

Con lo que la varianza resulta ser

Var(X) = 329/6 — 7> = 35/6 ~ 5,833

Nuevamente, para la variable Puntuacién de un dado, la varianza se obtendria de la manera siguiente:

EX)=1-1/6+2-1/6+3-1/6+4-1/6+5-1/6+6-1/6 =
=3,5
E(X?)=1%-1/6+2%-1/6+3%-1/6+4%-1/6+
+52-1/6+6%-1/6 =91/6
~ 15,167
Var(X) =91/6 — 3,5% = 35/12 ~ 2,9167
y se cumple que la varianza de la variable Suma de puntos de las dos caras es la suma de las varianzas de

las puntuaciones de cada dado por separado. Recordemos que esto sélo sucede si las variables sumadas son
independientes, como asi ocurre con las puntuaciones de cada dado por separado.
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3 Distribuciones Notables

3.1 Distribuciones discretas

3.1.1 La distribucién de Bernouilli

Es el modelo discreto mas sencillo en que podamos pensar. Hace referencia a situaciones en las que el
resultado de un experimento sélo puede ser: se ha dado el suceso A 6 no se ha dado el suceso A. Por ejemplo,
en el lanzamiento de una moneda s6lo puede darse el suceso sale cara o su complementario no sale cara (sale
cruz).

Por lo tanto, definimos la variable aleatoria X de la siguiente manera:

e X =1 sise ha dado A.
e« X =0 sino se ha dado A, es decir, se ha dado el complementario A°.

Si ademaés, conocemos la probabilidad de que suceda A :

P[A]=p

y, por tanto,

P[A°l=1-p
ya podemos definir la distribucién de la variable aleatoria X. En estas condiciones diremos que X sigue una

distribucién de Bernouilli de pardmetro p, que abreviaremos asi X ~ Bernouilli(p), y su funcién de densidad
se define asi:

_ e D si k = 1( se ha dado A)
f(k)_P[X_k]_{ 1—p sik=0(sehadado A°)

Gréficamente:

Funcion de densidad del modelo de Bernouilli

1 -

1-p

Probabilidad

Valores de X
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Mientras que la funcién de distribucién seréa:

0 sik <0
F(k)=P[X <kl=< p si0<k<l
1 sip>1

Gréaficamente:

Funcién de distribuciéon del modelo de Bernouilli

ol
QO

3.1.1.1 Propiedades del modelo de Bernouilli

1) La esperanza vale E(X) = p.
2) La varianza vale V(X) = p(1 — p).

3.1.2 La distribucién Binomial

Al igual que el modelo de Bernouilli, hace referencia a experiencias con resultados dicotémicos (el resultado
s6lo puede ser A o A€ ). Sin embargo en este modelo estamos interesados en la repeticiéon de n veces una
experiencia de este tipo en condiciones independientes.

Tomemos el ejemplo del contaje del nimero de caras en el lanzamiento n veces de una moneda regular. Para
concretar, vamos a suponer que disponemos de una moneda regular (P[ cara | = Plcruz] = 1/2) que lanzamos
cuatro veces. Es evidente que, en estas condiciones, la variable X: ntimero de caras en cuatro lanzamientos
independientes de una moneda regular es una variable aleatoria discreta que sélo puede tomar cinco posibles
valores:

2=0,1,2,34

Pasemos ahora a calcular la probabilidad de cada valor (en terminologia estadistica, vamos a calcular la
funcién de densidad de la variable X ).

Es evidente que la P[X = 0] es igual a la probabilidad de salgan cuatro cruces seguidas:

P[X = 0] = P[cruz, cruz, cruz, cruz] = Pleruz)? = (1/2)* = 0,0625
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ya que la moneda es regular y, por tanto, P[ cara | = P[ cruz | = 1/2. La P[X = 3] corresponde al suceso de
que salgan tres caras ( ¢ en adelante) y una cruz ( + en adelante). Sin embargo, en este caso tenemos hasta
cuatro posibles maneras de obtener dicho resultado, segin el orden en que aparezcan las tres caras y la cruz:

—“+cce ¢+ cc cc+c¢ cce+

También deberia resultar evidente que la probabilidad de cada uno de estos sucesos es la misma:

Pl+ccc] = Ple + cc] = Plec + ¢] = Plece+] = (1/2)* = (1/2)* = 0,0625

de manera que, finalmente, la probabilidad de que salgan tres caras y una cruz es la suma de las probabilidades
de los 4 casos anteriores:

P[X =3] =4(1/2)* =0,25
Y asi podriamos ir calculando el resto de casos. Podemos ver que, en este ejemplo, todos los casos tienen la
misma probabilidad (0,0625) y que el ntimero total de casos posibles es 16 . En términos de combinatoria

dicho niimero se obtendria como variaciones con repeticién de dos valores (cara o cruz) tomados de cuatro en
cuatro (el ntimero de lanzamientos de la moneda):

VR =2* =16

En la siguiente tabla se muestran los dieciséis posibles resultados:

k = numero de caras Casos

0 +++++
1 +++c
+ +c+
+c++
c+ ++
+-+cc
+c+c
c+ +c+
c+c+
cct++
cce+
c+cc

Si hacemos uso de nuestros conocimientos de combinatoria, comprobamos que el nimero de casos para cada

posible valor k(k = 0,1,2,3,4) puede calcularse como permutaciones con repeticién de cuatro elementos
tomado de k y 4 — k :

. 4! 4
plA—k _ _
RF; k(4 — k) (k)

y obtenemos finalmente el niimero combinatorio 4 sobre k. En efecto, para el caso k = 3, tendriamos:

4 4!
(3)‘3!1!_4
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que son los cuatro posibles casos que nos dan tres caras y una cruz. Finalmente, recordando que todos los
casos tienen la misma probabilidad, se construye la siguiente tabla:

k = nimero de caras Numero de casos P[X = k|

0 1 0,0625
1 4 0,2500

2 60,3750

3 40,2500
4 10,0625
Total 16 1

3.1.2.1 Los parametros de la distribucién Binomial La ultima tabla de la pagina anterior es,
justamente, la funcién de densidad de nuestra variable X.

Funcion de densidad de X

k P[X = k]

0 0,0625

1 0,2500

2 0,3750

3 0,2500

4 0,0625
En otro caso 0

Como hemos visto, para obtener los resultados anteriores, hemos tenido que definir dos valores:

1. n : el nimero de lanzamientos (repeticiones de la experiencia aleatoria en condiciones independientes),
en nuestro caso n = 4.
2. p : la probabilidad de que salga cara (P[c]), en nuestro caso p = 1/2.

Se dice, por tanto, que la distribucion Binomial depende de dos parametros: n y p. En nuestro ejemplo,
diremos que X sigue una distribucién Binomial de pardmetros n =4 i p = 1/2. De forma abreviada:

X ~B(n=4;p=1/2)

En el ejemplo que hemos visto, suponiamos que la moneda era regular y, por tanto,

Pl = P[+] = 1/2

Si tenemos una moneda trucada con las siguientes probabilidades:

Pld=2/3 i P+]=1/3

diremos que en este caso la variable X : niimero de caras en cuatro lanzamientos independientes de nuestra
moneda trucada sigue una distribucién Binomial de pardmetros:

X ~ B(n=4;p=2/3)
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El problema se nos complica levemente ya que ahora no todos los posibles resultados tienen la misma
probabilidad. Veamos dos ejemplos:

e La probabilidad de obtener cuatro caras es:

Plccec] = (2/3)* = 0,1975
e La probabilidad de que el primer lanzamiento sea cara y el resto sean cruces valdra:
Plctt] = (2/3)'(1/3)® = 0,0247
Sin embargo si se cumplird que la probabilidad de que todos los caso que resulten en el mismo nimero de

caras y cruces tendran la misma probabilidad. Por ejemplo, para los cuatro casos en los que el niimero total
de caras es 1 y el de cruces 3 :

Ple+++] = Pl+c+ 4] = P+ + c+] = P+ + +d = (2/3)'(1/3)* = 0,0247

Y, por tanto, la probabilidad de obtener una sola cara en el lanzamiento de nuestra moneda trucada sera:

P[X = 1] = 40,0247 = 0, 0988

O, generalizando, si P[A] =py P[A] =1 — p tenemos que

PX =k =c(n, k)p*(1 —p)"" sik=0,1,...,n

donde ¢(n, k) representa el niimero de posibles resultados en los que obtenemos k caras y n — k cruces en n
lanzamientos. Tal como hemos visto, dicho niimero se puede calcular como permutaciones con repeticién de
n unidades tomadas de k y n — k.

Todo lo anterior nos lleva a formular el model binoial a traves de la siguiente funcién de densidad:

oy @pFA=p)"F s k=0,...n
f(k) B P[X B k} B { 0 en caso contrario

con lo que la funcién de distribucién se calcularia:

0 sik<0
F(k)y=P[X <kl=< YF (}pi@a—pr
1 sik>n

3.1.2.2 Propiedades del modelo Binomial

1. La esperanza vale E(X) = np.

La varianza es V(X) = np(1 — p).

3. Es una generalizacién del modelo de Bernouilli. En efecto, la Binomial con n = 1 (una sola realizacién)
coincide con la distribucién de Bernouilli.

4. La suma de dos variables aleatorias binomiales independientes con igual pardmetro p también sigue una
distribucién Binomial:

o

Xi~B(n=ni;p=py) i Xo~DB(n=n;p=npo)

Si definimos Z = X7 4+ X5 entonces,
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Z ~ B (n=n1+n2;p=Dpo)

3.1.3 La distribucién de Poisson

Se trata de un modelo discreto, pero en el que el conjunto de valores con probabilidad no nula no es finito, sino
numerable. Se dice que una variable aleatoria X sigue la distribucién de Poisson si su funcién de densidad
viene dada por:

f(k)_P[X_k]_{ M sik=0,12,... }

0 en caso contrario

Como vemos, este modelo se caracteriza por un sélo parametro A, que debe ser positivo. Esta distribucion
suele utilizarse para contajes del tipo ntimero de individuos por unidad de tiempo, de espacio, etc.

3.1.3.1 Propiedades del modelo de Poisson

1. Esperanza: E(X) = \.
2. Varianza: V(X) = A.

En esta distribuciéon la esperanza y la varianza coinciden.

3. La suma de dos variables aleatorias independientes con distribucién de Poisson resulta en una nueva
variable aleatoria, también con distribucién de Poisson, de pardmetro igual a la suma de parametros:

XlNP()\:)\l) y XQNP()\:)\Q)

y definimos Z = X; + X5, entonces,

Z~P(A=A+ )

Este resultado se extiende inmediatamente al caso de n variables aleatorias independientes con distribucién
de Poisson. En este caso, la variable suma de todas ellas sigue una distribuciéon de Poisson de parametro
igual a la suma de los parametros.

3.1.4 La distribucion Uniforme discreta

Tenemos esta distribucién cuando el resultado de una experiencia aleatoria puede ser un conjunto finito de n
posibles resultados, todos ellos igualmente probables.

Un ejemplo puede ser la variable X, puntuacion en el lanzamiento de un dado regular. Esta variable toma

seis valores posibles, todos con la misma probabilidad p = 1/6. La funcién de densidad de esta variable seré:

f(k)y=P[X =k]=1/6 k=1,2,3,4,56
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En general, si la variable X puede tomar n(k =1,2,...,n) valores, todos con igual probabilidad, su funcién

de densidad sera:

f(k)=PX=kl=1/n k=1,2,...,n

3.1.4.1 Propiedades del modelo Uniforme discreto Sea n el nimero de valores equiprobables
posibles:
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3.1.4.2 Esperanza:

3.1.4.3 Varianza:

3.1.5 La distribucion Hipergeométrica

Este modelo presenta similitudes con el Binomial, pero sin la suposicién de independencia de éste ultimo.
Veamoslo:

e Partimos de un conjunto formado por N individuos divididos en dos categorias mutuamente excluyentes:
Ay A€ de manera que N; individuos pertenecen a la categoria A y N, individuos, a la categoria A°€.
Por tanto, se cumple que

N =N+ N

o Si del conjunto anterior extraemos n individuos sin reemplazamiento (n < N), la variable X que
representa el nimero k de individuos que pertenecen a la categoria A (de los n extraidos) tiene por
funcién de densidad:

si max {0,n — No} <k < min{Ny,n}

La dependencia se debe al hecho de que N es finito y las extracciones se efectiian sin reemplazamiento. El
caso de extracciones con reemplazamiento seria equivalente al de N infinito y se resolveria mediante el modelo
Binomial.

3.1.5.1 Propiedades del modelo hipergeométrico

1. Esperanza: E(X) = nN;/Nj.
2. Varianza: V(X) = (nN1N2(N —n)) / (N2(N — 1))

3.1.6 La distribucién Geométrica o de Pascal

Definamos una experiencia aleatoria cuyo resultado sélo puede ser el suceso A o su complementario A€, y que
se repite secuencialmente hasta que aparece el suceso A por primera vez.

Definamos la variable aleatoria X como el niimero de veces que repetimos la experiencia en condiciones
independientes hasta que se dé A por primera vez. Bajo estas condiciones, decimos que la variable X sigue
una distribucién geométrica o de Pascal de pardmetro p = P(A).

La funcién de densidad puede deducirse facilmente de la definicién:

f(k)=PX=k=0-pFp k=0,1,2,...
En el programa siguiente podéis ver su forma y obtener los valores de la funcién de densidad y de la de
distribucién:
Algunas puntualizaciones de la definicién de X :

e Notése que, en esta definicién, condiciones independientes significa que p, la probabilidad de A, y 1 — p,
la de su complementario A¢, no varian a lo largo de las sucesivas repeticiones de la experiencia.
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e Tal y como la hemos definido, X se refiere al niimero de lanzamientos hasta que se produce A, pero sin
contabilizar el ultimo caso en que se da A. Por dicha razéon X puede tomar los valores k = 0,1,2,. ..
con probabilidad no nula.

Un ejemplo de este modelo podria ser la experiencia consistente en lanzar sucesivamente un dado regular
hasta que aparezca el nimero 6 . Si definimos la variable aleatoria X como el nimero de lanzamientos de un
dado regular hasta que aparezca un 6 , queda claro que X sigue una distribucién geométrica de pardmetro

p=1/6.
3.1.6.1 Propiedades del modelo Geométrico o de Pascal
1) Esperanza: E(X)=(1—p)/p
2) Varianza: V(X) = (1 — p)/p?
3.1.6.2 Preguntas:
e ;A que suceso nos referimos cuando decimos X = 0 7 Respuesta.

— Cuando decimos que X = 0 nos referimos al caso en que el 6 aparece en el primer lanzamiento. La
probabilidad de que esto suceda, suponiendo un dado regular, es de 1/6 :

PX=0=1/6
e ;Cual es la probabilidad de que el primer 6 aparezca en el cuarto lanzamiento? Respuesta.

— La probabilidad de que el primer 6 aparezca en el cuarto lanzamiento corresponde a:

P[X =3]=(5/6)*1/6 = 0,0965

Fijémonos en que, si definimos A como el suceso sale un 6, la probabilidad anterior corresponde a la del
suceso: {A°A°A°A} (en este orden).

3.1.7 La distribucién Binomial negativa

Puede definirse como una generalizacién del modelo Geométrico o de Pascal. Asi, dado un suceso A y su
complementario A¢, cuando X representa el niimero de veces que se da A° (ausencias, fallos, etc.) hasta
que se produce r veces el suceso A , en una serie de repeticiones de la experiencia aleatoria en condiciones
independientes, decimos que X sigue la distribucién Binomial negativa. Noétese que, cuando r = 1, tenemos
exactamente el modelo geométrico.

Este modelo queda definido por dos pardmetros p (la probabilidad de A : p = P(A) ) y r (el nimero de veces
que debe producirse A para que detengamos la experiencia).

La funcién de densidad viene dada por:

k+r—1

f(k)P[Xk]( _ )pqu k=0,1,2,...

donde ¢ representa el complementario de p:q=1— p.

3.1.7.1 Propiedades del modelo Binomial negativo
1. Esperanza: E(X) =rq/p
2. Varianza: V(X) = r'q/p?

3. Se cumplen las siguientes propiedades respecto la funcién de densidad:
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f(0)=p"

Jlk+1) =

(1 —p)(k+7)
k+1

f(k)

4. Este modelo se ajusta bien a contajes (nimeros de individuos por unidad de superficie) cuando se
produce una distribucién contagiosa (los individuos tienden a agruparse).

5. La distribucién Binomial negativa puede definirse con mayor generalidad si tomamos r como un nimero
real positivo cualquiera (no necesariamente entero). Pero, en dicho caso, se pierde el cardcter intuitivo
del modelo y se complican ligeramente los calculos. Por dichas razones, se ha excluido dicha posibilidad
en esta presentacion.

3.1.8 Tabla resumen de las distribuciones discretas principales

Funcion de

Distribucién Parametros densidad Esperanza Varianza
Bernouilli 0<p<1 pF(1—p)t=* P p(1—p)
k=0,1
Binomial 0<p<1 (E)pk(l —p)nk np np(l —p)
n=12,. k=0,1,....n
Poisson A>0 e"\)‘k—); k=012,... A A
np1
np2
Multinomial 0<pi,...p, <1 mpflpgz cophr ) o =np; (1 —p;)
(pr+...+ pp=1) Y ki=n : oy =npip; 1F]
n=12 npr
Uniforme discreta n=1,2,... % k=1,2,....n nTH (n+1)[2(2n1451)—3(n+1)
M (o))
Hipergeométrica Ny % np np(1 — p) ==
p=N/N max{O,nn— Ny} <
k < min {Ny,n}
Pascal 0<p<1 p(1—p)k 177” 1};”
k=0,1,2,...
Binomial negativa 0<p<1r>0 T(lljp) T(;;p)

3.2 Distribuciones Continuas

3.2.1 La distribucion Uniforme

La distribucién Uniforme es el modelo (absolutamente) continuo més simple. Corresponde al caso de una
variable aleatoria que solo puede tomar valores comprendidos entre dos extremos a y b, de manera que
todos los intervalos de una misma longitud (dentro de (a,b) ) tienen la misma probabilidad. También puede
expresarse como el modelo probabilistico correspondiente a tomar un ntimero al azar dentro de un intervalo

(a,b).

De la anterior definicién se desprende que la funciéon de densidad debe tomar el mismo valor para todos los
puntos dentro del intervalo (a,b) (y cero fuera del intervalo). Es decir,

Gréaficamente:
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Funcion de densidad del modelo uniforme

1 o I —

La funcién de distribucién se obtiene integrando la funcién de densidad y viene dada por:

0 siz<a
Fx(z)=P(X <z)=( j=2 siz€(a,b)
1 siz>b

Gréaficamente:

Funcién de distribucién del modelo uniforme

Funcion de distribucion del modelo uniforme

08

06
04

02

3.2.1.1 Propiedades del modelo Uniforme

1. Su esperanza vale (b+ a)/2
2. Su varianza es (b — a)?/12

3.2.1.2 Una aplicaciéon del modelo Uniforme: el muestreo de Montecarlo En ciertos casos es
util simular el muestreo de una variable aleatoria con una distribucién dada. El muestreo de Montecarlo es
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un procedimiento general para obtener muestras aleatorias de cualquier tipo de variable (discreta o continua)
si su funcién de distribucién es conocida o se puede calcular.

Supongamos que queremos generar una muestra procedente de una variable aleatoria X con funcién de
distribucién F(x). El proceso comprende los siguientes pasos:

1. Obtener un valor aleatorio y entre cero y uno. Es decir, obtener una muestra de una distribuciéon
Uniforme entre cero y uno. La mayoria de lenguajes de programacién incorporan un generador de este
tipo.

2. Considerar el valor obtenido como el valor de la funcién de distribucién a generar: y = F(z).

3. El valor x = F~1(y) (la inversa de la funcién de distribucién en el punto y ) es un valor procedente de
la distribucién de la que desedbamos generar la muestra.

4. Si queremos obtener una muestra con n individuos debemos repetir los pasos anteriores n veces.

3.2.1.3 Generacion de una muestra procedente de una distribucién Binomial Supongamos que
queremos simular el experimento de contar el ntimero de caras obtenidas en 5 lanzamientos de una moneda
trucada con probabilidad de cara igual a 0,75 . Es decir, queremos obtener una muestra de una distribucién
Binomial con n =5y p =0, 75.

Siguiendo los pasos anteriores deberemos obtener un nimero al azar entre 0 y 1 (un valor procedente de una
distribucién Uniforme entre 0 y 1) y si este valor es menor o igual a 0,75 diremos que ha salido cara y, si es
superior a 0,75 , cruz. Utiliza el siguiente programa para simular cinco lanzamientos con nuestra moneda
trucada:

3.2.2 La distribucién Exponencial

Este modelo suele utilizarse para variables que describen el tiempo hasta que se produce un determinado
suceso.

Su funcién de densidad es de la forma:

f(I)—{(lleXp(Z) si x>0}

0 si <0

Como vemos este modelo depende de un tinico pardmetro o que debe ser positivo: a > 0. A continuacién se
muestra un programa que nos permite ver como cambia la forma de la funciéon de densidad segtn el pardmetro
a.

La funcién de distribucién se obtiene integrando la de densidad y es de la forma:

F(:E){ l—exp(=3) si >0 }

0 si <0
Podemos utilizar el programa siguiente para calcular dicha funcién de distribucion:

3.2.2.1 Propiedades del modelo Exponencial

1. Su esperanza es .

2. Su varianza es aZ2.

3. Una propiedad importante es la denominada carencia de memoria, que podemos definir asi: si la
variable X mide el tiempo de vida y sigue una distribucién Exponencial, significard que la probabilidad
de que siga con vida dentro de 20 afios es la misma para un individuo que a fecha de hoy tiene 25 afios
que para otro que tenga 60 anos.
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4. Cuando el nimero de sucesos por unidad de tiempo sigue una distribuciéon de Poisson de pardmetro A
(proceso de Poisson), el tiempo entre dos sucesos consecutivos sigue una distribucién Exponencial de
pardmetro ov = 1/A.

3.2.3 La distribucion Normal

Se trata, sin duda, del modelo continuo méas importante en estadistica, tanto por su aplicacién directa, veremos
que muchas variables de interés general pueden describirse por dicho modelo, como por sus propiedades,
que han permitido el desarrollo de numerosas técnicas de inferencia estadistica. En realidad, el nombre de
Normal proviene del hecho de que durante un tiempo se creyd, por parte de médicos y bidlogos, que todas las
variables naturales de interés seguian este modelo.

Su funcién de densidad viene dada por la féormula:

1 (x —p)?
f(g;):mexp{—w donde — oo <z < +00

que, como vemos, depende de dos pardmetros p (que puede ser cualquier valor real) y o (que ha de ser
positiva). Por esta razén, a partir de ahora indicaremos de forma abreviada que una variable X sigue el
modelo Normal asi: X ~ N(u, o). Por ejemplo, si nos referimos a una distribucién Normal con p =0y o =1
lo abreviaremos N (0, 1).

A continuacién vemos grifica de esta funcién de densidad (podeis probar a cambiar los pardmetros):

Como puedes ver, la funcién de densidad del modelo Normal tiene forma de campana, la que habitualmente
se denomina campana de Gauss. De hecho, a este modelo, también se le conoce con el nombre de distribucién
gaussiana.

3.2.3.1 Propiedades del modelo Normal
. Su esperanza es p.

. Su varianza es o2y, por tanto, su desviacién tipica es o.

1
2
3. Es simétrica respecto a su media u, como puede apreciarse en la representacion anterior.
4. Media, moda y mediana coinciden (u).

5

. Cualquier transformacién lineal de una variable con distribucién Normal seguird también el modelo
Normal. Si X ~ N(u,0) y definimos Y = aX + b(cona # 0), entonces Y ~ N(ap + b, |alo). Es decir,
la esperanza de Y serd ap + b y su desviacién tipica, |a|o.

6. Cualquier combinacién lineal de variables normales independientes sigue también una distribucién
Normal. Es decir, dadas n variables aleatorias independientes con distribucién X; ~ N (u;, 0;) para
i =1,2,...,n la combinacion lineal: Y = a, X, + a,_1Xn_1+ ...+ a1 X1 + ag sigue también el modelo
Normal:

n
Y~N|a +Zaiui,
i1

n
E alo?
i—1

#4##La funcién de distribucién del modelo Normal

La funcién de distribucién del modelo Normal se deberia calcular, como en el resto de distribuciones continuas,
integrando la funciéon de densidad:

Flz)=P[X <z]= /g; M;?Uexp{—(t;‘/;)z}dt
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Pero nos encontramos con el problema de que no existe ninguna primitiva conocida para esta funcién, es decir,
no sabemos resolver la anterior integral. Sin embargo, si somos incapaces de calcular la funcién distribucién
no podremos efectuar ningtn calculo con este modelo. ;Coémo solucionamos el problema?

Una primera solucién podria consistir en aproximar la integral a través de técnicas de calculo numérico. Sin
embargo, dado que el conjunto de valores que pueden tomar los pardametros p y o son infinitos, deberfamos
repetir el proceso para cada valor diferente de algiin parametro. Afortunadamente, podemos ahorrarnos el
esfuerzo aprovechando la propiedad de que cualquier transformacion lineal de una variable Normal sigue
también el modelo Normal. Por tanto, replantearemos cualquier problema en términos de una Normal
concreta, que suele ser la N(0, 1), de la siguiente manera:

Si X ~ N(u,0) y entonces definimos Z = (X — p)/o se cumplird que Z ~ N(0,1)

y, por tanto:

Fx=pPix <ol =p[EB B plp ot (0)

A la distribucién N(0,1), es decir, la que tiene por media cero y por desviaciéon tipica uno, se le denomina
Normal reducida o tipificada. En cambio, al proceso de transformacién del calculo de la funcién de distribucién
de una Normal cualquiera a través de la Normal tipificada, se le denomina tipificacion.

Debemos remarcar que el proceso de tipificaciéon no resuelve el problema de la inexistencia de la funcién
primitiva correspondiente. Sin embargo, si es posible, mediante técnicas de calculo numérico, obtener la
integral numérica correspondiente y elaborar unas tablas que podemos consultar. Naturalmente, la tipificacién
permite que con una sola tabla, la de la N(0, 1), tengamos suficiente.

Hoy en dia, cada vez se utilizan menos tablas como la mencionada anteriormente, ya que los ordenadores,
junto con los abundantes programas estadisticos existentes nos resuelven este problema. Sin embargo, la
imposibilidad de integrar analiticamente la funcién de densidad persiste y, aunque nosotros no seamos
conscientes, los programas informéticos realizan el proceso de tipificaciéon para simplificar el problema.

3.2.4 La distribucién Gamma

Este modelo es una generalizacion del modelo Exponencial ya que, en ocasiones, se utiliza para modelar
variables que describen el tiempo hasta que se produce p veces un determinado suceso.

Su funcién de densidad es de la formas:

f(x):{ (@(%W siow>0 }

si <0

Como vemos, este modelo depende de dos pardmetros positivos: a y p.

La funcién I'(p) es la denominada funcién Gamma de Euler que representa la siguiente integral:

F(p):/ P e %dx
0

que verifica I'(p + 1) = pI'(p), con lo que, si p es un nimero entero positivo, I'(p + 1) = p!. Es decir, si
evaluamos la funcién gamma en niimeros positivos se obtiene el factorial del valor anterior en el que se ha
realizado la evaluacién. Por ejemplo:

I'(5)=4l=4x3x2=24
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3.2.4.1 Propiedades de la distribucién Gamma
1. Su esperanza es pa.
2. Su varianza es pa?

3. La distribucién Gamma (o, p = 1) es una distribucién Exponencial de pardmetro a.. Es decir, el modelo
Exponencial es un caso particular de la Gamma conp = 1.

4. Dadas dos variables aleatorias con distribuciéon Gamma y parametro « comun

X ~G(a,p1) yY ~G(a,p2)

se cumplirda que la suma también sigue una distribucion Gamma

X+Y ~G(a,p1 +p2)

Una consecuencia inmediata de esta propiedad es que, si tenemos k variables aleatorias con distribucién
Exponencial de pardmetro « (comun) e independientes, la suma de todas ellas seguird una distribucién

G(a, k).

3.2.5 La distribucién de Cauchy

Se trata de un modelo continuo cuya funcién de densidad es:

1
f(x):m para —oo <z <00

Cuya integral nos proporciona la funcién de distribucion:

v 1 1 _ 1 arctan(zx)
F = _ = — t:"f - _
(z) /_Oo mypp tz)dt - [arctan(t)];=% o 5 + -

El siguiente programa permite visualizar la forma de la funcién de densidad de este modelo y el valor de la
funcién de distribucién:

3.2.5.1 Propiedades de la distribucién de Cauchy Se trata de un ejemplo de variable aleatoria que
carece de esperanza (y, por tanto, también de varianza o cualquier otro momento), ya que la integral impropia
correspondiente no es convergente:

T—r 00 Tr—r—00

e x 1 [ 2 1 1
E(X) = ——dr = — — —dr=— | lim In(2?) — lim In(2?)]| = ——[c0 —
(X) /Ooﬂ(l—&-x?)dx 27r/001—|—m2 z =g | lim n (z?) im In (z°) 27T[oo 0]

y nos queda una indeterminaciéon. Por tanto, la esperanza de una distribucién de Cauchy no existe. Cabe
senialar que la funcién de densidad es simétrica respecto al valor cero (que serfa la mediana y la moda), pero
al no existir la integral anterior, la esperanza no existe.
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3.2.6 La distribucién de Weibull

Se trata de un modelo continuo asociado a variables del tipo tiempo de vida, tiempo hasta que un mecanismo
falla, etc. La funcién de densidad de este modelo viene dada por:

_ g z 57167(5)[? siz>0
f(sc)—{()() six<0}

que, como vemos, depende de dos parametros: a > 0y 8 > 0, donde « es un parametro de escala y S es un
pardmetro de forma (lo que proporciona una gran flexibilidad a este modelo).

La funcién de distribucién se obtiene por la integracién de la funcién de densidad y vale:
28
Flz)=1- e (%)

El siguiente programa permite visualizar la forma de la funcién de densidad de este modelo y el valor de la
funcién de distribucion:

3.2.6.1 Propiedades de la distribucién Weibull
1. Si tomamos 8 = 1 tenemos una distribucién Exponencial.

2. Su esperanza vale:

E(X)=al (; + 1)

3. Su varianza vale:

V(X)=a?*{T (2+1> - [F <1+1>r
B 5
donde I'(z) representa la funcién Gamma de Euler definida anteriormente.

3.2.7 Tabla resumen de las principales distribuciones continuas

Funcion de

Distribucién Parametros densidad Esperanza Varianza
: 1 a+b (b—a)?

Uniforme a,b = a <‘ x<b o 5

Exponencial a>0 éexp (—i) x>0 «
2
Normal —00 < fi < 00 21m exp {— (962_0‘3) } i o?
c>0 —o0o0 <z < 400
1
Cauchy\—\m—oo<x<oo\f\f|

Weibu11|a>0ﬁ>o\g(g)ﬁ’le*(ﬁ)ﬁxzomr(%ﬂ) a2{r(§+1)—[r(}3+1)r}|
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3.3 Distribuciones con R (y Python)

El lenguaje estadistico R es muy potente en cuanto al célculo con distribuciones de probabilidad.

Dado que el trabajo con distribucines de probabilidad usando R estd muy estandarizado y explicado en
multiples fuentes no repetiremos aqui estas explicaciones.

Tan solo os referimos a dos buenas fuentes de informacién que podéis utilizar para aprender como hacer los
calculos con R y también una aplicacién que os permite visualizar casi cualquier distribucién conocida.

R Tutorials

Explicaciéon detallada y de nivel basico del manejo de las principales distribuciones con R
https://www.r-tutor.com/elementary-statistics/probability-distributions

The distribution Zoo

Permite visualizar de forma interactiva distintas distribuciones y proporciona informaciéon diversa sobre sus
propiedades e incluso su aplicacion.

https://ben18785.shinyapps.io/distribution-zoo/
Distribution explorer
Maés completo que los anteriores. No se basa en R sino en python.

https://distribution-explorer.github.io/index.html

3.4 La familia exponencial de distribuciones

En el estudio de las propiedades de los estimadores, vemos que algunas distribuciones se comportan mejor
que otras. Muchas veces, este buen comportamiento refleja una estructura comin que proviene de pertenecer
a una misma familia de distribuciones llamada familia exponencial.

Definicién: Sea fp una familia de probabilidades que depende de un pardmetro unidimensional
{fo(x),0 € © C R} tal que el soporte S(0) = {x | fo(z) > 0} no depende de 6. Si existen funciones de los
pardametros Q(6) y C(0) y funciones de las muestras, T(x) y h(x), tales que la funcién de densidad puede
escribirse como:

fo(x) = C(O)h(z) exp{Q(0) - T(x)}

diremos que fy(x) pertenece a la familia exponencial de distribuciones.

La familia exponencial no representa un nuevo tipo de distribuciones, sino la constatacién de que muchas
distribuciones comunes, que pueden reformularse para ajustarse a la expresién anterior, pertenecen a esta
familia.

Veamos algunos ejemplos de que esto es efectivamente asi.

3.4.1 Ejemplos de distribuciones de esta familia
3.4.1.1 Distribucién de Poisson La ley de Poisson pertenece a la familia exponencial uniparamétrica.

Efectivamente,

x

fialz) = e_A% = exp{—A+ zlog A — log(x!)}

y si hacemos
Q) =log(\) T(x)=a D) =-X S(z)=—log(z!)
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se hace evidente que f) pertenece a la familia exponencial.

3.4.1.2 Distribuciéon normal uniparamétrica La ley normal depende de dos parametros v y o. Fijado
uno de ellos, nos queda una distribucién que depende de un solo parametro, y de aqui la denominacién
“normal uniparamétrica”.

Si, con el subindice “0”, indicamos el parametro fijado, tenemos:

fo = {N (po,0),0 >0} Normal uniparamétrica, de pardmetro o2,

fu={N (u,00), € R} normal uniparamétrica, de pardmetro p.

Si queremos considerar ambos parametros a la vez, debemos extender la definicién al caso de pardmetros
k-dimensionales. En estos materiales no trataremos esta extensién.

3.4.1.2.1 Caso 1: Fijando la media py Consideramos la distribucién normal N (ug,o?), donde fijamos
1= 1o y 02 es el pardmetro libre.

La funcién de densidad de probabilidad es

ﬁ%@==¢;m2wp{_u;¥ff}

Vamos a reescribir esta funcién en forma de la familia exponencial. Primero, reorganizamos los términos de

la densidad:

fo(z) = L exp {—2;(96 - MO)Q}

Ahora identificamos las funciones que se corresponden con la forma de la familia exponencial fp(z) =

C(0)h(x) exp{Q(O)T (x)}:

« Qo) = —5»

. T(z) = (o = po)?
L Clo)=

o hiz)=1

Esto confirma que la distribuciéon normal, con g fijo, pertenece a la familia exponencial.

3.4.1.2.2 Caso 2: Fijando la varianza ¢Z Ahora consideramos la distribucién N(u,o?), donde la
varianza estd fijada y el parametro libre es p.

La funcién de densidad es

fulz) = . > eXP{—(mz_af)Q}

2rog 0

Vamos a reescribir esta funcién de la misma manera:

Julz) = (2 — 2ux + LLQ)}

1 { 1
exp{ ——=
\/ 271'0(2) 20, 8
Identificamos las funciones correspondientes:

« Qu) =22
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e T(x)=12x
i D(H)Z—m
. S(Qj):—;Tg

Esto prueba que la distribucién normal con g fijo pertenece a la familia exponencial.

3.4.2 Distribucién Binomial

La distribucién binomial es un ejemplo interesante, puesto que, a priori, no parece tener la estructura propia de
la distribuciéon exponencial, cosa que si pasa con la distribucién de Poisson o con la Normales uniparamétricas
que acabamos de ver.

Sin embargo, tras aplicar algunas transformaciones se puede ver como, también esta distribucién pertenece a
la familia exponencial

La funcién de masa de probabilidad para la distribuciéon binomial es

n —x
f(xanap): <x>pib(1_p)n ’ x:0717"'7n

Reescribimos esta funcién en términos exponenciales:

fainp) = (1) explelon(s) + (n ) log(1 - )

Agrupamos los términos dependientes de x:

Flain,p) = (Z) exp {xlog (ﬂp) +nlog(1 —p)}

Identificamos las funciones correspondientes a la familia exponencial:

Qp) = og (1)
T(z)==x

* D(p) =nlog(1 —p)

. S(x)=log (7)

Por lo tanto, la distribucién binomial pertenece a la familia exponencial.

3.4.3 Importancia y utilidad de la familia exponencial

Muchas de las distribuciones usadas para modelar gran cantidad de situaciones practicas pertenecen a esta
familia.

Esto significa que es posible estudiar sus propiedades en conjunto. Es decir, si establecemos que una propiedad
se verifica en una distribucién que pertenece a la familia exponencial, automéaticamente sabemos que todos
los miembros de la familia verifican esa propiedad.

A continuacién, se describen tres ventajas importantes de trabajar con esta familia:

3.4.4 Los modelos lineales generalizados (GLMs)

Una de las aplicaciones mas importantes de la familia exponencial es su uso en los Modelos Lineales
Generalizados (GLMs).
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Estos modelos nos permiten extender la regresién lineal clasica a diferentes tipos de datos, como los resultados
binarios (por ejemplo, éxito o fracaso), mediante la regresidn logistica, recuentos de eventos (como el nimero
de llamadas recibidas en una hora) mediante la regresién de Poisson, y muchos otros.

Gracias a la estructura de la familia exponencial, podemos conectar la media de la variable que estamos
modelando con las variables explicativas de forma flexible, lo que hace posible aplicar GLMs en una amplia
variedad de situaciones.

3.4.5 Estimacion en la familia exponencial

Otra ventaja importante es que, al trabajar con distribuciones de la familia exponencial, los métodos que
usamos para hacer inferencias estadisticas suelen tener buenas propiedades.

Esto, que se explicard con méas detalle en capitulos siguientes, implica que los estimadores que obtenemos con
estos modelos suelen ser precisos y reflejar correctamente la informacién que contienen los datos.

Naturalmente esto se puede ver al revés: Si podemos trabajar con distribuciones de la familia exponencial,
solemos tener, de entrada, una serie de ventajas, como el buen comportamiento de los etimadores, por lo que
siempre es una buena opcién intentar utilizarlas en nuestros modelos.
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4 Distribuciones de probabilidad multidimensionales

En este capitulo se extiende el concepto de variable aleatoria a un conjunto de variables que pueden
interpretarse asociadas a un conjunto de medidas distintas y que pueden estar, o no relacionadas.

Tras introducir los conceptos de distribuciones multidimensionales, condicionales y marginales, se pasa a
considerar el caso méas habitual en inferencia estadistica en el que las componentes de los vectrores son
independientes entre ellas.

Este es, de hecho, el punto de partida de muchos modelos y métodos en estadistica.

4.1 Distribuciones conjuntas de probabilidades
e A menudo nos interesa estudiar multiples caracteristicas de un fenémeno aleatorio:

— La altura, el peso y el sexo de un individuo.
— La expresion coordinada de los genes que participan en una determinada via metabdlica.
— El nimero de nucledtidos A, C, G, T en una region del genoma de tamano n.

o Estas caracteristicas numéricas que, de forma analoga al caso univariante, podemos suponer asociadas
a los resultados de experimentos aleatorios se denominan variables aleatorias multidimensionales o,
atendiendo a sus componentes, vectores aleatorios.

Las distribuciones de probabilidad que, siguiendo con la analogia, asociaremos a los vectores aleatorios se
denominan distribuciones de probabilidades conjuntas o multivariantes.

Antes de desarrollar el tema es importante remarcar que consideraremos dos escenarios:

e El primero, el “natural” es considerar que si trabajamos con distintas variables asociadas a un mismo
fenémeno, es razonable suponer que varien de alguna forma coordinada. De ahi la expresién distribucion
conjnta.

e En ocasiones, sin embargo, dispondremos de vectores aleatorios que varian independientemente los unos
de los otros. En este caso su distribucién conjunta serd de un tipo especial que se conoce independencia.

4.1.1 Variable aleatoria bivariante

Empezaremos por el caso més sencillo que, sin embargo permite estudiar la mayoria de los conceptos quenos
interesas: Las distribuciones conjuntas de dos variables aleatorias.

Una variable aleatoria bivariante es una aplicacién que, a cada resultado de un experimento, le asocia
dos nimeros:

(X,Y): Q= R?

w = (X(w),Y (w))

De modo que, para todo par de valores numéricos, (z,y) € R?, se tiene

(weQ|Xw) <z, Yw) <ylecA
donde A representa el conjunto de sucesos observables definido en el capitulo 1.

Lo que viene a significar esta definicién es que una variable aleatoria bidimensional es un conjunto de medidas
(ntmeros reales) a los que, por el ehecho de poderse asociar con sucesos observables a traves de los intérvalos
X(w) <z, Y(w) <y se les puede asociar (calcular) una probabilidad.

Fijémonos también que, como en el caso univariante, la funcién que transporta la probabilidad, del espacié de
probabilidad al conjunto de los reales, sera la funciéon de distribucién, que se define a continuacién.
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4.1.2 Funcién de distribucién bivariante

La funcién de distribucién conjunta de X y Y, F', es una generalizacién inmediata del caso univariado y se
define como:

Fz,y) =P{lwe Q| X(w) <z,Y(w) <y}=PX <zY <y

Como en el caso univariante, esta es la funciéon que define la forma en que podemos calcular probabilidades
sobre los valores de las variables, en este caso de dimensién 2.

4.1.3 Ejemplo: Distribucién conjunta del estado de infeccion y activacién de células

Supongamos que estamos observando dos caracteristicas de células en un experimento de inmunologia. Las
variables que describen las células son:

o X: La célula estd infectada (X = 1) o no infectada (X = 0).
o Y: La célula estd activada (Y = 1) o no activada (Y = 0).

La siguiente tabla muestra la probabilidad conjunta de observar cada combinacién de infeccién y activacién
en una célula:

X\Y Y =0 (No activada) Y =1 (Activada)
X =0 (No infectada) 0.4 0.2
X =1 (Infectada) 0.1 0.3

4.1.3.1 1. Funcién de distribucién conjunta La funcién de distribucién conjunta F(z,y) para esta
situacién se calcula como:

F(z,y) = P(X <z,Y <y)

Los valores para los pares posibles de x y y son:

« F(0,00=P(X=0Y =0)=04

« F(0L1)=P(X=0,Y <1)=P(X=0,Y =0)+P(X =0,Y =1) =04+ 0.2 =0.6
« F1,0)=P(X<1,Y=0)=P(X=0,Y =0)+P(X =1,Y =0) =04+0.1=0.5
e« F(L)=P(X<1LY<1)=1

4.1.3.2 2. Calculo de la probabilidad de eventos especificos Por ejemplo, la probabilidad de que
una célula esté infectada pero no activada es:

4.1.4 Implementaciéon en R

Podemos visualizar esta distribucién conjunta con un grafico en R.
library(ggplot2)

# Crear los datos de la distribucidén conjunta

data <- expand.grid(X = c(0, 1), Y = c(0, 1))

data$Prob <- c(0.4, 0.2, 0.1, 0.3)

# Crear el grafico

p <- ggplot(data, aes(x = factor(X, labels = c("No infectada", "Infectada")),

65



y = factor(Y, labels = c("No activada", "Activada")))) +
geom_tile(aes(fill = Prob), color = "white") +
scale_fill_gradient(low = "white", high = "blue") +
geom_text (aes(label = round(Prob, 2)), size = 5) +
labs(x = "Estado de infeccién (X)", y = "Estado de activacién (Y)",
title = "Distribucién Conjunta de Infeccidén y Activacién Celular") +
theme_minimal ()

# Guardar el grafico en el subdirectorio imagenes
ggsave("images/distribucion_conjunta.png", plot = p, width = 6, height = 4, dpi = 300)

knitr::include_graphics("images/distribucion_conjunta.png")

Distribucion Conjunta de Infeccion y Activacion Celular

Activada

Estado de activacion (Y)

No activada

No infectada Infectada
Estado de infeccion (X)

4.2 Variable aleatorias bivariantes discretas

Una vez introducidos los conceptos de forma general pasamos a estudiar el problema en el caso discreto, que
es muy intuitivo y, a la vez permite introducir todos los conceptos relevantes.

Un vector aleatorio discreto, (X,Y") es aquel cuyo recorrido o conjunto de valores posibles es finito o
numerable.

En este caso, toda probabilidad
P{(X,Y) e B}, donde B es un conjunto de posibles valores de X,Y,
se puede calcular a partir de la funcién de masa de probabilidad discreta bivariante.

4.2.1 Funcién de masa de probabilidad discreta (fmp)

La funcion de masa de probabilidad de los vectores aleatorios generaliza la funcién del mismo nombre en el
caso univariante, es decir, es una funcién:

f:R? —0,1]
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Que asigna la probabilidad a cada punto del plano: para todo (z,y) € R%:

f(@,y) = Plw € Q| X(w) = 2,Y(w) =y} = P[X =z, =y

4.2.2 Propiedades de la fmp bivariante

e La masa total de probabilidad sobre el plano es 1:

Z f(x%yj):l

(z; Y )ERZ

o Para todo subconjunto B C R?, se verifica:

F(z,y)=PX <a,Y <yl= > flziy;)

% <z,y; <y

Es decir, como en el caso univariante la funcion de distribucion se puede calcular a partir de la funcion de
masa de probabilidad.

4.2.2.1 Intuicién frente a construccién La presentacion de los conceptos anteriores suele generar
cierto desasosiego entre los estudiantes que afrontan estos conceptos por primera (o siguientes) vez.

El motivo de este desasosiego es que el papel de la funciéon de distribucién no suele ser tan intuitivo como el
de la funcién de masa de probabilidad.

Es decir, es mas intuitivo pensar en como calcular lha probabilidad que la variable tome un valor concreto
(P[X = z]) , que la probabilidad de que no alcance cierto valor (P[X < z]).

Sin embargo, la funcién que realmente permite transportar la probabilidad no es la funcién de masa de
probabilidad (fmp) sino la funcién de distribucién (fdd). De ahi el contraste entre intuicién (fmp) y
construccién (fdd)

4.2.3 Ejemplo de distribucion bivariante discreta

Supongamos que un estudio mide el nimero de células infectadas y el nimero de linfocitos activados en
un campo microscopico. Dado el tamano del campo y el grado de infeccion los valores observados de cada
variables son:

o X: Nuamero de células infectadas (X € {0,1,2,3,4,5})).
o Y: Nuamero de linfocitos activados (Y € {0,1,2,3})).

La distribucién conjunta se refleja en la siguiente tabla de probabilidades conjuntas:

0 0.12 0.06 0.02 0.00
1 0.10 0.10 0.04 0.01
2 0.06 0.12 0.08 0.02
3 0.03 0.12 0.10 0.05
4 0.01 0.08 0.12 0.06
5 0.00 0.03 0.10 0.07

Puede comprobarse como la suma de todos los valores de la tabla es 1, y calcular probabilidades de sucesos
como

Probabilidad de que hayan dos células infectadas y un linfocito:
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Para calcular la probabilidad de que haya exactamente 2 células infectadas y 1 linfocito activado, se puede
usar el valor directamente de la tabla.

P(X=2Y =1)=0.12

Probabilidad de que hayan menos de tres celulas infectadas y menos de dos linfocitos:

Esta probabilidad es la suma de todas las combinaciones de X y Y') que cumplen con la condicién de X < 3)
y Y < 2). Es decir, sumamos las probabilidades de los casos

(X=0Y=0)), (X=0Y=1),(X=1Y=0),(X=1LY=1)), ( X=2Y=0),y (X=2Y=1)).

P(X<3,Y<2)=P(X=0,Y=0+P(X=0Y =1)+P(X =1,Y =0)+P(X =1,Y = )+P(X =2,V = 0)+P(X = 2,)

P(X <3,Y <2)=10.1240.06 4 0.10 + 0.10 4+ 0.06 4- 0.12 = 0.56
Recordemos que, al tratarse de variables discretas, no es lo mismo P[X < z] que P[X < z], por lo que si

la pregunta fuera “Probabilidad de que hayan al menos tres celulas infectadas y al menos dos linfocitos”
deberiamos calcular:

P(X <3,V <2)

Esta tltima expresién se corresponde con la funcién de distribucién evaluada en (3, 2).

4.2.3.1 Cébdigo R para el cilculo de la pmf Podemos hacer los calculos usando R:

prob_table <- matrix(c(0.12, 0.06, 0.02, 0.00,
0.10, 0.10, 0.04, 0.01,
0.06, 0.12, 0.08, 0.02,
0.03, 0.12, 0.10, 0.05,
0.01, 0.08, 0.12, 0.06,
0.00, 0.03, 0.10, 0.07),

nrow = 6, byrow = TRUE)
# Asignar nombres a las filas y columnas
rownames (prob_table) <- 0:5

colnames (prob_table) <- 0:3

# Mostrar la tabla

prob_table

#i# 0 1 2 3
## 0 0.12 0.06 0.02 0.00
## 1 0.10 0.10 0.04 0.01
## 2 0.06 0.12 0.08 0.02
## 3 0.03 0.12 0.10 0.05
## 4 0.01 0.08 0.12 0.06
## 5 0.00 0.03 0.10 0.07

# Calcular la probabilidad de (X =2, Y = 1)
prob_X2_Y1 <- prob_table["2", "1"]
cat("P(X = 2, Y = 1) =", prob_X2_Y1, "\n")
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## PX =2, Y=1) = 0.12

# Calcular la probabilidad de (X < 3, Y < 2)
prob_X_1t_3_Y_1t_2 <- sum(prob_table[1:3, 1:2])
cat("P(X < 3, Y < 2) =", prob_X_1t_3_Y_1t_2, "\n")

## P(X <3, Y<2) =0.56

4.2.3.2 Cbdigo R para visualizar la distribucién conjunta Para visualizar la distribucién conjunta,
podemos usar el codigo siguiente;

# Es preciso instalar y cargar el paquete scatterplot3d st mo lo tienes instalado
# install.packages("scatterplot3d")
library(scatterplot3d)

# Crear una matriz con los datos de la tabla de probabilidades
X_vals <- as.numeric(rownames(prob_table))
Y_vals <- as.numeric(colnames(prob_table))

# Crear un grid de valores X e ¥
X_grid <- rep(X_vals, each = length(Y_vals))
Y_grid <- rep(Y_vals, times = length(X_vals))

# Extraer las probabilidades como un wvector
Z_vals <- as.vector(prob_table)

# Enviar el grafico 3D de barras simuladas a pdf
png("images/pmfTrinomial.png")
scatterplot3d(X_grid, Y_grid, Z_vals,
type = "h", color = "lightblue",
pch = 16, 1lwd = 5,
cex.symbols = 1,
angle=60,
xlab = "Celulas Infectadas (X)",
ylab = "Linfocitos Activados (Y)",

zlab = "Probabilidad",

main = "Distribucién Conjunta de \n Celulas Infectadas y Linfocitos Activados")
dev.off ()
## pdf
##H 2

# Afiadir texto con los walores de las probabilidades en la parte superior de las barras
# s3d$text (X_grid, Y_grid, Z_wals, labels = round(Z_vals, 2), pos = 3, col = "black")

knitr::include_graphics("images/pmfTrinomial.png", rel_path = TRUE )

69



Distribucion Conjunta de
Celulas Infectadas y Linfocitos Activados

I
I
I
I
I
I
I
I
[¥5]
Linfocitos Activados ()

Frobahilidad
000 002 004 006 0OO8 010 012
%]
in

Celulas Infectadas (X)

4.3 La distribucién multinomial

Antes de seguir con el estudio de las distribuciones discretas presentamos un caso importante de distribucion
multivariante discreta, la distribucion multinomial.

4.3.1 Generacién de las observaciones

Supongamos un experimentoaleatorio que puede producir k resultados posibles Ay, Ao, ..., A con probabili-
dades P1,DP2,- -5 Pk, tales que py +p2 + -+ pr = 1.

Repetimos el experimento n veces y llamamos X;, Xo,..., X al nimero de veces que se presenta
Ay, Aoy Ag.
La distribucién conjunta de X7, Xo, ..., X recibe el nombre de multinomial.

4.3.2 Funcion de masa de probabilidad de la distribucién multinomial

El vector X = (Xq, ..., X}) tiene distribucién multinomial de pardmetros ny p = (p1,...,pk), denotado por
X ~ M(n, p), con n entero positivo, p; > 0y E?lei =1.
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Su funcién de densidad conjunta es:

F(x) = PX =x] =

n!

z1lxo! -

. k
donde z; son enteros no negativos tales que » ., x; = n.

4.3.3 Relacién con la distribucién binomial

Ty, T2 N
xk' 1 P2 k

Esta distribucién puede verse como una generalizacion de la distribucién binomial en el que, en lugar de tener
dos posibles resultados, tenemos r resultados posibles.

4.3.4 Un caso particular: La distribucién trinomial

Veamos un ejemplo propio del andlisis de secuencias en el que se aplica esta distribucion:

Si consideramos el alineamiento de dos secuencias z,y de tamafno n, podemos observar:

e $A 1 $: x; alineado con $y_i $, con $P(A_1)=p 18§

e $A_2$: x; alineado con “-” con $P(A_2)=p 2$

o $A 3 §: “” alineado con $y_i $§, con $P(A_3)=1-p_1-p 2§

La variable $(X_1, X_2) $, que cuenta el niimero de veces que se observa Ay, As (con $X_3=n-X_1-
X_ 2 %), sigue una distribucién trinomial de pardmetros n, $p_1$, $p_2 $.

Obsérvese que, dado que el total de observaciones n estd prefijado, aunque haya tres categorias, Ay, As, As
el nimero de observaciones de As es el total menos la suma de las observaciones de A; + As. O dicho de otra
forma el nimero de probabilidades que sén parametros de la distribucién es n — 1 = 2, lo que junto con n
que es otyro parametro determina que “trinomial” se refiera tanto al total de categorias como al nimero de
pardmetros, aunque, en realidad tan sélo hay dos componentes X; y X, independientes (concepto este que se
definira con precisién mds adelante).

Estudiamos los posibles alineamientos de dos secuencias de 5 nucledtidos, en un contexto en el que las
probabilidades de Ay y Ay son, respectivamente 0.6 y 0.2, es decir una Trinomial M(5; 0.6, 0.2) que dan lugar

a la tabla siguiente.

X1\ X 0 1 2 3 4 5
0 (03075) (0’174) (072a3) (0’372) (07431) (0’5’0)
1 (1,04) (1,1,3) (1,22) (1,3,1) (1,4,0)
2 (2,0,3)  (2,1,2) (22,1) (2,3,0)
3 (3,0,2) (3,1,1) (3,2,0)
4 (4,0,1) (4,1,0)
5 (5,0,0)

A partir de la tabla anterior podemos determinar las probabilidades conjuntas:

X1\ X 0 1 2 3 4 5
0 0.0003 0.0016 0.0032 0.0032 0.0016 0.0003
1 0.0048 0.0192 0.0288 0.0192 0.0048
2 0.0288 0.0864 0.0864 0.0288
3 0.0864 0.1728 0.0864
4 0.1296 0.1296
5 0.0778
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4.4 Distribuciones marginales

e Dado un vector aleatorio, puede interesar el comportamiento individual de una o cada una de sus
componentes X;.

e La distribucién de la componente i-ésima se denomina distribucién marginal de X;.
e Representa el comportamiento de X; sin tener en cuenta las otras componentes, es decir, como si fuera
una variable aleatoria unidimensional.
4.4.1 Las marginales estian en los margenes

o El nombre de distribucién marginal proviene del hecho de que en una distribucion bivariada discreta
como la trinomial, los valores de una fila coinciden con los valores de X, y todos los de una columna con
los de X;. Los valores en la fila 0 o columna 0 (los margenes) representan precisamente las distribuciones
marginales.

4.4.2 Densidades marginales discretas

e La densidad marginal de X es:

fx(@) = file) =D fla,y;)

J

yvladeY es:
Fr(y) = faly) = 3 f(@iry)

4.4.3 Trinomial M(5; 0.6, 0.2): Distribuciones marginales

P[X, =
Xl\XQ 0 1 2 3 4 5 X2 x]
0 (0,0,5) (0,1,4) (0,2,3) (0,3,2) (0,4,1) (0,5,0) 0 0.0102
1 (1,0,4) (1,1,3) (1,2,2) (1,3,1) (1,4,0) 1 0.0768
2 (2,0,3) (2,1,2) (2,2,1) (2,3,0) 2 0.2304
3 (3,0,2) (3,1,1) (3,2,0) 3 0.3456
4 (4,0,1) (4,1,0) 4 0.2592
5 (5,0,0) 5 0.0778
X_2 0 1 2 3 4 5 1.0000
P[X, = 0.3277 0.4096 0.2048 0.0512 0.0064 0.0003 1.0000
z]

4.5 Distribuciones condicionales

e A veces nos interesa la distribucién de una componente si conocemos que la otra ha tomado un valor
determinado.

e En el ejemplo de los alineamientos, podriamos querer conocer los posibles valores y probabilidades de
un alineamiento, si sabemos que hay exactamente un “gap” en la secuencia de prueba.
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4.5.1 Densidad condicional

;Qué podemos decir de la distribucién de Y si conocemos el valor de X7

flylX=2)=PY =y| X =2]= P[XP[:XZY»T}: - J;”f(wy))

siempre que fx(z) > 0.

4.5.2 Trinomial M(5; 0.6, 0.2): Distribucién condicional

Distribucién de X; condicionada a que X5 = 1.

(X1,1)  P(X1,1) Px,(1) P(X1|X2=1)

(0,1,4) 0.002 0.41 0.004
(1,1,3) 0.019 0.41 0.047
(2,1,2) 0.086 0.41 0.211
(3,1,1) 0.173 0.41 0.422
(4,1,0) 0.13 0.41 0.316
Total 1

4.6 Vectores aleatorios absolutamente continuos

o Diremos que (X,Y) es absolutamente continua si existe una funcién f(z,y), llamada funcién de
densidad conjunta absolutamente continua o bivariada, tal que, para todo (z,y) € R?

Fla,y) = /_w /_: F(u,v) dudo

e Si existe, la funcién de densidad absolutamente continua es tnica.

4.6.1 Propiedades de la funcion de densidad conjunta

e fl@,y) 20
o La masa total de probabilidad es 1:

/—Z/_Zf(x’y)dxdyz 1

e Para cualquier conjunto S:

P{(X,Y)e S} = /Sf(:my)da:dy

En particular, la probabilidad de que (X,Y) esté en un rectangulo:

a bz
P(a1<X§a2,bl<Y§b2):/ / flz,y)dzdy
al bl
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4.6.2 Densidades marginales en el caso continuo

o Las densidades marginales son:

Fxla) = / 7 ey dy

= [ " fey)de

4.6.3 Densidad condicional en el caso continuo

e La densidad de Y condicionada a un valor de X es:

[(z,y)
fx(z)

fly| X =) =
siempre que fx(x) > 0.

4.6.4 La Distribucién Normal Bivariante

El ejemplo méas importante de una distribucién de probabilidad absolutamente continua para vectores aleatorios
es la distribucion normal bivariante. Esta distribucién describe dos variables aleatorias continuas, X
y Y, cuya relacién estd modelada por una correlacion lineal y tiene forma de campana (gaussiana) en dos
dimensiones.

4.6.4.1 Funcién de Densidad Conjunta La funcién de densidad conjunta de la distribucién normal
bivariante con medias pux, @y, desviaciones estdndar ox, oy y coeficiente de correlacion p es:

) = 1 p<2( 1 [(ff—ux)2 (y—uy)22p(w—ux)(y—uy)D

ex +
2roxoyy/1 — p? 1—p?) 3

2
Ox Oy Ox0y

Esta expresion se generaliza facilmente de la distribucién normal univariante, pero en este caso incluye

términos adicionales que representan la interacciéon entre X y Y.

4.6.4.2 Ejemplo FEn vez de proporcionar un coédigo para visualizar la distribucién normal bivariante
podéis seguir este enlace: https://datasciencegenie.com/3d-contour-plots-of-bivariate-normal-distribution/
en donde se extiende lo que acabamos de discutir y se proporciona algunos ejemplos con R.

4.6.4.3 Distribuciones Marginales Para obtener las distribuciones marginales a partir de una
normal bivariante, debemos integrar la densidad conjunta sobre una de las variables. Dado que estamos
trabajando con una distribucién normal bivariante, su densidad conjunta estd dada por:

1 1 €T — Uux 2 y— Uy 2 20(x — )y — py
fxx(ey) = e N
2roxoyy/1— p? 2(1 - p?) o2 ol X0y

Para obtener la marginal de X, debemos integrar sobre Y:

fx(z) = / fxy(z,y)dy
Al realizar esta integral, se obtiene que la distribucién marginal de X es:
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Esto muestra que X sigue una distribucién normal con media px y varianza 0%, es decir, X ~ N(ux,0%).

Del mismo modo, para la marginal de Y, integramos sobre X:

= [ Y fer(@y) de

La solucién de esta integral da:

fry) = \/QjTT%eXp <_(y;aféy)2)

Lo que significa que Y sigue una distribucién normal con media py y varianza 0%, es decir, Y ~ N(uy,0%).

4.6.4.4 Ejemplo Supongamos que tenemos una distribucién normal bivariante con los siguientes paramet-
ros:

. /j,leoo, ox =15

L [Ly=5070'y=10

e p=05

La densidad conjunta es:

B 1 B 1 (x —100)* (y—50)*  2(0.5)(z — 100)(y — 50)
Pex(ew) = o s aovi—os O ( 21 - 05%) { EERN T (15)(10) D

Integrando sobre Y, obtenemos la distribucién marginal de X:

Fxla) = (z — 100)2>

|
1 (@100
N ( 5. 15°

De manera analoga, la marginal de Y es:

4.6.5 Distribuciones Condicionales

La distribucién condicional de una variable dado un valor especifico de la otra también es normal univariante.
Por ejemplo, la distribuciéon condicional de X dado Y = y es:

ox
X|Y=y~N (ux +p;(y — py), (1 — pz)ff%c)

De forma analoga, la distribucién condicional de Y dado X = x es:
o
Y[X=z~N <MY +pé(l’ —px), (1= P2)0%>
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4.6.5.1 Ejemplo Podemos calcular la distribucién condicional de X dado que Y = 180 cm, y mostrar
cémo cambia la distribuciéon de X bajo esta condicién:

# Valores originales
mu <- c(100, 50)
sigma <- c(15, 10)
rho <- 0.5

# Condicionar X dado Y 180
y_cond <- 180
mu_cond <- mu[1] + 0.6 (10/7) * (y_cond - mu[2])

sigma_cond <- sqrt(l - 0.672) * 10

*

# Mostrar la media y desviacion estdandar condicionales
mu_cond

## [1] 211.4286

sigma_cond

## [1] 8

Esto nos dice que el peso medio de una persona con altura de 180 cm es mayor que el peso medio de la
poblacién total, y su desviacién estandar es menor debido a la correlacién positiva entre peso y altura.

4.7 Independencia de variables aleatorias

Una vez introducido el concepto de distribuciéon conjunta pasamos a estudiar un caso particularmente
importante de distribucién conjunta, la independencia. De forma aparentemente contradictoria, en este caso,
las variables se caracterizan por el hecho de que no varian conjuntamente sino que lo hacen independientemente
las unas de las otras.

De manera intuitiva podemos decir que dos variables aleatorias son independientes si los valores que toma
una de ellas no afectan a los de la otra ni a sus probabilidades.

En muchas ocasiones la independencia seréd evidente a partir del experimento, por ejemplo, es independiente
el resultado del lanzamiento de un dado y el de una moneda tres veces. Por tanto las variables:

e X;: “Puntuacién obtenida con el dado” y
e X5: “Numero de caras obtenidas al lanzar tres veces una moneda” seran variables independientes.

En otras ocasiones tenemos una dependencia clara, por ejemplo, al lanzar un dado consideremos las variables

e Y; =: puntuacién del dado,
e Y5 =: variable indicadora de puntuacién par.

Es evidente que existe una clara dependencia, si sabemos que Y = 1, la variable X sélo puede tomar los
valores 2 , 4 0 6 ; si sabemos que X = 3, entonces, Y = 0 forzosamente.

Algunas veces podemos suponer la existencia de una cierta relacién entre variables, aunque sea en forma algo
abstracta y sin concretar. Por ejemplo si realizamos unas mediciones sobre unos individuos, las variables
altura en cm y peso en Kg probablemente estaran relacionadas, los valores de una influirdn en los valores
de la otra. Intentar determinar la naturaleza exacta de la relaciéon entre ambas es lo que en estadistica
conocemos como un problema de correlacién (si nos interesa unicamente la asociacién) o de regresién (si
ugeremos modelizar una variable en funcién d ela otra).

Si queremos una definicién algo més formal, basta con que recordemos que dos sucesos son independientes si
la probabilidad de la interseccion es igual al producto de probabilidades, aplicando esta definiciéon a sucesos
del tipo X < a tenemos la definicién siguiente:
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4.7.1 Primera caracterizaciéon de la independencia

Diremos que dos variables aleatorias X e Y son independientes si y sélo si su funcién de distribuciéon conjunta
puede expresarse como el producto de las funciones de distribucién marginales, es decir si

Fxy(r,y)=P(X <z)n(Y <)) = P(X <2) x P(Y <y) = Fx(2) x Fy(y)

Fijémonos que, como en otros casos, la funcién que nos permite caracterizar una condicion de forma general
es la funcién de distribucién.

4.7.1.1 Variables discretas independientes En el caso de las variables discretas la caracterizacion de
la independencia puede hacerse, ademas, por las funciones de masa de probabilidad:

Diremos que dos variables aleatorias discretas X e Y son independientes si y solo si su funciéon de masa de
probabilidad conjunta puede expresarse como el producto de las funciones de masa de probabilidad marginales,
es decir si

fxy(@y)=P(X=2)n(Y =y))=P(X =2)x P(Y =y) = fx(z) x fr(y)

4.7.2 Propiedades de las variables independientes

Como consecuencia inmediata de la independencia de X e Y, se cumple lo siguiente:

Pla<X<enb<Y <d =Pla<X<c)-Pb<Y <d)

Que podria re-enunciarse diciendo que la probabilidad conjunta en un rectangulo definido por los valores “a,
¢, b, d” es el producto de las probabilidades marginales en los segmentos “ac”, para X y “bd” para Y.

4.8 Momentos de vectores aleatorios

Una vez hemos introducido los vectores aleatorios, que como hemos senalado, son variables aleatorias bi, tri o
n-dimensionales tiene sentido preguntarse como se extienden a dichos vectores los conceptos y propiedades
que introdujimos para variables aleatorias unidimensionales.

Ya hemos visto como, para las funciones de probabilidad, la funcién de densidad o la funcién de distribucién,
existen extensiones imediatas, la funcién de densidad conjunta o la funcién de distribucién conjunmta.

Hemos visto también que, ademéas de dichas extensiones, aparecen nuevos conceptos, que sélo tienen sentido
en dos o mas dimensiones, como las funciones de densidad condicionales o funciones de densidad marginales.

Al considerar conceptos como la media o la varianza veremos que sucede algo similar:

e Por un lado conceptos como el de esperanza se extiende imediatamente al vector de medias.
e Por otro, conceptos como la varianza, han de tener en cuenta ahora, la posibilidad de variacién conjunta
entre dos o mas variables lo que lleva a introducir magnitudes como la covarianza y la correlacion.
— La extension del concepto de varianza pasa ahora a combinar extensiones y conceptos nuevos en lo
que se conoce como matriz de varianzas-covarianzas.

4.8.1 Esperanza de un vector aleatorio o vector de medias

La esperanza matematica de un vector aleatorio es un vector que contiene las esperanzas matematicas de
cada una de las componentes de dicho vector.

Si tenemos un vector aleatorio bivariante X = (X7, X3), su esperanza E(X) estd dada por:
E(X1)
E(X) =
) (E(Xz)
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Consideremos un experimento en el que estamos midiendo el nivel de expresién génica de dos genes X; y Xo
en una muestra de células. Si los niveles promedio de expresion son u; = 5y ue = 8, entonces la esperanza
del vector aleatorio seria:

4.8.2 Covarianza entre dos variables aleatorias

La covarianza entre dos variables aleatorias X; y X2 es una medida del grado de dependencia lineal entre
ellas.

La covarianza se define como

Cov(X1, Xo) = E[(X; — E(X1))(X2 — E(X2))]

Supongamos que estamos midiendo la cantidad de dos metabolitos X; y X5 en una muestra, y queremos
saber si sus concentraciones tienden a aumentar o disminuir juntas. Si obtenemos una covarianza de 0.5, y
conocemos la escala en que varian los datos, podemos concluir que existe ligera tendencia a que los aumentos
en X7 estén asociados con aumentos en Xs.

4.8.3 Covarianza y correlacién

El ejemplo anterior es claramente insatisfactorio, puesto que valores de 0.5 pueden sugerir una gran dependencia
o cas ninguna, segun cual sea la escala o el rango de variacion de los valores que se consideran.

Para evitar esta arbitrariedad se introduce la correlacién lineal.

La correlacién entre dos variables aleatorias es una medida estandarizada del grado de dependencia lineal
entre dos variables (es decir de lacovarianza), que toma valores entre -1 y 1 y que se define como:

COV()(:L7 X2)
v/ Var(X;)Var(Xz)

COI‘I‘(X]_, XQ) =

En el caso de los metabolitos mencionados anteriormente, si Cov(X7, X3) = 0.5, Var(X;) =2 y Var(Xs3) = 3,
podemos calcular la correlaciéon, que valdria:

2x3 6

Esto indica una correlacién positiva débil entre las concentraciones de los dos metabolitos.

COI‘I'(Xl, XQ) =

Obsérvese, sin embargo que si en vez de los valores anteriores para las varianzas de X e Y hubiéramos tenido
Var(X;) = 1y Var(X3) = .5 el valor de la correlacién habria sido:

05 05
T V/1x05 V05

Este ejemplo muestra como la correlacién aporta més informacion sobre la dependencia lineal, puesto que,
ademads de tener en cuenta la variacion conjunta, tiene en cuenta la variabilidad individual de cada componente.

COI‘I‘(Xth) ~ 0.7071
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4.8.4 Matriz de varianzas-covarianzas

La matriz de varianzas-covarianzas de un vector aleatorio X = (X3, X2) es una matriz que contiene las
varianzas de las componentes en la diagonal y las covarianzas fuera de la diagonal. Esta definida como:

o Var(Xl) COV(Xl,XQ)
COV(X)_<COV(X2,X1) Var(X,) )

Siguiendo con el ejemplo de los metabolitos, si Var(X;) = 2, Var(Xs) = 3, y la covarianza es 0.5, la matriz

de covarianzas seria:
2 0.5
Cov(X) = <0.5 3 )

Esto nos indica la dispersion de cada variable y la relacion entre ambas.
La distribucién normal bivariante

Una de las distribuciones mas importantes que describe el comportamiento conjunto de dos variables aleatorias
es la distribuciéon normal bivariante.

Un vector aleatorio X = (X7, X3) tiene una distribucién normal bivariante si su funcién de densidad conjunta
estd dada por:

flaras) = 5o (—2( 1 [@1 S PN G el 0 | Gl T S —M?D

2no1094/ 1 — p? 1—p2) 2

o7 0109 g5

Aqui, pu1 y p2 son las medias de X; y Xo, 07 y 02 son las varianzas, y p es el coeficiente de correlacién.

4.8.5 Matriz de correlaciones

La matriz de correlaciones de un vector aleatorio bivariante X = (X1, X2) es una matriz simétrica 2 x 2
que contiene los coeficientes de correlaciéon entre las componentes X; y X5. La correlacion mide la relacion
lineal entre las variables y se define como:

Corr(X1, X5) = Cov( X1, Xz)
DT Nar(X;) Var(Xo)

La matriz de correlaciones Corr(X) estd dada por:

_ 1 Corr(Xy, Xs)
Corr(X) = <Corr(X2, X1) 1 >

Dado que Corr(X7, X2) = Corr(Xs, X1), la matriz es simétrica, y los elementos diagonales son siempre 1
porque la correlaciéon de una variable consigo misma es 1.

4.8.5.1 Relacion con la matriz de covarianzas La matriz de correlaciones esta relacionada con la
matriz de covarianzas de la forma siguiente:

Var(Xl) COV(X17X2)
COV(XQ,Xl) Var(XQ)
correlaciones se obtiene “normalizando” cada covarianza dividiendo por el producto de las desviaciones
estandar de las respectivas variables:

Si ¥ es la matriz de covarianzas de X = (X1, X2), con ¥ = ( ), la matriz de
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1 Cov(X1,X2)
1

COI‘I‘(X) = <COV(X2,X1) 0102
0102
donde 01 = /Var(X;) y 02 = /Var(Xa).

Supongamos que medimos dos variables, como la altura X; y el peso X5 de un grupo de personas. Sabemos
que:

o Var(X;) = 25 (varianza de la altura),
e Var(Xs) = 100 (varianza del peso),
o Cov(Xy,X5) = 40 (covarianza entre altura y peso).

La matriz de covarianzas seria:

25 40
X = <4O 100)
La correlacion entre X; y X5 se calcula como:

40 40
COI‘I'(Xl,XQ) = m = % =0.8

Por lo tanto, la matriz de correlaciones sera:

Corr(X) = (0%8 Oi8>

Esto indica una fuerte correlacion positiva entre la altura y el peso de las personas en este grupo. La matriz
de correlaciones nos proporciona una forma normalizada de comparar la dependencia entre las variables, sin
depender de las unidades de medida.

4.8.6 Segunda caracterizacién de la independencia

La independencia entre dos variables aleatorias X; y X puede caracterizarse también a través de sus
esperanzas de la siguiente manera:

Dos variables son independientes si la esperanza del producto de ambas es igual al producto de las esperanzas
de cada una por separado. Es decir si se verifica que:

E[X; X5] = E[X;]E[X?]
Esta propiedad refleja que, cuando las variables son independientes, el valor esperado del producto no se ve
afectado por la interacciéon entre ellas, lo que implica que no hay dependencia entre las dos.
Una consecuencia importante de esta propiedad es como afecta a la covarianza entre X; y Xo.

Si X; y X, son independientes, entonces, por la propiedad anterior, E[X; X3] = E[X;]E[X3] lo que, a su
vez, significa que la covarianza es cero:

COV(Xl,XQ) = E[Xl]E[XQ] - E[Xl]E[XQ] =0

Por lo tanto, si dos variables son independientes, necesariamente su covarianza es cero.

Sin embargo, la inversa no es cierta: el hecho de que la covarianza sea cero no implica que las variables sean
independientes.
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4.8.7 Relacion entre incorrelaciéon e independencia

Cuando la covarianza entre dos variables es cero, se dice que las variables son incorreladas. Aunque la
independencia implica que las variables son incorreladas, lo contrario no siempre es verdad: dos variables
pueden ser incorreladas (tener covarianza cero) pero no independientes.

Un ejemplo cldsico es el siguiente: si consideramos una variable aleatoria X y definimos Y = X2, entonces,
aunque la covarianza entre X y Y puede ser cero (especialmente si X tiene una distribucién simétrica alrededor
de 0, como la normal estdndar), X y Y no son independientes, porque el valor de Y estd completamente
determinado por X.

Consideremos dos variables aleatorias X7 y X5 que siguen una distribucién normal conjunta bivariante con
media cero:

(X17X2) ~ N(07Z)

Si la matriz de covarianzas ¥ es diagonal, es decir, Cov(X1, X2) = 0, entonces X7 y X2 son incorreladas.

En este caso particular, cuando las variables son normales, la incorrelacién si implica independencia, porque
en distribuciones normales la ausencia de correlacién (covarianza cero) también implica que no hay ninguna
dependencia entre las variables.

Sin embargo, en otras distribuciones que no son normales, la incorrelacién no garantiza la independencia, lo
) ) )
que subraya la importancia de distinguir entre los dos conceptos.
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5 Grandes muestras

5.1 Introduccién: Aproximaciones asintéticas

En estadistica y teoria de la probabilidad, el estudio de las grandes muestras juega un papel crucial debido a
su relevancia tanto en la definicién frecuentista de probabilidad como en la construcciéon de estimadores en la
practica estadistica.

e Desde la perspectiva de la probabilidad frecuentista, la probabilidad se define como el limite de la
frecuencia relativa de un evento cuando el nimero de ensayos tiende a infinito.

e En el contexto de la estadistica, las grandes muestras sirven como base para muchas aproximaciones
importantes, como las distribuciones de muestreo, las estimaciones de parametros y la validacion de
inferencias.

La ley de los grandes ntimeros y el teorema central del limite son ejemplos clave de teoremas que se
fundamentan en el comportamiento de las muestras grandes, proporcionando las bases para muchos de los
métodos estadisticos utilizados en la inferencia moderna.

5.2 Ley de los Grandes Numeros (Ley débil)

La ley de los grandes ntiimeros establece que, a medida que el tamano de la muestra aumenta, la media
muestral se aproxima a la media de la poblacion.

Formalmente, la ley de los grandes nimeros en su versién débil se enuncia de la siguiente manera:

Sea X7, Xo,..., X, una secuencia de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.)
con esperanza u = E[X;] y varianza o2 = Var(X;), entonces para cualquier € > 0,

lim P ( > e) =0.
n— oo

Esto significa que, con alta probabilidad, la media muestral % >oi, X, se aproxima a p a medida que n crece.

1 n
E;Xi_'u

5.2.1 Ejemplo

Imaginemos un dado equilibrado. Sabemos que la esperanza de cada lanzamiento es el valor promedio de los
nimeros en el dado, que es

_1+42+344+45+6

3.5.
6

"

Ahora, supongamos que lanzamos el dado repetidamente y calculamos la media de los resultados. Al principio,
con pocos lanzamientos, la media puede estar alejada de 3.5, pero a medida que aumentan los lanzamientos,
la media se acercard mas y més a 3.5, como lo predice la ley de los grandes nimeros. Es decir, a medida que
lanzamos maés veces el dado, la probabilidad de que la media de los resultados se aleje de 3.5 por méas de una
cantidad arbitraria disminuye.

Podemos ilustrarlo con el siguiente cédigo de R

# Definir la funcién para simular lanzamientos de un dado
simular_dado <- function(max_n) {
medias <- numeric(max_n) # Vector para almacenar las medias muestrales
for (n in 1:max_n) {
lanzamientos <- sample(1:6, n, replace = TRUE) # Lanzar el dado n veces
medias[n] <- mean(lanzamientos) # Calcular la media de los lanzamientos
X

return(medias)
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# Simular para un tamafio maximo de muestra de 10000 lanzamientos
max_n <- 10000
medias <- simular_dado(max_n)

# Graficar las medias muestrales a medida que n aumenta
png("images/LLN1.png")
plot(l:max_n, medias, type = "1", col = "blue", lwd = 2,
xlab = "Nimero de lanzamientos (n)", ylab = "Media muestral",
main = "Ley de los Grandes Numeros\n Media de los lanzamientos de un dado", cex.main=0.7)
abline(h = 3.5, col = "red", lwd = 2, 1ty = 2) # Linea hortizontal en 3.5
dev.off ()

## pdf
# 2

knitr::include_graphics("images/LLN1.png",rel_path = TRUE)
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Media muestral
2.5
|

2.0

1.4

| I I I | |
0 2000 4000 6000 8000 10000

Mumero de lanzamientos (n)
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Este comportamiento es una manifestacién intuitiva de la ley débil de los grandes nimeros, ya que nos
garantiza que la media muestral se acercara a la media poblacional a medida que el nimero de observaciones
aumente.

5.3 El teorema central del limite

El teorema central del limite (a partir de ahora, TCL) presenta un doble interés. Por un lado, proporciona a
la estadistica un resultado crucial para abordar el estudio de la distribucién asintética de muchos tipos de
variables aleatorias. Como se vera en préximos capitulos, va a resultar basico en la construccién de contrastes
de hipétesis y de intervalos de confianza, dos herramientas esenciales en estadistica aplicada.

Ademas, el TCL proporciona una explicacién tedrica fundamentada a un fenémeno habitual en experimentos
reales: las variables estudiadas presentan muchas veces una distribucién empirica aproximadamente normal.

El TCL forma parte de un conjunto de propiedades relativas a las convergencias de variables aleatorias. En
este tema se estudia sélo un tipo de convergencia, la convergencia en ley, ya que es necesaria para entender el
enunciado del TCL. Se descarta, pues, en este documento el estudio de los otros tipos de convergencias (en
probabilidad, casi segura, etc.) y el estudio de las leyes de los grandes nimeros.

Posiblemente el lector con poca formacién en analisis matematico hallara alguna dificultad en la primera
lectura de la definicién de convergencia en ley y en el enunciado del TCL. Si es este el caso, los ejemplos
incluidos han de ayudar en su comprension. Consideramos al TCL un resultado béasico con el que hay que
familiarizarse, ya que se aplicara repetidamente en los proximos temas.

5.3.1 Sumas de variables aleatorias

El TCL estudia el comportamiento de las sumas de variables aleatorias. En temas anteriores se han visto ya
ejemplos de sumas de variables aleatorias.

Formalmente, la suma de dos variables aleatorias corresponde a la siguiente aplicacion: si X; y Xo son dos
variables aleatorias definidas sobre €2, la suma es:

X1 -+ XQ Q- R
wr X1(w) + Xo(w)
La suma de dos variables puede extenderse sin dificultad a sumas de tres, cuatro,... y, en general, n variables
aleatorias.

El TCL se ocupa de las sucesiones de variables aleatorias. En el contexto del TCL una sucesion corresponde
a un conjunto donde el primer elemento es una variable aleatoria, el segundo elemento es la suma de dos
variables aleatorias, el tercero es la suma de tres variables aleatorias, y asi sucesivamente.

Una sucesién es un conjunto de elementos infinitos, que se designan simbélicamente mediante {X,}. Cada
uno de los elementos de la sucesién (que es una variable aleatoria) lleva asociada una determinada funcién de
distribucién:

X, = F,
Asi pues, la sucesién de variables aleatorias lleva asociada una secuencia paralela de funciones de distribucién.

5.3.2 Definiciéon de convergencia en ley

La siguiente definicién se ocupa del comportamiento de las sucesiones. Sea {X,,} una sucesién de variables
aleatorias, y sea {F,,} la correspondiente sucesién de funciones de distribucién. Se dice que {X,,} converge en
ley a una variable aleatoria X de funcién de distribucién F si:
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lim F,(x) = F(x) para todo x donde F es continua.
n—oo

Se indica que la sucesién converge en ley mediante el simbolo:

L
X, —> X
El significado de la definicion es que, al aumentar arbitrariamente n, las sucesivas funciones de distribucién
de la secuencia se aproximan a la distribucién F de la variable X.

En los ejemplos se presentan graficamente algunas situaciones donde diferentes sucesiones de variables
aleatorias convergen en ley a una variable aleatoria normal.

5.3.3 Enunciado del teorema central del limite

A continuacién se presenta el enunciado del TCL en la versién de Lindeberg y Lévy. Teorema: Sea
X1, Xo,...,X,, un conjunto de variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas, cada una de
ellas con funcién de distribucién F, y supongamos que F (X},) = py var (Xj) = o2 para cualquier elemento
del conjunto. Si designamos a la suma normalizada de n términos con el simbolo:

% X1—|—X2++Xn—n/¢
S) =
o\v/n

entonces la sucesion de sumas normalizadas converge en ley a la variable aleatoria normal tipificada Z ~ N(0, 1),
es decir:

L
*
S; =
El teorema anterior tiene dos importantes corolarios:

1. Si consideramos la suma ordinaria de las n variables aleatorias, es decir, S, = X; + Xo 4+ ... + X,

entonces la sucesién de sumas ordinarias converge en ley a una normal de media ny y varianza no?.

2. Si consideramos el promedio de las n variables aleatorias, es decir, n~1S,,, entonces la sucesién de
promedios converge en ley a una normal de media p y varianza n~'o?2.

5.3.3.1 Comentarios al teorema:

1. La convergencia a la normal tipificada se produce con cualquier tipo de variable que cumpla las
condiciones del teorema, sea discreta o absolutamente continua.

2. Un sinénimo para indicar que una sucesiéon converge en ley a una normal es senalar que es asintéticamente
normal.

3. El TCL presenta el comportamiento de sumas infinitas de variables aleatorias. Veremos posteriormente
como interpretar el resultado para valores finitos.

4. Existen otras versiones del TCL dénde se relajan las condiciones de la versién de Lindeberg y Lévy,
que, como se ha visto, obliga a las variables aleatorias a tener idénticas medias y varianzas. Dichas
versiones del TCL necesitan el conocimiento de conceptos matematicos que exceden el nivel al que se
orienta Statmedia, y por esta razén se omite su enunciado.

5.3.4 Algunos ejemplos de aplicacién del TCL
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# Parametros de la distribucidon binomial
n <- 1000 # Numero de ensayos

p <- 0.5 # Probabilidad de ézito

size <- 10000 # Numero de simulaciones

# Generar una vartable aleatoria binomial
binomial_sample <- rbinom(size, n, p)

# Estimacidon de la media y la desviacidén estandar de la distribucion binomial
mean_binom <- n * p
sd_binom <- sqrt(n * p * (1 - p))

# Generar la distribucidén normal aproximada
normal_sample <- rnorm(size, mean = mean_binom, sd = sd_binom)

# Graficar los histogramas de la binomial y la normal
par(nfrow = c(1, 2)) # Organizar grificos en dos paneles

# Histograma de la muestra binomial
hist(binomial_sample, breaks = 50, probability = TRUE,
col = rgb(0, 0, 1, 0.5), x1lim = c(0, n),

main = "Distribucidén Binomial", xlab = "Valor",
ylab = "Densidad")
lines(density(binomial_sample), col = "blue", lwd = 2)

# Histograma de la distribucidén mormal aprozxrimada
hist(normal_sample, breaks = 50, probability = TRUE,
col = rgb(1, 0, 0, 0.5), x1lim = c(0, n),

main = "Distribucién Normal Aproximada", xlab = "Valor",
ylab = "Densidad")
lines(density(normal_sample), col = "red", lwd = 2)
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5.3.4.1 Normalidad asintética de la Binomial.

# Parametros de la simulacion
num_simulaciones <- 10000 # Numero de simulaciones
num_lanzamientos <- c(10, 100, 1000, 10000) # Diferentes tamafios de muestra

# Funcion para simular la suma de las puntuaciones de un dado
simular_suma_dado <- function(n) {
suma <- rowSums(matrix(sample(1:6, n * num_simulaciones, replace = TRUE),
ncol = n)) # Simulacién de las sumas
return(suma)

}

# Graficar las distribuciones de las sumas para diferentes tamafios de muestra
par(mfrow = c(2, 2)) # Organizar grificos en 2z2

for (n in num_lanzamientos) {
suma_dado <- simular_suma_dado(n)
# Histograma de la suma de las puntuaciones del dado
hist(suma_dado, breaks = 50, probability = TRUE,
col = rgb(0, 0, 1, 0.5), x1lim = c(min(suma_dado), max(suma_dado)),
main = paste("Suma de", n, "lanzamientos de un dado"),
xlab = "Suma de puntuaciones", ylab = "Densidad")
# Superponer la curva de densidad nmormal (aprozimacidén asintética)
mean_dado <- 3.5 * n # Media esperada de la suma (media de un dado es 3.5)
sd_dado <- sqrt(m * (35 / 12)) # Desviacién estandar de la suma (varianza de un dado es 35/12)

87



curve(dnorm(x, mean = mean_dado, sd = sd_dado),
col = "red", lwd = 2, add = TRUE)
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5.3.4.2 Normalidad asintética de la suma de puntuaciones de un dado

5.3.5 Casos particulares mas notables

Aunque el TCL tiene multitud de casos particulares interesantes, son especialmente relevantes para el
desarrollo de los préximos temas los siguientes casos:

5.3.5.1 Promedio de n variables aleatorias Al considerar n variables independientes, todas con
la misma distribucién, cada una de ellas con esperanza igual a u y varianza igual a o2, el promedio es
asintéticamente normal con media p y varianza n~'o2. Este resultado proporciona una distribucién asintética
a la media de n observaciones en el muestreo aleatorio simple que se estudiara en el proximo tema.

5.3.5.2 Binomial de parametros n y p Es asintéticamente normal con media np y varianza np (1-p).

Histéricamente (de Moivre, 1733), es el primer resultado demostrado de convergencia a una normal.
5.3.5.3 Poisson de pardmetro n)\ Es asintéticamente normal con media n\ y varianza nA.

5.3.6 Interpretaciéon del teorema central del limite

El TCL hace referencia a sucesiones infinitas, por tanto, la igualdad de las distribuciones se alcanza s6lo en el
limite, y hace mencién a una distribucion final tedrica o de referencia.

Sin embargo, puede utilizarse esta distribuciéon final de referencia para aproximar distribuciones correspondi-
entes a sumas finitas. Algunos casos particulares importantes (binomial, Poisson, etc.) alcanzan grados de
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aproximacién suficientes para sumas con no demasiados términos.

Los resultados que se indican a continuacién son, por tanto, aproximaciones que se consideran usualmente
suficientes, pero conllevan errores numéricos de aproximacion.

1. Binomial: aproximar sin > 30y 0.1 < p < 0.9 a una normal de media np, varianza np(1 — p). Ver aqui
mas detalles.

2. Poisson: aproximar si A > 10 a una normal de media A y varianza . Ver aqui mas detalles.

Desde este enlace puede accederse a un repositorio de github desde donde descargar una aplicacién Shiny que
permite ilustrar el teorem central del limite para distintas distribuciones, con muestras de distinto tamafno y
pardmetros de valores distintos.

Un poco de practica con la aplicacion permite ver que a la larga si el tamafio muestral es lo suficientemente
grande, la suma o la media de los valores se distribuye claramente como una distribucién normal.

Esto, ademaés, va a depender del valor de los pardmetros. Asi por ejemplo, para aproximar una distribucién
de Poisson de pardametro A = 1 por una normal, necesitariamos un tamano muestral mayor que si, con el
mismo tamafio, tenemos una ley de Poisson de pardmetro A = 10.

Choose your source distribution and number of items, n, in S H | t- R It
each sample. 10000 replications will be run when you click ” I |U a IO n eSU S
Sample Now' Distribution of One Sample Sampling Distribution of the Sum
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5 100
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Una idea en la que debemos insistir es que cuando aproximaos una distribucién de Poisson por una normal,
podemos visualizarlo pensando en que estamos sumando muestras de unaa ley de Poisson de pardmetro
inferior

Por ejemplo en la figura vemos que, aunque la muestra individual con A = 1 no tiene aspecto de normal,
cuando sumamos las 11 observacion, las sumas tienden a distribuirse normalmente.

Es por esto que decimos que en virtd del TCK una distribucién de Poisson de pardmetro A = 11 puede
considerarse aproximadamente normal, porque podemos visualizarla como 11 distribuciones no normales cuya
suma, en virtud del TCL tienden a la normalidad.

5.3.7 Acerca de las variables aproximadamente normales

En general, cuando se estudia en experimentos reales una determinada variable no se conoce su distribucién
tedrica. Sin embargo, puede establecerse su distribucion empirica a partir de una muestra méas o menos
amplia.
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https://github.com/ASPteaching/simple-CLT-Demo

Una forma habitual de presentar la distribucién empirica es construir el histograma de clases de dicha variable.
Es un hecho conocido desde el siglo XIX que esta distribucién empirica presenta muchas veces una forma
que es aproximadamente normal. Por ejemplo, al realizar un estudio sobre el peso de adultos varones de
dieciocho afios en Catalunya, se observo la distribucién siguiente en la muestra:

G0

Recuento

20

0

gs.00 7200 V600 80,00

peso

El TCL permite dar una explicacion a este fenémeno. La variable peso de un adulto viene determinada en
cada individuo por la conjuncién de multitud de diferentes factores. Algunos de estos factores son ambientales
(dietas, ejercicio, enfermedades, etc.) y otros son congénitos. Con el nivel actual de conocimiento no se
pueden desglosar completamente todos los factores que intervienen, pero puede aceptarse en cambio que la
variable peso es el resultante de la suma de diferentes variables primarias, congénitas o ambientales, y que
posiblemente no todas tienen el mismo grado de influencia. Seguramente, estas variables primarias tampoco
tienen la misma media, varianza o, incluso, la misma distribucién.

La version del TCL que se ha presentado aqui exige estas condiciones para la convergencia a la normal,
pero, como ya se ha comentado antes otras versiones mas elaboradas del TCL permiten modelar la suma
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de variables de forma menos restringida. En este contexto, al considerar la variable peso como una suma
més o menos extensa (pero finita) de diferentes variables primarias, es esperable que ocurra que la variable
resultante, el peso, siga una distribucién aproximadamente normal.

De forma similar es explicable la normalidad aproximada que se observa en muchas variables biométricas
(pesos, alturas, longitudes, concentraciones de metabolitos, distribuciones de edad, etc.) asi cémo en muchos
otros contextos (distribucién de rentas, errores de medicién, etc.). A pesar de esta ubicuidad de la distribucién
normal, el lector no debe inferir que es forzosamente, ni mucho menos, la distribucién de referencia en todo
estudio aplicado.
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6 Introduccion a la inferencia estadistica

6.1 Inferencia estadistica

El célculo de probabilidades proporciona el marco matematico para modelizar fenémenos en los que interviene
el azar. En este contexto, partimos de un espacio de probabilidad (2, .4, P) y una variable aleatoria X : Q — R.
Cuando su distribucién es conocida, podemos:

1. realizar célculos deductivos (por ejemplo, probabilidades o cuantiles),
2. modelizar fenémenos aleatorios usando distribuciones que consideramos razonables.

Por ejemplo, si asumimos que el peso de los recién nacidos se distribuye como una N(u = 3 kg, o = 0.25 kg),
podemos calcular la probabilidad de que un recién nacido pese entre 2.9 y 3.1 kg, o determinar un intervalo
que contenga al 50% o al 95% de las observaciones.

En todos estos ejemplos, partimos de un modelo probabilistico conocido y, a partir de él, obtenemos
conclusiones.

En inferencia estadistica ocurre lo contrario:

tenemos una muestra (z1,...,z,) ¥y queremos aprender sobre la distribucién desconocida que
generd esos datos.

No es factible pesar todos los recién nacidos ni medir exhaustivamente todos los individuos de una poblacién.
La idea es que una muestra bien tomada debe contener informaciéon suficiente para decir algo sobre la
poblacién.

Asi, el objetivo de la inferencia estadistica es:

Obtener informacién sobre la distribucién de probabilidad de un fenémeno a partir de observa-
ciones parciales.

6.2 Problemas de inferencia estadistica
Segun el tipo de conclusién que deseemos extraer, distinguimos tres tipos de problemas:

1. Estimacién puntual.
Queremos obtener un valor numérico que estime una caracteristica desconocida de la poblacién (media,
proporcién, varianza. .. ).

2. Estimacién por intervalo.
Queremos determinar un intervalo dentro del cual es razonable pensar que se encuentra el pardmetro,
con un cierto nivel de confianza.

3. Contraste de hipétesis.
Queremos decidir si los datos son compatibles con una afirmacién sobre la poblacién.

e Paramétrico: la afirmacién es sobre parametros.
e No paramétrico: la afirmacion es sobre la forma de la distribucion.

Estos tres tipos de problemas constituyen la base del resto del curso y de gran parte de la estadistica clasica.

6.3 Distribucién de la poblaciéon

En toda situacién inferencial existe un cierto grado de desconocimiento sobre la distribucién que rige el
fenémeno. Consideramos una variable aleatoria X con distribuciéon F', conocida solo parcialmente.

A menudo expresamos este desconocimiento mediante una familia de distribuciones:

X~F¢cF,

donde F puede ser, por ejemplo:
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¢ todas las distribuciones normales,
e todas las distribuciones simétricas,
e todas las distribuciones discretas sobre N.

Un caso muy habitual es cuando la distribucién estd determinada por uno o varios pardmetros desconocidos.
Entonces escribimos:

{Fp:0€©@CR"}.
A esta familia la llamamos modelo estadistico: describe las distribuciones posibles para los datos.

6.3.1 Ejemplo

La vida 1til de un componente electrénico que no envejece puede modelizarse con una distribucién de Weibull:

B

afBzP~lte==" >0,
folz) =
0, x < 0.

La familia de distribuciones asociada es
F={Fs:0=(a,) € (0,00) x (0,00)}

6.4 Muestra aleatoria simple

Ejemplo: Variabilidad entre muestras

set.seed (1)
par (mfrow=c(1,3))
for(i in 1:3){
x <- rnorm(30,10,2)
hist(x, main=paste("Muestra",i))

}
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par (mfrow=c(1,1))

Para estudiar un problema inferencial analizamos una muestra de tamano n.
Seleccionamos n individuos de la poblacion:

W1, W2, ..., Wn,
y observamos en ellos la variable de interés X, obteniendo los valores muestrales:
X(wl) =, X(WQ) =2, ..., X(wn) = Tn.
En términos probabilisticos, consideramos que estos valores proceden de variables aleatorias:
X17X25 s aXnv
todas con la misma distribucién que X y mutuamente independientes.

6.4.1 Definicién (Muestra aleatoria simple)

Una muestra aleatoria simple (m.a.s.) de tamafio n de una variable aleatoria X ~ F es una coleccién:

X1, Xoy .o, X, K X

La realizacion de la muestra es el vector de valores observados:
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(x1,22,...,2,) € R™.

6.4.2 Distribucion de la muestra

La muestra completa puede interpretarse como un vector aleatorio n-dimensional:

X = (X1,...,X).

Su distribucién conjunta es:

gracias a la independencia.

6.4.3 Casos particulares

e Variable discreta:

n
pG(xh s 7xn) = HpF(xl)
=1

¢ Variable absolutamente continua:

g(z1,...,zn) = Hf(xz)

6.4.4 Ejemplo

Una moneda con probabilidad 6 de salir cara define la variable:

¥ — 1, sisale cara,
0, sisale cruz.

Con X ~ B(1,0).
Si lanzamos 3 veces, la distribucién conjunta de (X, X2, X3) viene dada por:

golr, 22, 73) = §71FF T (1 g~ (rtaates),

6.5 Estadisticos

Para extraer informacién sobre la poblacion definimos funciones de la muestra llamadas estadisticos.

6.5.1 Definicién

Dada una muestra i.i.d. Xq,..., X, un estadistico es cualquier variable aleatoria de la forma:

T=T(X1,...,X,),

que no depende de parametros desconocidos.

Un estimador de un parametro 6 es un estadistico cuyo rango esta incluido en el espacio de parametros ©.
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6.6 Distribucién en el muestreo de un estadistico

Dado un estadistico T(X1, ..., X,), su distribucién de muestreo es la distribucién de probabilidad de
dicho estadistico cuando repetimos el procedimiento de muestreo.

Por ejemplo:

P(T(Xy,...,X,) >to).
Calcular esta distribuciéon puede ser sencillo o extremadamente dificil segtin la forma de T y la distribucién
poblacional F'.
Métodos tipicos para obtenerla:

e cambio de variable,

e transformaciones,

e uso de la funcién generadora de momentos,
e Teorema Central del Limite.

6.6.1 Ejemplo

Sea X una variable con densidad:

Consideramos:

i=1
La transformacién Y = e~¥ sigue una exponencial de pardmetro e~?. Por tanto, la suma T sigue una
distribucién Gamma I'(e=% n).
6.6.2 Ejemplo
Sea X ~ Poisson(\), y X la media muestral de n observaciones.
Como Y X; ~ Poisson(n\), entonces:
e—n)\ (n)\)m"

P(X =r)=P (ZX’ = nr) = ()]

6.6.3 Ejemplo

Simulacién de medias muestrales para visualizar su distribucién:

set.seed (1)
sim <- replicate(5000, mean(rnorm(30, mean = 3, sd = 0.25)))
hist(sim, breaks = 30, main = "Distribucién en el muestreo de la media")
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Distribucion en el muestreo de la media
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Aqui 0 = (o, B) € (0,00)2.

Ejemplo 2.
Queremos estimar la masa p de particulas observadas en una camara de burbujas. Observamos mediciones:

T, = W1+ ¢€;, i=1,...,n,

donde los errores ¢; son simétricos.

e Enfoque paramétrico:

X ~ N(0,0), o> 0.

e Enfoque no paramétrico:
X ~ F € {distribuciones simétricas}.
Ambos enfoques son validos segtn el grado de simplificaciéon que aceptemos.

6.7 La distribucién empirica

A partir de una muestra Xy, ..., X, podemos asociar una distribucién particular basada exclusivamente en
las observaciones:
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donde k(z) es el nimero de datos muestrales menores o iguales que x.
Esta distribucién se denomina distribucién empirica.

En la préactica, ordenamos la muestra:
T(1) ST) S0 S T,
y definimos:
0, T < X(1),

Fo.(x) =< k/n, Ty ST < T(pq),

]., x> .’E(n).
6.7.1 Ejemplo
Muestra:
5.1, 3.4, 1.2, 17.6, 2.1, 16.4, 4.3.

Ordenada:

1.2, 2.1, 3.4, 4.3, 5.1, 16.4, 17.6.

Podemos representarla con R:

x <- c(5.1, 3.4, 1.2, 17.6, 2.1, 16.4, 4.3)
plot(ecdf(x), main="Distribucidén empirica")
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Distribucion empirica
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La distribucién empirica depende solo de los datos observados y no coincide necesariamente con la
distribucién poblacional ni con la distribucién conjunta del muestreo.

6.8 Momentos muestrales

Sea F,, la distribucién empirica. Sus momentos se denominan momentos muestrales:

n
1§ k
ap — — Z;,
n-
=1

y los momentos muestrales centrados:

i=1

6.8.1 Observaciones

¢ El momento muestral de orden 1 es la media muestral:

(11:.1_3.

¢ El momento muestral centrado de orden 2 es la varianza muestral:



6.9 Distribucién en el muestreo de los momentos muestrales

Ejemplo: TCL aplicado a momentos muestrales

set.seed(4)

medias <- replicate(4000, mean(rexp(40)))
hist(medias, breaks=30, freq=FALSE)
curve(dnorm(x,1,1/sqrt (40)), add=TRUE, col="blue")

Histogram of medias
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Los momentos muestrales son estadisticos, por lo que tienen distribucién de muestreo.

Si denotamos oy, = E[X*], entonces:

E(ak) = O

En cuanto a la varianza muestral:

se obtiene:
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—1
B(s?) = 1242
n

La expresién de Var(s?) es mds compleja y depende de los momentos centrados de orden 4.

6.10 Muestreo en poblaciones normales

Cuando X ~ N(u, o), las distribuciones en el muestreo de algunos estadisticos importantes pueden obtenerse
exactamente.
Dos estadisticos fundamentales son:

o la media muestral X, -
o la varianza muestral 5? = Y"1 | (X; — X)2

2
XwN(u, J).
n

Pero la distribucién de S? es méas interesante, ya que da lugar a la primera de las distribuciones derivadas de
la normal.

Partimos de:

6.10.1 La distribucién chi-cuadrado y la varianza muestral

Un resultado fundamental es:

(n—1)82
Tz Xho1-

Esto significa que la distribucién chi-cuadrado no aparece arbitrariamente, sino de manera natural como
la distribucién del estadistico de variancia muestral en poblacién normal.

Ademas, la media y la varianza cumplen:
E(x}) =k,  Var(xj) = 2k
La aditividad proviene directamente de las propiedades de la distribucién normal.

6.10.2 La distribucion t de Student y el estadistico T

Si o es desconocida y la reemplazamos por S, la variable

_X-up
NG

sigue una distribucion t de Student con n — 1 grados de libertad.

T

La t surge de forma natural al estandarizar la media muestral usando la varianza estimada.

Su densidad es:

C T((m+1)/2) 2 ~(m+D)/2
U YW (1 * m> '

A medida que m — oo, la t converge a la normal estandar.
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6.10.3 La distribucién F de Fisher y la razén de varianzas.

Si tenemos dos muestras normales independientes:

Xl?"'aan ~ N(ﬂlyo—l)v
Yl,...,Ynz ~ N(/,LQ,UQ),

entonces el cociente:

_ S/ —1)

P =5 1)

sigue una distribucién F de Fisher con (ny — 1,no — 1) grados de libertad.
Esta distribucion aparece naturalmente al comparar dos varianzas muestrales de normales.

Su densidad general es:

m™/ 2" 2T ((m +n)/2) gm/2-1

L'(m/2)I'(n/2) (max 4 n)(m+n)/2” x> 0.

fz) =

6.11 Apéndice técnico (opcional)

Este apéndice retine algunos resultados y demostraciones que, aunque tutiles, interrumpen el flujo del capitulo
si se presentan en la parte principal del texto.

6.11.1 Funcién generadora de momentos de la media muestral

Sea X una variable aleatoria con funcién generadora de momentos Mx (t).
Consideremos la media muestral:

donde X71,..., X, son i.i.d. con la misma distribucién que X.

Resultado:

Demostracién por definicion

E(5) = (2 EX%) = B (ﬁ e;;g)

i=1
n
tx,
=TI B (%) = [Mx (£)]"
i=1
Demostracién alternativa por propiedades

1. Para cualquier a, M,x (t) = Mx (at).
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2. Por independencia:
M (8) = ] M, (0).

Aplicando ambas:

Mg, (t) = My~ . (t/n) = [T Mx(t/n) = [Mx(t/n)]".

6.11.2 Momentos centrales y relacién con la varianza muestral

Para el momento muestral centrado de orden 2:

1 _
by =— ) (X; —X)%
= LY X)
se cumple:
n—1
E(b2) = 2

Idea de demostracion

1. Expandimos: ~ o
(X; — X)? = X? - 2X; X + X2

2. Sumando y tomando esperanzas aparecen términos:
B(X?), E(X?), B(X;X).
3. Usando independencia y simetria se obtiene el resultado final.

El céalculo completo es estdndar pero laborioso.

6.11.3 Propiedades asintéticas de los momentos muestrales

6.11.3.1 Convergencia Los momentos muestrales convergen en probabilidad a los momentos pobla-
cionales:

ar — Of.

Aplicando la desigualdad de Tchebychev:

2
Qo — Oy

P(lap —ag| > ¢e) < — 0.

ne?
Esta propiedad sera fundamental en la nociéon de estimador consistente.

6.11.3.2 Distribucién asintética Usando el Teorema Central del Limite sobre nay = > X¥, obtenemos:

A — O

c
Var(ar) = N(0,1).

En particular:

— 2
o AN <ak, 1/)
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6.11.4 Recordatorio: propiedades tutiles de la distribucién Gamma

Recordamos que si Y ~ I'(p, @) con densidad:

fr(y) O yptemay y>0
Y = ) ;
L'(p)
entonces:
p p
FE(Y)== V. = =
W) =2 var)=£

Ademas, si Y7 y Y5 son gammas independientes:

Yl ~ F(pl,a)v Y2 ~ F(p27a)a

entonces:

Y1+ Yo ~T(p1 + p2, ).

Esto explica la reproductividad de la chi-cuadrado, ya que:

k1
2=T(=,2]).
Xk 272

6.11.5 Derivacién estructurada de y?,ty F

Aqui resumimos las relaciones esenciales:

6.11.5.1 Varianza muestral en poblacién normal

(n—1)8?
Yz~ Xn—1-

Surge al sumar cuadrados de variables normales estandarizadas independientes.
6.11.5.2 Estadistico t de Student B

X—p
= o77= ~lp-1.

S/\/n

Cuando la varianza poblacional es desconocida, sustituir o por S introduce variabilidad adicional — aparece
la t.

T

6.11.5.3 Estadistico F de Fisher
St/(n —1)

F=—+—— ~Lpni—1,ny—1-

S3/(n2 — 1)

El cociente de dos chi-cuadrados normalizados genera la F.

Estas relaciones son la base de los contrastes t, F y ANOVA que se utilizaran en capitulos posteriores.
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6.11.6 Asintética util para inferencia

1. Media muestral

Vi (X — ) & N(0,02).
2. Momentos muestrales
ap — g
Var(ay,)

3. Distribucién empirica (Glivenko-Cantelli)

£, N(0,1).

C.S.

sup |Fn(z) — F(x)] — 0.

4. Teorema Central del Limite

X, —
LXi—m £ N(0,1).
o\v/n

Estas propiedades justifican métodos de inferencia aproximada y son el fundamento del método delta y del
bootstrap que apareceran mas adelante.
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7 Estimacion puntual

7.1 El problema de la estimacién puntual

Informalmente, la estimacién de parametros consiste en buscar aproximaciones a los valores de estos, calculables
a partir de una muestra, que sean lo méas precisas posible. El problema, claro, es que para medir cuan precisas
son estas aproximaciones seria necesario conocer los valores de los parametros y, como estos son siempre
desconocidos, debemos basarnos en el uso de estimadores con buenas propiedades que, en algin sentido, nos
garanticen esa proximidad. Mds formalmente podemos plantear el problema de la siguiente manera: Sea
X una v.a. con distribucién Fp donde 6 = (6;,...,0;) € © C R*¥ y sea X, X5,..., X,, una muestra de n
v.a. de X. El problema de la estimaciéon puntual consiste en obtener alguna aproximacién de € en base a la
informacién disponible en la muestra mediante un estimador de 6 que definimos a continuacién. Definici6 2.1
Sea X1, Xo, ..., X, una muestra aleatoria simple de X con distribucién Fy donde § € ® C R*. Un estadistico
T (X1,Xs,...,X,) se denomina un estimador puntual de € si T' es una funcién definida en el espacio muestral
y cuyos valores pertenecen al mismo espacio paramétrico © que los parametros.”

Ejemplo 2.1.1 Sea X1, Xa,..., X, una muestra aleatoria simple de una v.a. de Poisson X ~ P()). Para
estimar A podemos utilizar:

_ 1 &
leng;)(i
Tzzszzlzn:(X-—X)Q

ni—l '

ya que E(X) = var(X) = A, pero también

2 n
Ti=— S X;-i
3 n(n+1); ’
T, = X;

Ejemplo 2.1.2 Sea X1, Xo,..., X, una m.a.s. de X ~ B(1,p), con p desconocido. Podemos estimar p de las
siguientes maneras:

Ty=X=(1/n)) X;
Ty =1/2 -
T = (X1 + X3) /2

En cada caso resulta claro que algunos estimadores no son muy razonables mientras que la decision entre los
otros no estd necesariamente clara. Basicamente debemos ocuparnos de dos problemas:

o Dado un modelo estadistico {X ~ Fy : 6 € O}, jcémo podemos obtener estimadores de 6 que tengan
“buenas” propiedades?

e Dado varios estimadores para un mismo parametro jcémo podemos escoger el mejor en base a algin
criterio?

Para poder alcanzar estos dos objetivos empezaremos por estudiar las propiedades de los estimadores, asi
como las medidas de optimalidad que podremos utilizar para decidir entre varios estimadores. De entrada
nos restringiremos al caso en que ©® C R o en que queremos aproximar alguna funcién g(0) de los pardmetros
donde g es del tipo g : © — R.
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7.1.1 Criterios de optimalidad de estimadores. El Riesgo

Una forma de poder comparar entre diversos estimadores consiste en definir una funcién de pérdida que nos
permita cuantificar de alguna manera la pérdida, o coste asociado, al estimar el valor real del pardmetro, es
decir, 6, mediante la aproximacién que proporciona un estimador, es decir, t.

Definici6 2.2 Una funcién de pérdida es una aplicacién

L:Ox06 =R
(0,t) = L(6,1)
La funcién de pérdida cuantifica el coste asociado a la desviacion entre un estimador t y el valor verdadero
del parametro 6.

Para ser valida, debe cumplir los siguientes criterios: (a), (b), (c):

a) L(0,t) >0, VO,te©
b) L(6,t) =0,si0 =t
c) L(0,t) < L(0,t),sid0,t) <d(0,t) donde d es una distancia en ©.

Por ejemplo, son funciones de pérdida:
Li6.) = 10—t La(6,t) = (0 —1)?

Ls(0,t) = ’9;’ Li(0,t) = (T)Q

c>0 si|f—tl >e¢
0 si|l0—t]<e

Ls(8,t) = {

7.1.2 El error cuadratico medio

Una de las funciones de pérdida més usuales es la funcién de pérdida cuadratica La(6,t) = (0 —t)?. Uno de
los motivos de su uso es que el riesgo asociado a esta funcién de pérdida Ey [(9 - T)2], que llamamos error
cuadratico medio EQ My, representa una medida de la variabilidad del estimador T en torno a 6 semejante
a la medida de dispersion en torno a la media que representa la varianza. Ademas, del desarrollo de esta
expresion se obtiene un interesante resultado que muestra cuiles pueden ser las propiedades més interesantes
para un estimador. Sea {X ~ Fy: 0 € ©} y sea T un estimador de 0. El error cuadratico medio de T para
estimar 6 vale

EQMr(0) = Eg [(0 — T)*] = E [6* — 20T + T°] = 6°> — 20Ey(T) + Ey (T?)
Ahora, sumando y restando (Eg(T))?, obtenemos

EQMz(0) = Eq (T?) — (Eo(T))* + (Eo(T))* + 6% — 20Ep(T) =
= var(T) + (E¢(T) — 6)°

El término (Ey(T) — 6)? es el cuadrado del sesgo de T', que se define como

bo(T) = Eo(T) — 0

Definici6 2.5 El error cuadrético medio EQMr(0), o simplemente EQM, de un estimador T para estimar el
pardmetro 6 es la suma de su varianza mas el cuadrado de la diferencia entre su valor medio y el verdadero
valor del parametro, que llamamos sesgo.
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Si en la busqueda de estimadores de minimo riesgo nos basamos en la funcién de pérdida cuadratica, parece
que los estimadores méas deseables deberian ser aquellos en los que la varianza y el sesgo sean lo méas pequenos
posibles. Idealmente, quisiéramos reducir ambas cantidades a la vez. En la préactica, sin embargo, observamos
que, en general, no suele ser posible reducir simultdneamente la varianza y el sesgo. Ademds, incluso si
fuera préctico calcular el EQM para cada estimador, encontrariamos que, para la mayoria de las familias de
probabilidad Py, no existiria ningin estimador que minimizase el EQM para todos los valores de 0. Es decir,
que un estimador puede tener un EQM minimo para algunos valores de 6, mientras que otro lo tendra en
otros valores de 6.

Ejemplo 2.1.4 Sea X3, Xs, ..., X, una muestra aleatoria simple de X ~ N(u, c), donde suponemos o conocida,
y sean

_ S X,
T=X T,==i=120
1 2 n+1

Calculando la media y la varianza de los estimadores, tenemos

E, (Ty) = = b, (1) =0 var,, (Ty) = 2
B, (T2) = Jgn = br(p) = ip var, (o) = igys0°
de donde
02
EQMM (Tl) = var (Tl) = ;
1
EQM, (T3) = 2y o

n+12! T2’

que son respectivamente una recta y una parabola. De manera que para algunos valores de p tenemos que
EQM, (Th) < EQM, (T>) y para otros, al revés. La figura 2.1 muestra esta diferencia.

Ejemplo 2.1.5 Un ejemplo trivial bastante interesante es el siguiente. Para estimar un parametro 6, el estimador
que consiste en un valor fijo 8y, tiene riesgo 0 en § = 6y. Sin embargo, el riesgo aumenta considerablemente
al alejarnos del valor real de 6. Por lo tanto, no resulta un estimador razonable, aunque su riesgo pueda ser
minimo para algtn (tinico) valor de 6.

Figura 2.1: Comparacién del riesgo de dos estimadores

Los ejemplos anteriores nos muestran que los criterios de preferencia entre estimadores basados en el riesgo o
en el EQM no son de gran utilidad general ya que muchos estimadores pueden ser incomparables. Ante este
hecho nos planteamos si es posible completar el criterio de minimizar el riesgo mediante alguna propiedad o
criterio adicional. Las posibles soluciones obtenidas a esta cuestion siguen dos vias:

1. Restringir la clase de estimadores considerados a aquellos que cumplan alguna propiedad adicional
de interés, eliminando estimadores indeseables para que el criterio de minimizar el riesgo permita
seleccionar uno preferible a los demés. Este criterio lleva a considerar las propiedades deseables de los
estimadores como falta de sesgo, consistencia, eficiencia y analizar cémo combinarlas con el criterio de
minimo riesgo. Este proceso culmina con el estudio de los Estimadores Sin Sesgo Uniformemente de
Minima Varianza (ESUMV).

2. Reforzar el criterio de preferencia de estimadores mediante la reduccion de toda la funcién de riesgo
R (0) a un tnico valor representativo que permita ordenar linealmente todos los estimadores. Este
criterio nos lleva a los Estimadores Bayes y a los Estimadores Minimax.
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7.2 Estudio de las propiedades deseables de los estimadores
7.2.1 El sesgo

Supongamos que tenemos un modelo estadistico {X ~ Fy : § € ©} y un estimador T (X1, Xs,...,X,,) de una
funcién medible g(f) del pardmetro. Una forma razonable de valorar qué tan préximos son los valores de T' a
los de ¢(#) es ver si, en promedio, los valores de T coinciden con el valor medio de g(0).

Definici6 2.6 Bajo las condiciones mencionadas, si Fy(T') es la esperanza de T (X1, Xo, ..., X,) y g(0) es una
funcién del pardmetro (en particular la identidad), la diferencia

br(0) = br(0) = Eo(T) — 9(0)

se denomina sesgo del estimador T' para estimar g(6). Si el sesgo es nulo, es decir, si:

Ey(T)=g(0), V0c©
diremos que T es un estimador insesgado de g(6). Ejemplo 2.2.1 Los dos ejemplos més conocidos son el de la
media y la varianza muestrales.

e La media muestral es un estimador insesgado de p.
e La varianza muestral es un estimador con sesgo de la varianza poblacional. En concreto, su sesgo vale:

by2 (02) =FE, (32) —o?= o°—0"=—o0

El uso de estimadores insesgados es conveniente en muestras de tamano grande. En estas, varyg(T) es a
menudo pequefla y entonces, como Ey(T) = g(0) + br(0), es muy probable obtener estimaciones centradas en
este valor en lugar de en el entorno de g(6).

Ejemplo 2.2.2 Sea Xi,Xs,...,X, una muestra aleatoria simple de X ~ U(0,0). Tomemos T =
max {X1, Xo,..., X, } como el estimador del méximo de la distribucién. Obviamente podemos decir que
T < 6y, por lo tanto, la estimacién siempre estd sesgada. Como hemos visto en el ejemplo 77, la distribucién
en el muestreo de T es

y su funcién de densidad es

de donde el sesgo de T para estimar 6 es

n 1
br(0) = 0 0= =

Podemos preguntarnos si podriamos mejorar este estimador corrigiendo el sesgo de forma analoga a lo que
haciamos con 42, es decir, tomando un estimador corregido para el sesgo
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n+1

T = T que, por construccién, verifica: E (T") = 6.

Consideremos el estimador de minimo riesgo en el sentido del error cuadratico medio, es decir, el estimador
que minimiza F [((9 — T)z]. De hecho, como hemos visto en el ejemplo 77, conviene elegir el que minimice
E [(0 -T)2/ 02], porque también minimiza el EQM, pero alcanza un minimo absoluto. Este estimador es

="t 2
n+1

y, por tanto, es méas adecuado que 1", ya que tiene un menor riesgo respecto al error cuadratico medio.
Cuando, como aqui, nos encontramos con que dado un estimador podemos encontrar otro de menor riesgo,
decimos que el primero no es admisible respecto de la funcién de pérdida. En este caso decimos que 7" no es
admisible respecto al EQM. jCuidado! Esto no significa que no podamos usarlo, sino que existe otro con
menor riesgo, ya que existe otro T” preferible a él que, por cierto, no es centrado. Efectivamente

n+2 (n+2)n

Eo (T") = L7 (1) = (n+1)2

6

El ejemplo anterior muestra que, debido a la descomposicién EQMr(0) = varg(T) +b%(6), puede ser preferible
un estimador con sesgo a otro que no lo tenga. En general, sin embargo, eliminar el sesgo no es una mala
estrategia, sobre todo porque al restringirnos a la clase de los estimadores insesgados obtenemos una solucién
constructiva que permitird obtener estimadores insesgados de minima varianza en condiciones bastante
generales. Los siguientes ejemplos ilustran dos propiedades interesantes del sesgo. Por un lado, muestran que
no siempre existe un estimador insesgado. Por otro lado, vemos cémo a veces, incluso teniendo un estimador
insesgado para un pardmetro Fy(T) = 6, una funcién ¢g(7T') no es necesariamente un estimador insesgado de

9(0).

Ejemplo 2.2.3 Consideremos una variable X con distribucién de Bernoulli B(1,p). Supongamos que deseamos
estimar g(p) = p? con una tinica observacién. Para que un estimador T no tenga sesgo para estimar p? serfa
necesario que

PP =E)T)=p-T(1)+(1—p)-T(0), 0<p<1

es decir, para cualquier valor de p € [0, 1] se deberia verificar

p* =p- (T(1) = T(0)) +T(0)
Esto claramente no es posible, ya que la tnica forma en que una funcién lineal y una funciéon parabdlica
coincidan en todo el intervalo [0, 1] es cuando los coeficientes T'(0) y T'(1) valen cero.

Ejemplo 2.2.4 El pardmetro « de una ley exponencial con funcién de densidad

f(@) = ae™ 1 00) (2)

es el inverso de la media de la distribucidn, es decir, « = 1/E(X). Un estimador razonable de a = g()
puede ser & = g(ji), es decir, & = 1/ X. Si aplicamos la propiedad de que la suma de variables aleatorias
i.i.d. exponenciales sigue una ley gamma de pardmetros n y «, se obtiene que este estimador tiene sesgo. Su
esperanza es

B() = 2

n—1
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El sesgo se corrige simplemente con

7.2.2 Consistencia

La consistencia de un estimador es una propiedad bastante intuitiva que indica, de manera informal, que
cuando aumenta el tamano muestral, el valor del estimador se aproxima cada vez mas al verdadero valor del
parametro.

Definici6 2.7 Sea X1, Xs,...,X,,... una sucesién de variables aleatorias i.i.d. X ~ Fy,6 € ©. Una sucesién
de estimadores puntuales T,, = T (X1, Xa, ..., X,,) se denomina consistente para g() si

T, —— g(6)

n— oo

para cada 6 € O, es decir, si
Ve >0 ILm P{T,—g@)|>c}=0

Observemos que:

1. Se trata de un concepto asintético: Hablamos de ?sucesiones de estimadores consistentes? maés que de
estimadores propiamente dichos.
2. La definicién puede reforzarse si, en lugar de considerar convergencia en probabilidad (consistencia
débil), consideramos convergencia casi segura o en media cuadratica:
o T, es fuertemente consistente si T}, — g(f)
o T, es consistente en media- r si Fy [|T}, — g(#)|"] — 0
Ejemplo 2.2.5 Muchos estimadores consistentes lo son como consecuencia de las leyes de los grandes ntimeros.
Recordemos que la Ley débil de los Grandes Ntumeros (Tchebychev) afirma que, dada una sucesion de v.a.
independientes e idénticamente distribuidas con medias 1 < 0o y varianzas o2 < oo, entonces

- P
Xn — 1

Como consecuencia de esta ley y dado que una muestra aleatoria simple es i.i.d., por definicién, podemos
afirmar que X, es consistente para estimar .

Ejemplo 2.2.6 La sucesién T,, = maxi<;<, {X;} es consistente para estimar el maximo de una distribucién
uniforme en [0, 6] :
P {

ya que X; € [0,0]y, por lo tanto, podemos escribir:

1<i<n

11;1%); {X;} - 9’ > E] =P [9 — max {X;} > 6]

P [9 —e> max. {XZ}} =P [112?<Xn {X;} <0—- 6]

-(%5) - (-5) =0

Es inmediato comprobar que
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2] 72n n 9
E© EJ](l n+1+n+2>9

que también tiende a cero cuando n — oo, y por lo tanto T,, = maxi<;<, {X;} también es consistente en
media cuadratica.

Normalmente, cuando se habla de consistencia, se hace referencia a la convergencia en probabilidad, es decir,
T, es consistente si lim,,_,o P ([T, — g(0)| > ) = 0. Si el estimador no tiene sesgo, estamos en la situacion
de aplicar la desigualdad de Tchebychev ! : Si E (T},) = g(6), entonces

P(T, —g(0) > )= P(Tu—E(T)|>e) < 2w

Tchebychev g2

Asi, para intentar establecer la consistencia de T', debemos probar que

var (T,) 0

e2 n—oo

Ejemplo 2.2.7 Sea M,, = Z?:l a; X; una combinacién lineal de los valores de la muestra con coeficientes tales
que Z?Zl a; =1y algin a; > 0. ;Es consistente M,, para estimar F(X) ? Comencemos por ver que M,, no
tiene sesgo

n n

[*1]Calculemos la varianza

var (M,) = var <Z ain) = Zvar (a; X;)
i=1 i=1

= i a? var (X;) = var(X) i a;
i=1

i=1
Si aplicamos ahora la desigualdad de Tchebychev tenemos:
oy a;
22

P(|M, —pl>¢e) <

lo cual no tiene por qué tender a 0 cuando n — oo, y por lo tanto no podemos afirmar que el estimador

: : : _ 1 _ _ _ _ 1 : 2 _ 1
es consistente. Por ejemplo, si a1 = 5,02 = a3 = -+ = a, = D) tendremos que lim,_,o Y af = 1
Observamos que el resultado obtenido no puede asegurar la consistencia de M,, para cualquier familia de
coeficientes ay, ..., a,, aunque, obviamente, el estimador es consistente para alguno (caso a; = 1/n ).

7.3 Propiedades de los estimadores consistentes

Muchas de las propiedades de los estimadores son consecuencia directa de las propiedades de la convergencia
en probabilidad, que se pueden revisar, por ejemplo, en Martin Pliego (1998a) capitulo 11.

1. Si T, es consistente para estimar 6 y g : R — R es una funcién continua, entonces g (T},) es consistente
para estimar g(0).
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2. Si T, y To, son consistentes para estimar 67 y 6 respectivamente, entonces a4, + b5, es consistente
para estimar af £ by Ty, - T, es consistente para estimar 6 - 05 T, /Ta, es consistente para estimar
91/92, si 02 7é 0.

3. Sea a, = (1/n) > X7 el momento muestral de orden r. Como se ha visto en el capitulo 1, la esperanza
de a, es

Bla) =B |2 Y x| = 2T B () = Tna, —a

n

donde a,. es el momento poblacional de orden r. Asi pues, a, no tiene sesgo para estimar «,.. Su varianza es

1 A 1 .
var (a,) = var (n E Xi> = E var (X") = EE[X - E(X")]
1 1
= -EX"—a) =B (X" +a?—2a,X")
n n
1
= — (0427« - Oé%) .
n

Y si aplicamos la desigualdad de Tchebychev, se obtiene

E(a, — a,)? _ var (ar) _ o — a? 0

L= Q| > <
Plar—arfz€) < £2 g2 nez  n—oo

Asi pues, hemos visto que los momentos muestrales son estimadores consistentes de los momentos poblacionales.

7.3.1 Eficiencia

Como ya hemos visto, un objetivo deseable en la biisqueda de estimadores 6ptimos es considerar estimadores
de “minimo riesgo” o, si nos basamos en la funcién de pérdida cuadratica, estimadores que minimicen el
error cuadritico medio E(6 — T')2. En general, es dificil encontrar estimadores que hagan minimo el EQM
para todos los valores de 6; sin embargo, si nos restringimos a los estimadores sin sesgo, el problema tiene
solucién en una gama mas amplia de situaciones. Supongamos que 77,75 son dos estimadores sin sesgo de un
pardmetro 0. Para estos estimadores tenemos que

EQMr, (0) = varg (T) + b7, (0)
EQMr,(0) = varg (1) + b7, (6)

Si los estimadores no tienen sesgo br, (0) = by, (0) = 0, el que tenga menor varianza tendra el menor riesgo
para estimar 6. Si, por ejemplo, var (T1) < var (T3), diremos que T es maés eficiente que Ty para estimar 6.
Para dos estimadores con sesgo cero br, () = 0, el cociente

_ EQMr,(0)  varg (T1)

ER= E‘C?]\fTz (0) varg (Tg)

se denomina eficiencia relativa de T; respecto a T5. Si solo hay dos estimadores de 6 puede ser ficil ver cudl
es el mas eficiente. Si hay mas, la cosa se complica. El “més eficiente”, en caso de que exista, se llamara el
estimador sin sesgo de minima varianza.

Figura 2.2: Comparacién de la eficiencia de dos estimadores para un 6 dado

Definici6 2.8 Sea S(0) la clase de los estimadores sin sesgo de 6 y con varianza. Si para todos los estimadores
de esta clase T € S(0) se verifica que

varg(T) < varg (T*) VT € S(6)
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diremos que T™ es un estimador sin sesgo de minima varianza de 6. Si la desigualdad es cierta V6 € O,
diremos que T* es un estimador sin sesgo uniforme de minima varianza (ESUMV) 2.

7.4 Informacion de Fisher y cota de CramerRao

Obviamente, en un problema de estimacion lo ideal es disponer de un ESUMYV, pero esto no siempre es
posible. Nos enfrentamos a varios problemas:

1. ;(Existen ESUMV para un pardmetro # en un modelo dado?
2. En caso de que exista el ESUMV, ;sabremos cémo encontrarlo?

Este problema tiene solucién, bajo ciertas condiciones, utilizando los teoremas de Lehmann-Scheffé y Rao-
Blackwell y el concepto de suficiencia, que se discute més adelante.

[*2]Una solucién parcial aparece gracias al Teorema de Cramer-Rao, que permite establecer una cota minima
para la varianza de un estimador. Cuando un estimador alcanza esta cota, sabemos que es un estimador de
varianza minima. Informalmente, este resultado sugiere que, bajo ciertas condiciones de regularidad, si T es
un estimador insesgado de un parametro 6, su varianza estd acotada por una expresion que llamamos cota de
Cramer-Rao CCR/(0)

var(T) > CCR(0)

Antes de establecer con precision este teorema, consideremos el concepto de informacién de un modelo
estadistico introducido por Fisher.

7.5 Informacién y verosimilitud de un modelo estadistico

Una idea bastante razonable es esperar que un estimador funcione mejor en su intento de aproximarse al
valor de un parametro cuanto mas informacién tenga para hacerlo. Por este motivo, la varianza del estimador
y la informacién se presentan como cantidades opuestas: a mayor informacién, menor error (varianza) en la
estimacién:

Ahora nos encontramos con el problema de como definir la cantidad de informacién (contenida en una
muestra/de un modelo), para que se ajuste a la idea intuitiva de informacién. Fisher lo hizo a través de la
funcién de verosimilitud. Sea un modelo estadistico {X ~ Fy : 0 € O} y una m.a.s. (X1, Xs,...,X,), que
toma valores x = (x1,x2,...,%,). Si X es discreta, la funcién de masa de probabilidad indica, en términos
generales, la probabilidad de observar la muestra, dado un valor del pardmetro. Si X es absolutamente
continua, esta interpretacién ya no es tan directa.

fx1,20,...,2,;0) =

Py[X =a1]-- Py [X =], siX esdiscreta
fo(x1) - fo(xn), si X es abs. continua

La funcién de verosimilitud se obtiene si consideramos, en la expresién anterior, que lo que queda fijado es
la muestra y no el parametro. Es decir, fijada una muestra x, la funcién de verosimilitud indica qué tan
verosimil resulta, para cada valor del parametro, que el modelo la haya generado.

Ejemplo 2.3.1 Supongamos que tenemos una m.a.s. i, xs,...,T, de tamafio n de una variable aleatoria X,
que sigue una ley de Poisson de parametro A desconocido.

X ~Fy=P), A>0

La funcién de probabilidad de la muestra, fijado A, es:
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y la funcién de verosimilitud del modelo, fijada x, es:

n .
_ )\ﬂl _ )\Zx1
L(xl,mg,...,xn;)\)zl_[e A T=e "’\ﬁ

i1 ZI;! Hi:l i

Aungque la forma funcional de g)(x) y L(x; \) es la misma, su aspecto es diferente, como se puede comprobar
en la figura 2.3, donde damos valores a gy (x), variando x o a L(\;x) variando A.

7.6 Informacion de Fisher

Para calcular la cantidad de informacién de Fisher contenida en una muestra sobre un parametro, es necesario
considerar modelos estadisticos regulares, es decir, donde se cumplen las siguientes condiciones de regularidad.

Definici6 2.9 Diremos que {X ~ Fp : § € O} es un modelo estadistico regular si se verifican las siguientes
condiciones:

1. La poblacién de donde proviene la muestra presenta un ?campo de variacién? o soporte Sy = {z |
f(z;0) > 0} = S que no depende de 6.

2. La funcién L(x;0) admite, al menos, las dos primeras derivadas.

3. Las operaciones de derivacién e integraciéon son intercambiables.

Definici6 2.10 Sea {X ~ Fj : § € O} un modelo estadistico regular, es decir, donde se verifican las condiciones
de regularidad 1-3 anteriores. Si Z = % log L(X; 0), la cantidad de informacién de Fisher es

I,,(0) = varg(Z) = varg (;9 log L(X; 9))

Figura 2.3: Probabilidad de la suma de n = 5 valores muestrales para 10 muestras de la ley de Poisson con
A = 3 versus la funcién de verosimilitud para una muestra observada.

Las condiciones de regularidad son necesarias para calcular Fy (Z 2). A continuacién, presentamos algunas
propiedades de la informacién de Fisher. Puedes ver la demostracién en Ruiz-Maya y Pliego (1995).

1. La informacién de Fisher se puede expresar como:

<alog g@(x; 0))2]

Esto se puede comprobar, ya que si aplicamos las condiciones de regularidad

E(Z)=E (W) _ /n M’%@(X;@L(X;@dx

AL(x;0)

OL(x;0)

_ 20 . — LA

/nL(x;G)L(X’G)dX/n 50 dx
0 0

1,(0) = Ey
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De forma que E(Z) = 0, y por lo tanto, tendremos que varg(Z) = Ey (Z?). 2. I,(8) = 0 si y solo si L(x;0)
no depende de 6. 3. Dadas dos m.a.s. x1,Xs de tamanos ny,ns de la misma poblacién, se verifica:

Inl.,nz (9) - Inl(e) + I, (9)

De manera que podemos considerar una muestra de tamano n como n muestras de tamano 1 :

0) => 1(0) =n-i(6), siendo i(0) = I,(0)
i=1

Es decir

B (8log(géX;0))> —WE (8log£éX;0))

4. Se verifica la siguiente relacién:

In(0) = E a0 920

(mogL(x;e)ﬂ _ {a? log L(X; 9)]

Ejemplo 2.3.2 Vamos a calcular la cantidad de informacion de Fisher contenida en una m.a.s. extraida de
una poblacién N(u, o) con o = o conocida. La funcién de verosimilitud es

1 _(Ti*“)

L(x;p) = 275 oro2) "
(x; 1) Z.I;[l\/ﬂaoe o = (2m0}) exp< Z 200 >

=1

y su logaritmo

log L(x; ) = —= log 27?00 5 2 Z
Si derivamos respecto a p

Olog L(xip) _ 3oy (wi —p)
Iz o

de donde

fn<u>_E(MM>2_E(W>2

ou o}

:J%E Z(Xi—u)Q—&-Z(Xi—M)(Xj_M)

i=1 1#£]
1 5 n
4n00 ?
0 0

Este calculo también puede hacerse a partir de la tercera propiedad de la informacion de Fisher:

L(4) = nE [‘W} i

o
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7.7 La desigualdad de Cramer-Rao

Una vez establecidas las condiciones de regularidad y caracteristicas anteriores podemos enunciar el teorema
de Cramer-Rao (1945).

Teorema 2.1 Dado un modelo estadistico regular {X ~ Fy : 0 € O}, es decir, un modelo donde se verifican
las condiciones de regularidad enunciadas, cualquier estimador T' € S(6) de la clase de los estimadores no
sesgados y con varianza verifica

varg(T) > .00

Demostracién: El estimador T' € §() no tiene sesgo, es decir que

E(T) = /n T(x) - L(x;0)dx =0

Si derivamos e introducimos la derivada bajo el signo de la integral, obtenemos

0 0 0
%E(T) = /5n %(T(x) - L(x;0))dx = /Sn T(x)%L(x;H)dx
2 I (x:
= /nT(x) <80L?>(<é)9)> L(x;0)dx
Asi pues
1= %9 = %E(T) =E(TZ)= /n T(x) - ZL(x;0)dx

En resumen

E(T)=0,E(TZ)=1,E(Z) =0,var(Z) = I,,(0)
Si ahora consideramos el coeficiente de correlacion al cuadrado entre Ty Z, tenemos

2 _ _leov(T,2)]* _ [E(TZ) - E(T)E(Z)]?
(T, 2) = var(T) - var(Z) var(T) - var(Z) =1

Si sustituimos los resultados hallados antes, obtenemos

1

var(T) - I,(0) =1

de donde se deduce la desigualdad enunciada.
Definici6 2.11 Si un estimador alcanza la CCR (Cota de Cramer-Rao), diremos que es un estimador eficiente.

Todo estimador eficiente es de minima varianza en la clase S(6). Sin embargo, también puede suceder que
exista un estimador de minima varianza sin alcanzar necesariamente la CCR.

Ejemplo 2.3.3 Sea X ~ Fy = P(A\), A > 0 (Poisson). Buscamos la CCR de los estimadores de A.

117



L A2 @
L(x;\) = He*’\ AP —

n
i xl' Hi:l {,Ei!

log L(x;\) = —nA + (Z xl> log A — log (ﬁ a:z-!)

=1
Olog(L(xN) _ T
A

)\
dlog L(x;\)]° 2 (X)) Y X
E{@)\ } =E|n"+ \ h

24 Llp (> Xi)Q - QTHnE(X)

Aqui recordamos que la suma de variables de Poisson también es una Poisson, es decir:

> Xi~ P(n))

por lo que

E(Y X)) =var (X0 + 2 (> x)] T = (n)?

Finalmente, se obtiene:

9 5 nA n2\? 2 M
BZ)=m+ 5+~ =3
De esta forma,
A
I,()) = % = var(l) 2 =
Sabemos que la media aritmética verifica
- A
X,) =~
var (X,) = 2

lo cual coincide con la cota de Cramer-Rao, indicando que X,, es el estimador eficiente de .

Ejemplo 2.3.4 Para calcular la CCR o, dicho de otro modo, para que el inverso de

0log L(x;0) 2
2]

~

sea realmente la cota minima de var(f) en la clase S(6), es necesario que se verifiquen las condiciones de
regularidad. De lo contrario, se pueden obtener resultados absurdos. Consideremos, por ejemplo, una variable
aleatoria X con funcién de densidad

3
f(x;0) = ﬁle[o,e] ()

y esperanza
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0
3 3
E(X) :/0 x-e—3x2dx = 19

Ya que 0 = %E (X), esto sugiere estimar 6 mediante g = %X , que no tiene sesgo. Por otro lado, si calculamos
la varianza de X, tenemos

var(X) = E (X?) — B(X)* = %92

~

Sabemos que E(f) = 6,y ademds

~ 4 _ 62
Var(@) = var (3X) = 157”

Si evaluamos I,,(0) en su forma més sencilla, obtenemos

9

I,(0) =nI(0) = noa

Asi, la CCR resulta ser mayor que la varianza de este estimador:

~ 62 02
V&I‘(&) = m < %

lo cual es un resultado absurdo. Este error se debe a no considerar que el soporte de X depende de €, por lo
que no se cumplen las condiciones de regularidad, y la cota de Cramer-Rao no existe.

También ocurre que la varianza de un estimador es inferior a la CCR aunque esta exista. Esto puede pasar,
por ejemplo, con algiin estimador sesgado.

7.8 Caracterizacion del estimador eficiente

Calcular la cota de Cramer-Rao es una cosa; encontrar el estimador que alcanza esta cota y, en consecuencia,
tiene varianza minima es otra. La siguiente caracterizaciéon permite, en algunos casos, obtener directamente
la forma del estimador eficiente.

Teorema 2.2 Sea T el estimador eficiente de 6, entonces se verifica

n

Y- 5108 (Xi:6) = K(0,)(T —0)

i=1

donde K(6,n) es una funcién que depende de 6 y de n y que suele coincidir con la informacién de Fisher.
Demostracién: Si T es el estimador eficiente, entonces

y, por lo tanto, p?(T, Z) = 1. En general, dadas dos variables aleatorias X e Y, se sabe que si p(X,Y) = 1,
entonces

Y - B(Y) = B(X — B(X))

Si aplicamos este resultado a T'y Z, tenemos
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Z - E(Z)=pB(T - E(T))
dlog L(x;0) _

= K (6,n)(T — )

Ejemplo 2.3.5 En el caso de la distribucién de Poisson, tenemos

)\I
Jlain) = e
log f(z;\) = =X + zlog(\) — log(x!)
dlog f(x;A) _
. Zalogf () _ 5 (—1+ f)
i=1

Queremos ver que

f: (‘)i - 1) = K(0,n)(T — 6)

Si reescribimos esta expresion, obtenemos

1 & 1 - 1 —
P53 (Geem) -5 (5 )

Asi, K(\,n) = %, que coincide con la informacién de Fisher I,,(\). Por el teorema anterior, se deduce que
T = X es el estimador eficiente y, por lo tanto, de minima varianza.

7.9 Estadisticos suficientes

En un problema de inferencia puede suceder que los datos contengan informacién superflua o irrelevante a la
hora de estimar el parametro. También puede ocurrir lo contrario, que intentemos hacer la estimacién sin
utilizar toda la informacién disponible en la muestra. Ambas situaciones son indeseables. Parece razonable
que, para estimar un parametro, dada la dificultad derivada de disponer de varios estimadores entre los
que queremos elegir el 6ptimo, nos basemos tnicamente en aquellos que utilizan (solo) toda la informacién
relevante.

Ejemplo 2.4.1 Supongamos que queremos estimar la proporciéon de piezas defectuosas 6 en un proceso de
fabricacion. Para ello, examinamos n piezas extraidas al azar a lo largo de una jornada y asignamos un 1 a las
piezas defectuosas y un 0 a las que no lo son. Asi, obtenemos una muestra aleatoria simple X1, X5, ..., X,
donde

X 1 con probabilidad 6
" 10 con probabilidad (1 — 6)

Intuitivamente, estd claro que para estimar 6 solo nos interesa el nimero de ceros y unos, es decir, el valor
del estadistico
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En este caso, un estadistico que considere la posicién de los unos y los ceros en la muestra no aportaria nada
relevante. En cambio, un estadistico que no considere todos los valores, como por ejemplo T'(X) = X7, seria
claramente menos adecuado.

Las observaciones del ejemplo anterior se justifican al observar que todas las muestras de tamano n con el
mismo ntimero ¢ de unos (1) tienen la misma probabilidad. En concreto, la funcién de probabilidad de una
muestra x1,xs,..., Ty €S

fo(z1,@2,...,25) =0 (1 —0)" "

donde t = Z?zl i, x; €4{0,1},4=1,2,...,n. Como se puede ver, la probabilidad de la muestra solo depende
del ntimero de unos (o ceros) y no del orden en que aparecen en la muestra. El hecho de que la posicién de
los unos y los ceros en la muestra no aporte informacién relevante equivale a decir que el estadistico

contiene la misma informacién que X1, Xo, ..., X,, para estimar §. Observamos, sin embargo, varias diferencias
entre basarse en T'(X) o en X1, Xo,..., X, :

o Al pasar de X1, Xo,..., X, a ) ., X; hay una reduccién de los datos que no implica pérdida de
informacion.
e Muchas muestras diferentes dan lugar al mismo valor de T

Fisher formaliz6 esta idea con el cdlculo de la probabilidad condicionada de la observacién muestral con
T(X)=>",X;yparatodot=0,1,...,n:

Py X =x,T =]
Py(T =1t)
gr(1—o) "t 1

(Do - (3)

Es decir, dados (x1,z2,...,z,) € {0,1}"yt € {0,1,...,n}, tenemos

PX=x|T=t=

0 sit#> 1" 2
1

P@[X:X|T:t]:{ @ Sit:Z?:lxi

Obviamente, Py[X = x] depende de 6, que es el pardmetro que queremos estimar. Sin embargo, la probabilidad
condicionada Py[X = x | T = t] no depende de . Tenemos entonces la siguiente expresién de la funcién de
probabilidad de la muestra:

PQ(XZX)=P9(T=t)'P9[X=X|T=ﬂ
Esta expresién muestra que Py(X) se puede descomponer en dos factores, uno que depende de 8, Py(T =t), y
otro que no depende de 6,

PX=x|T=t.

Una forma de ver esta descomposicién es pensar que el estadistico 7= """ | X; ?acumula? o ?absorbe? toda
la informacién relativa a 6, lo que se refleja en que la probabilidad de la muestra, dado 7" = t, ya no depende
de 6. Es decir, podemos imaginar la construccién de la muestra en dos etapas:

o En una primera etapa se elige el valor ¢ para T con distribucién B(n, 6).
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e A continuacion, se sitian aleatoriamente ¢ unos y n — t ceros en las n posiciones.

Cuando la estructura del estadistico T(X) hace que el segundo factor en la expresién anterior no dependa
de 0, significa que la observacién adicional de la muestra es irrelevante. En este caso diremos que T'(X) es
suficiente para la estimacion de 6. Dado que esta propiedad de T queda caracterizada por la independencia
de Py[X = x | T =] respecto a 0, se utiliza esta independencia para definir la suficiencia.

7.9.1 Definicié de estadisticop suficiente

Dado un modelo estadistico {X ~ Fp : 0 € ©} y un estadistico T, diremos que T es suficiente para 6 si, dada
una muestra X = (X1, Xs, ..., X,,), se verifica que la distribucién de X condicionada por el valor de T no
depende de 6.

e No es necesario que Fy sea discreta, como en el ejemplo introductorio, o que la muestra sea una muestra
aleatoria simple.
o El estadistico suficiente para un parametro puede ser k-dimensional.

Ejemplo 2.4.2 Dada una muestra X1, Xo, ..., X, de una distribucién de Poisson, la funcién de probabilidad
de la muestra es

eTMNY 2y

Pe(Xlle,..-,Xn:zn): 1!z,

Calculemos la probabilidad de la muestra condicionada por el valor del estadistico T' = Z?:l X;:

Py(Xy=m1,...,Xp =2, T = 1t)
Pg(TZt)

P Xi=m1,...., Xn=2, |T=t]=

t! 1\*
~ o () Mmoo

La probabilidad condicional no depende de Ay, por lo tanto, T es suficiente para A. Conviene observar que,
en este ejemplo, no todas las muestras tienen la misma probabilidad.

7.9.2 Teorema de factorizacion

La justificacion de la suficiencia de un estadistico mediante la definicién no siempre es sencilla, ya que la
distribucién condicional puede ser intratable con las herramientas disponibles. El teorema que se presenta a
continuacion proporciona un método sencillo para comprobar la suficiencia de un estadistico y, a menudo,
sugiere cudl es el estadistico suficiente de menor dimensiéon posible.

Teorema 2.3 Neyman-Fisher. Sea {X ~ Fp: § € ©} un modelo estadistico y X3, Xo, ..., X,, una muestra
aleatoria simple de X. Sea fy(x) la funcién de probabilidad o la funcién de densidad de la muestra, segin si
X es discreta o absolutamente continua. Un estadistico T" es suficiente para 6 si y solo si existen dos funciones
medibles gg v h tales que

fo(x) = go(T(x)) - h(x)

donde h no depende de 8 y g depende de 8 y, ademas, solo depende de la muestra a través de T
Veamos ahora la demostraciéon del teorema de factorizacion, restringida al caso de variables discretas.

Demostracién: Comenzaremos suponiendo que 7' es suficiente y concluiremos que es posible la factorizacién.
Si T'(X) es suficiente para la familia de distribuciones {Fy; 0 € ©}, la funcién de probabilidad de la muestra
condicionada por T no depende de 6. Dado que
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fo(x) = Po[T =T(x)] - folx | T = T(x)]
solo es necesario tomar gy(t) = Py[T = T(x) =t] y h(x) = fo[x | T = T(x)] para obtener el resultado. Ahora

supongamos que es posible la factorizacién y deduzcamos la suficiencia. Si fy(x) = go(T'(x)) - h(x) y llamamos
Ay ={xe X(Q)" | T(x) =t}, entonces

Py[T(x) =] =) go(T(x)) - h(x) = ga(t) - Y h(x)
Ay Ay

Consideremos ahora la distribucién de la muestra condicionada a T' = t. El Teorema de Bayes para densidad
permite escribir:

o - fe(x7 T = t)
Tolx | T =1) = "5 =%
g ()-h()  _ _ h(x) , _
PIGD NS SN . Thx) =t
0 siT(x)#t

De modo que la distribucién de X condicionada por el valor de T' no depende de 8, y, en consecuencia, T es
suficiente.

Ejemplo 2.4.3 Si X sigue una distribucién de Bernoulli, tenemos:

Jolx) = 0220 (1 — )"~ 2t ™ = g, (Z x) |

Si tomamos h(x) = 1, queda probado que T'= >""" | X; es suficiente. Ejemplo 2.4.4 Si consideramos una
muestra de una distribucién de Poisson

)\221:1 Ti

r1lza! -y,

fr(x) =e ™
y tomamos T'(x) = > | x;, podemos escribir
fa(x) = e N (@ylal -, )T = ga(T(x)) - h(x)
donde
oA(T(x)) = e ™ N h(x) = (zlz! - 2,!) 7"
De modo que gy(t) = e "*\* depende de la muestra solo a través de T = > | x; y h(x) = (z1lza! - - z,) 7!

no depende de .

Ejemplo 2.4.5 Supongamos que X es una muestra aleatoria simple de una poblacién X ~ N(u,0), cuya
funcién de densidad es

Juo2 (X1, T2, 2p) =

Para evidenciar la factorizacién, utilizamos que
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Entonces,

1 1 - - - 2
fuo2 (X1, 22,0, 2) = (27T02)nexp{—%‘2 (; (z; —33)2 +n(Z—p) >}

- ng2)ne><p {—%; (ns® 4+ n(z — N)z)}

= gH,U2 (:Z“,s2) -1

Asi, vemos que el estadistico (X, s?) es suficiente para la estimacién de (u,0?). Si suponemos conocido

[ L 2
uno de los dos pardmetros o2 o p, podemos obtener una factorizacién en la que se ve que Yo (@i —p)” es
suficiente para o2 (conocido u ) o Z es suficiente para u (conocido o2 ).

En el ejemplo anterior se observa que el estadistico suficiente para un problema puede tener una dimensién
superior a 1. En general, buscaremos el estadistico suficiente de menor dimensién posible, ya que a menor
dimensién se elimina méas informacién superflua. Si no es posible encontrarlo asi, siempre podemos basarnos
en el estadistico T = (X1, Xs,...,X,), que es suficiente pero de dimensién maxima y, por lo tanto, no
aporta ninguna reduccién al problema de informacién. Estas reflexiones llevan a enunciar el principio de
suficiencia, que aconseja condensar al méaximo la informacién relevante en un estadistico suficiente T de la
menor dimensién posible (“minima”) y seleccionar un estimador T entre los estadisticos que sean funcién de
la muestra a través de T : T'(X) = p(T(X)).

7.9.3 Propiedades de los estadisticos suficientes
Las siguientes propiedades se prueban de manera sencilla utilizando el teorema de factorizacion:

1. Si T es un estadistico suficiente para 6 y ¢ es una funcién inyectiva (o monétona diferenciable), entonces
T1 = ¢(T) también es suficiente para 6.

Ejemplo 2.4.6 En la familia de la Poisson hemos visto que Y ._, X; es suficiente para A\. Entonces X =
0 (3", X;), donde ¢(z) = (1/n)z es inyectiva, es suficiente para . 2. Si T' es un estadistico suficiente para
0 y ¢ es una funcién paramétrica mondtona diferenciable, entonces ¢(T") también es suficiente para ¢(6). 3.
Si T, T5 son dos estadisticos suficientes para 6, entonces 17 es funcién de T5.

7.10 Obtencién de estimadores

En el capitulo anterior hemos analizado el problema de la estimacién puntual desde el punto de vista de,
dado un estimador, ver ?qué tan bueno es? para estimar un pardmetro. Otra cuestién que nos podemos
plantear, de hecho la primera cuestién que hay que plantearse en la practica, es cémo obtener un estimador
?razonablemente bueno? de un parametro. De hecho, desde el punto de vista préictico parece razonable
empezar por ver cdmo se obtiene un estimador y, una vez obtenido, analizar 7cuan bueno resulta?. Existen
muchos métodos para obtener estimadores, cada uno de los cuales puede llevarnos a unos resultados de
diferente calidad. Los principales métodos de estimacién son:

1. Método de los momentos

2. Método de la maxima verosimilitud
3. Método de Bayes

4. Otros métodos
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7.11 El método de los momentos

Este método fue introducido por K. Pearson a finales del siglo XIX y es el principio en que nos basamos
cuando hacemos una estimacién de la media o de la varianza poblacional a partir de la media o la varianza
muestrales. La idea del método de los momentos es bastante intuitiva. Si lo que queremos estimar (uno
o varios pardmetros) es una funcién de los momentos poblacionales, entonces una estimacién razonable
puede consistir en tomar como estimador la misma funciéon en la que los momentos poblacionales han
sido sustituidos por los momentos muestrales. Dado que estos ultimos son estimadores consistentes de los
momentos poblacionales, en condiciones bastante generales se puede garantizar que los estimadores obtenidos
seran estimadores consistentes para las funciones de los momentos poblacionales estimadas. Algunos ejemplos
tipicos de estimadores basados en el método de los momentos son:

i=X, 6=V5 o2=3
Sea un modelo estadistico, {X ~ Fy: 0 € O}, y X1, Xs,..., X, una muestra aleatoria simple de X. Sean
m1,ma, 7, M los momentos poblacionales de orden 1,2,7, k de X, que suponemos que existen,
my = E (X*)

y ai,as,?, ar los momentos muestrales respectivos

1 n
ar (X1, Xa,. ., Xp) == > XF

=1

Suponemos que estamos interesados en estimar:

9:h(m1,m2,...7mp),

donde h es una funcién conocida. Definicié 3.1 El método de los momentos consiste en estimar 6 por el
estadistico

T(X) = h(al,ag,...,ap)

7.11.1 Observaciones

e El método se extiende de forma sencilla a la estimacién de momentos conjuntos. Podemos usar
LS | X,Y; para estimar E(XY), etc.
e Por la ley débil de los grandes ntimeros,

ak (X1, Xa, ..., Xpn) = %Zsz f%E(Xk)’
i=1

de modo que si lo que queremos es estimar los momentos muestrales, el método garantiza que los estimadores
son consistentes y sin sesgo.

En este caso, ademads, los estimadores son asintéticamente normales. Si lo que se desea estimar es una funcién
h continua de los momentos, entonces el método garantiza que el estimador T'(X) es consistente y, bajo
ciertas condiciones de regularidad, también es asintéticamente normal.

Ejemplo 3.1.1 Sea X ~ I'(p, ). Queremos estimar p y a. En lugar de conocer la funcién h (61, 602) sabemos
que:
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P
my
2 _plp+1)
ma
Procediendo por igualacion:
P _pp+1)
m?2 Mo
p _ptl
my ma
2 2
pma = pmij +mj
m
p(mzfm%):m% - 5
2 mo —my
my
p =
ma — MMy
2
m
o= ! 5
ma — My
my

Los estimadores por el método de los momentos se obtendran ahora sustituyendo p y a por p y & en la
expresién anterior, es decir:

ﬁ =
ag — a%
Hacemos lo mismo para el pardmetro « :
~ a
o= —-7F
as — a3

7.12 El método del maximo de verosimilitud

7.12.0.1 Introducciéon El método de la méaxima verosimilitud, introducido por Fisher, es un método
de estimacién que se basa en la funcién de verosimilitud, presentada en el capitulo anterior. Basicamente
consiste en tomar como estimadores de los pardametros aquellos valores que hagan mas probable observar
precisamente lo que se ha observado, es decir, que hagan que la muestra observada resulte més verosimil.

Ejemplo 3.2.1 Tomemos 5 papeles. En cada uno de ellos ponemos o bien un 747 o bien un ?-7, sin que se sepa
qué hay en cada papel, y los guardamos en una bolsa. Nuestro objetivo es estimar el nimero de papeles con el
signo 77 escrito. Extraemos tres papeles, devolviéndolos a la bolsa después de cada extraccién, y observamos
que ha salido lo siguiente: ?++-?. Los valores posibles para la probabilidad de 7-?7, llamémosla p, son:
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En la bolsa hay p

4747,177 0,2
374+7,277 04
274+ 2,372 0,6
174 2,427 08

Supongamos que la variable X mide el nimero de ?-7 en tres extracciones consecutivas y que, por tanto,
sigue una distribuciéon binomial:

X ~ B(3,p(7-7)
La probabilidad de sacar un 7-? es:

B[X =1 = G’) pH(1—=p)?

Para cada uno de los valores de p, las probabilidades quedan asi:

p Pp[le]

0.2 3-0.2-0.8%2=0.384
04 3-0.4-0.62=0.432
0.6 3-06-0.4%2=0.288
0.8 3-0.8-0.22=0.096

El valor de p que da una probabilidad mayor a la muestra, es decir, que la hace méas verosimil, es p = 0.4. El
método del maximo de verosimilitud consiste precisamente en tomar este valor como estimacion de p.

7.12.0.2 La funcién de verosimilitud Una vez introducido el método con un ejemplo, podemos pasar
a definirlo con mayor precisién. Para ello, comenzaremos con el concepto de funcién de verosimilitud. En el
capitulo anterior presentamos la funciéon de verosimilitud como la funciéon que resulta de considerar que, en la
funcién de probabilidad de la muestra, el parametro es variable y la muestra queda fija. Es decir:

fx1, 2o, .. 203 0) — L (0521, 29,...,25)

x variable, 6 fijo x fija, 0 variable

Esta definicién es basicamente correcta. En el caso de las variables discretas, donde f (x1,za,...,z,;60) repre-
senta la probabilidad de la muestra, fijado 6, resulta intuitivamente claro decir que la verosimilitud representa
la ?probabilidad de la muestra para cada valor del parametro?. Refiriéndonos al ejemplo introductorio, resulta
sencillo ver que se trata de ?dos puntos de vista? sobre la misma funcién. Fijado un valor del parametro, por
ejemplo, 0.4 , podemos considerar la probabilidad de diversas muestras posibles, como x = 0,z = 1,.. ., hasta
r=3:

fx1,@a,. .., 20;0) = Poy[X =2],2=0,1,...,3
= (3> -0.4%(0.6)* 7.

X

Anélogamente, fijada una muestra, por ejemplo, = 1, podemos considerar la probabilidad de esta para
diversos valores del pardmetro, p =0,0.2,...,1.
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L(z1,22,...,2,;0) = Py[X =1],2=0,0.2,04,...,1
=3-p(1-p)*

En el caso de las distribuciones absolutamente continuas, el significado de la funcién de verosimilitud ya no es
intuitivamente tan claro como en el caso de las discretas. En este caso, la funcién de densidad de la muestra
ya no representa la probabilidad de esta como en el caso de las discretas. Algunos autores intentan solucionar
esto explicando que existe una conocida aproximacion en que la funcién de densidad es la probabilidad de un
suceso ?infinitesimal?. Lo que es importante en la funcién de verosimilitud, a la hora de hacer inferencias, es
la parte que es funcién del pardmetro. Esto hace que a menudo se considere que la expresion de la funcién de
verosimilitud mantenga solo aquella parte de f (z1,22,...,2,;0) que depende de 6, ignorando la parte que
dependa solo de la muestra. Es decir, si podemos factorizar f (x1,22,...,%,;0) como

f(x:0) = e(x) - g(x;0)

podremos prescindir de la ?constante? ¢(z) (constante porque no depende de 6 ) al considerar la verosimilitud.

L(0;x) = g(x;0) o f(x;0)
Esto implica que L(#;x) no tiene por qué integrar a 1 , como en el caso de las probabilidades, y que depende
de las unidades de medida.

Ejemplo 3.2.2 Si X es discreta, X ~ P()\), y suponemos n = 1 (muestras de tamaio 1), tenemos que la f.d.p.
de la muestra es:

)\LE
Plz; N =e =
x!
con x =0,1,... Ahora, si hemos observado x = 5, la funcién de verosimilitud vale:

L(\;5) = e *\° [51']

Como solo nos interesa la parte que es funcién de A\, podemos ignorar é, es decir:
L(\;5) = e A% o Px; A
Ejemplo 3.2.3 Si dada una muestra de tamaio 1, por ejemplo, z = 2, de una ley de Poisson P(\) queremos

comparar sus verosimilitudes respecto de los valores del pardmetro A = 1.5 o A = 3, lo que haremos sera
basarnos en la razén de verosimilitudes:

L(A;z)  L(1.5;2)
A == =
)= T0wn) ~ 16:2)
_ e VLB [g]  ePL5 0.5020 L1
e=332 [1] e=332 T 04481 7

Como se observa, al basarnos en la razén de verosimilitudes, la parte correspondiente solo a la muestra no se
toma en cuenta. La razon de verosimilitudes sugiere que el valor A = 1.5 hace la muestra mas verosimil.
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7.12.0.3 El método del maximo de verosimilitud Si partimos de las dos ideas que hemos visto en la
introduccién:

e Escoger como estimacion el valor que maximice la probabilidad de la muestra observada.
e La verosimilitud de la muestra es una aproximacién a la probabilidad de esta como funcién del valor
del parametro.

Una forma razonable de definir el EMV es entonces como aquel que maximice la verosimilitud.

Definicié 3.2 Un estimador T : £ — © es un estimador del maximo de verosimilitud para el parametro 6 si
cumple:

L(T(x);x) = sup L(0;x)

Como suele ocurrir en problemas de maximizacién, este valor ni existe necesariamente ni tiene por qué ser
unico. Ahora bien, bajo ciertas condiciones (las habituales para los problemas de maximos y minimos) el
problema se podra reducir a buscar un maximo para la funcién de verosimilitud.

Ejemplo 3.2.4 Supongamos que x1,. .., Z, es una muestra de una poblacién de Bernouilli, X ~ Be(p), donde
queremos estimar p. La funcién de masa de la probabilidad de X es:

P[X = ;] = P(zs;p) = p" (1 — p)' ™" donde ; € {0,1};i=1,...,n
La funcién de verosimilitud es:
Lipix) = [[p7 (1 = p)' = = p2oica " (1 — p) 2o (172
i=1

Debemos buscar el maximo de L(p;x). En este caso, como en otros, es més sencillo buscar el méximo de su
logaritmo, que, dado que es una funcién monétona, es el mismo que el maximo de L

In L(p; z) = <Zn:xz> -Inp + <n—zn:xl> -In(1 - p)

Derivamos respecto a p:

dln L(p;x) _ D T M= 3T
op p 1—-p

e igualamos a cero la derivada, planteando lo que se denomina la ecuacién de verosimilitud, cuyas soluciones
nos conduciran eventualmente al estimador del médximo de verosimilitud.

Z?Zl i _nﬁ =0

- _ = p= Z?:l Ti
p(l —p) n

Si la segunda derivada es negativa en p entonces serd un maximo:

?mL(pix) 0 <Z?1 i — np) _ —nlp(=p)] = (3o @i —np) - (1= 2p)

a2 9\ p(l—p) p? (1 —p?)
—np+np? — Y xi—np—2pY.l x —2np*
B p2(1 —p)? a
[ w1+ 2p) — np?]
= P2 (1—p)?
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que es negativa cuando p = p, de forma que p es efectivamente un maximo. El método analitico expuesto en
el ejemplo anterior, consistente en el cilculo de un extremo de una funcién, no se puede aplicar en todas
las situaciones. En estos casos, una alternativa puede ser estudiar directamente la funciéon de verosimilitud.
Veamos un ejemplo:

Ejemplo 3.2.5 Sea X1,...,X, WX~ ~ U(0,0) 6> 0 desconocido. Sabemos que:

1 . .
o 5810<m1n{1’i}§max{xi}§9
f(;0) = { 0 en caso contrario

La derivada respecto a ¢ es — gz, que se anula cuando ¢ 2 ooque lleva a una solucion sin sentido de la
ecuaciéon de verosimilitud. Una inspeccién de la gréifica de la fun(non de verosimilitud revela que el EMV, en
este caso,

Figura 3.1: Funcién de verosimilitud para una distribucién uniforme es max {X;, ..., X, }. Efectivamente,
consideremos cualquier otro valor #* diferente del maximo:

1 < 1
(6=)"  (Xn)"
Si@*<X(n)¢L(9;x):O

Sif* > X(n) = —

va que si un estimador toma un valor inferior al maximo de la muestra habra algtin valor muestral, z; para el
cual se verificard que 6* < x;, lo que hace la muestra inverosimil, y por tanto el estimador no es admisible. A
la vista de lo anterior, deducimos que el valor que maximiza L(6;x) es el mdximo de la muestra.

Ejemplo 3.2.6 El método del maximo de verosimilitud se extiende de forma inmediata a los parametros
K-dimensionales. Consideremos el caso de la ley normal X ~ N (u, 02). Aqui el pardametro 6 es bidimensional,
es decir: 6 = (p,0%) € © =R x R

1. La funcién de verosimilitud de una muestra de tamafio n es:

Tl eew? 1 2 (wimw)?
L (( ’ = 202 = ¢ 202
bl Varo? (2m)n/2 (02(n/2

2. Sacando logaritmos

Zl L (@i — FL)2

log L ((p,0%) ;%) = —g log(27) — glog (o) — 53

3. La derivada de L() es la matriz de derivadas:

8logL((u702);x>) S (wimp)

2]
DlogL ((M’ 02) ;X) = ( BlogL((ﬁ,UQ);x)
L

4. Planteando y resolviendo la ecuacién de verosimilitud tenemos:

o (wi—p) ~0

DlogL ((,6%);x) = s l(gj_mz .
r = 357

de donde las raices de la ecuacion de verosimilitud son:

>
IS
Il
Rl
Il
V)
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5. Para decidir si las raices de la ecuacién de verosimilitud corresponden a un maximo, analizamos la
matriz de derivadas segundas, denominada Hessiana.

9%z 8%z

_ oz? Oz 0y
H = 9%z 8%z
Oydzx dy?

Una condicién suficiente para que un punto (xg,yo) sea un maximo es que el determinante de H sea positivo

. 2 z . .
y el menor en la posicién 7117 negativo, es decir: Si|H| > Oy% < 0 = Hay un méximo relativo en

(0,%0)

(20, o). Si evaluamos el Hessiano en el punto (f, 52) tenemos:

(7 1)
0 -5

Las condiciones de extremo que hemos dado més arriba se verifican: Hy; < Oy|H| > 0, de manera que
podemos concluir que el estimador del maximo de verosimilitud de (u, 02) es, efectivamente, (f, 52).
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8 Estimacion por intérvalos

8.1 Motivaciéon de los intervalos de confianza: la estimacién puntual casi siempre
es falsa

Como se ha visto en el capitulo anterior, un estimador puntual intenta proporcionar la mejor aproximacion
posible, en uno u otro sentido, al valor verdadero de los pardmetros poblacionales que se desean estimar y
que en realidad nos son desconocidos.

Sin embargo, ésto debe entenderse en el sentido de que no hemos de creer que el resultado de la estimacion
puntual ha de coincidir forzosamente con el valor verdadero del pardametro poblacional que queremos estimar.
De hecho en muchas ocasiones de lo que podemos estar seguros es de la no-coincidencia. Baste considerar,
por ejemplo, una variable Normal y una estimacion de su esperanza a través de la media muestral. Como se
trata de una variable continua se tiene:

P (X'n = u) =0.
Esta expresién debe ser interpretada en el sentido de que la coincidencia del estimador con el pardametro
verdadero es un suceso de probabilidad cero.

La estimacién por intervalos de confianza nos proporciona un rango de valores entre los que tendremos una
cierta certeza o nivel de confianza de que se encuentre nuestro pardmetro poblacional desconocido.

8.2 Definicién formal de intervalo de confianza

Dada una muestra aleatoria simple, que podemos suponer se ha obtenido de una variable aleatoria (poblacién)
cuya distribucion depende de un parametro 6, diremos que los estadisticos L; y Lo son un intervalo de
confianza para € con nivel de confianza (1 — «) - 100%, si se verifica:

1. L; < Ly para toda muestra de tamano n.
2. P(Ll SHSLQ)::[—&

Hay que destacar que en la segunda condicion, en nuestro contexto, el valor del parametro es fijo, lo que es
aleatorio son los estadisticos que delimitan el intervalo.

8.3 Un ejemplo de construccion de un intervalo de confianza
8.3.1 Planteamiento

Supongamos que tenemos una variable aleatoria que sigue una distribucién Normal N (u; o) donde la varianza
es un valor fijo conocido 02 = o2. Nuestro objetivo es, dada una muestra aleatoria simple de tamafio n
de la variable obtener un intervalo de confianza con nivel de confianza del 95% para el pardmetro p de la

distribucion.

8.3.2 Desarrollo de la construccion

Utilizaremos la propiedad de que la media muestral sigue una distribucién Normal de pardmetros (u; o/y/n)
y, por tanto, si construimos el estadistico

_ X
oo/

su distribucién es una Normal estandar N(0,1). El hecho de que sea una distribucién conocida, que ademas
no depende del parametro que queremos estimar p, nos permite, una vez construida la expresion siguiente

z

X—u
Pl - <—F=< =1-
( NG —ZW) *
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determinar, de manera independiente de y el valor z,/5 que delimita una probabilidad del 95% dentro del

intervalo centrado en cero (—za /25 2a /2). En este caso, para la distribucién N(0, 1), el valor es aproximadamente
1,96.

N(O;1)

0,45 -
04 -
0,35 -
03 -
0,25 -
02 -

0,15 1

1 I 1 I |

-1,96 0 1,96

X—p

oo/\/n

Sélo nos resta despejar u de la expresion anterior para obtener el intervalo definitivo

P(—1,96§ < 1,96) =0,95

_ oo = ao
P(X-1,9"Y<u<X+1,96-2)=0,95
( YR SHEATL ﬁ) ’

8.4 ;Por qué hablamos de confianza y no de probabilidad?

Cuando ya hemos calculado el valor de los estadisticos que delimitan un intervalo solemos decir de que dicho
intervalo contiene el pardmetro poblacional con un nivel de confianza, por ejemplo del 95 %. No decimos
que la probabilidad de que el pardmetro esté dentro del intervalo es de un 95%, puesto que esto no tiene
sentido, ya que el parametro es un valor fijo.

Por ejemplo, es correcto decir que el intervalo (0,80;0,86) contiene el pardmetro p de una distribucién
Binomial con una confianza del 95%, pero seria incorrecto decir que la probabilidad de que el pardmetro esté
dentro del intervalo (0, 80;0,86) es del 95%.
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En nuestro contexto, el pardmetro poblacional es el que es, y no asociamos ninguna probabilidad ni fenémeno
aleatorio al respecto. En otros enfoques estadisticos (estadistica bayesiana) si que se considera el pardmetro
como un valor aleatorio, pero no es nuestro caso.

La confianza del intervalo debe ser entendida como la fracciéon de intervalos calculados a partir de una gran
serie de muestras de tamafno idéntico que contienen el valor verdadero del parametro poblacional.

Simulacion de intérvalos de confianza

o Ml . " EE UNIVERSITAT:
£ E M Intervalo de confianza para la media de una distribucién Normal T BARCELONA
> G:{Blo Antonio Mifiarro, Statmedia (GIDC-UB) & GRBIO (SGR UPC+UB), 2016 "

O:

Statmedia

B Sinuiacion) Porcentaje de aciertos: 0.8 ( 80 de 100 )
Confianza v L . .
Gréfica de las 100 simulaciones
Numero de simulaciones
0 00 500
e R R
Tamafio muestral por simulacién

2 0

2 2 @ @ & o 2w w w20

Desviacion tipica

o1 s

Idioma
O Catalda @ Castellano O English

https://www.grbio.eu/statmedia/Statmedia_ 5/

El enlace anterior apunta a una aplicacién Shiny que permite simular un nimero determinado de intervalos
de confianza para la media de una distribucié Normal, basados en muestras del mismo tamano, y comprobar
en cuantas de las simulaciones el intervalo obtenido contiene el verdadero valor de la media poblacional a
partir del cual se han simulado las muestras. El porcentaje de aciertos deberia acercarse al nivel de confianza
con el que se han construido los intervalos.

Manteniendo constante el tamano muestral, incrementar el nivel de confianza del intervalo implica que la
anchura de éste se incrementa. Es totalmente coherente con la légica, puesto que al exigir mayor seguridad
de que el parametro esté incluido en el intervalo lo que hacemos es alejar los limites inferior y superior para
incrementar la certeza de que incluya al parametro.

Como veremos mas adelante, la manera de disminuir la anchura del intervalo y mantener un nivel de confianza
deseado es incrementar el tamafio de la muestra utilizada para la construccién del intervalo.

8.5 Elementos de un intervalo de confianza

A la hora de plantearnos la obtencién de un intervalo de confianza hemos de adoptar una serie de decisiones
previas.

e La primera y mas importante es la eleccion del parametro poblacional del cual deseamos obtener la
estimacién. Generalmente esta eleccién estd relacionada la distribucién que asumimos para la variable
estudiada. De manera usual el pardmetro poblacional se corresponde con alguna de las caracteristicas de
las distribuciones. Por ejemplo, si deseamos un intervalo de confianza para la probabilidad de un suceso
trabajariamos con el parametro p de la distribucién Binomial. En algiin caso, sin embargo, podemos
estar interesados en la obtenciéon de un intervalo de confianza para algin parametro, por ejemplo, la
media poblacional, sin hacer ninguna suposicién sobre la distribucién de la variable. Estariamos dentro
de la denominada estimacién no paramétrica.
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e Una segunda eleccion es el nivel de confianza con el que deseamos trabajar. No es una eleccion sin
importancia, puesto que del nivel de confianza dependera la precision de la estimacién que obtengamos,
es decir, la anchura del intervalo. A mayor nivel de confianza exigido, mayor serd el radio del intervalo
y por tanto menor la precisién en la estimaciéon. Generalmente se trabaja con niveles de confianza del

orden del 90% o 95%.

¢ Relacionado con el punto anterior tenemos la eleccién del tamano muestral utilizado para la construccién
del intervalo. Hemos mencionado que aumentar la confianza significa aumentar la imprecisién de la
estimacion, sin embargo es posible ajustar una anchura del intervalo determinada para el nivel de
confianza deseado jugando con el tamano muestral utilizado.

La aplicacién mostrada en la seccién anterior nos permite ilustrar estos conceptos y ver cual es el efecto de
modificar el nivel de confianza o el tamano muestral sin que cambien el resto de condiciones. Generalmente el
investigador fijara el nivel de confianza con el que desea trabajar y la precision deseada para la estimacién.

Con estas premisas y basandose generalmente en la informacion adicional proporcionada por una muestra
piloto obtenida con anterioridad es posible determinar el tamano muestral minimo necesario para lograr los
objetivos fijados.

Si no se dispone de muestra piloto, es posible utilizar planteamientos alternativos, como los siguientes:

e Expresar la precision en términos de fracciones de la desviacion tipica.
o Utilizar las suposiciones mas desfavorables posibles.

8.6 Método del pivote

El método del pivote es uno de los principales métodos de construccién de intervalos de confianza. Generaliza
la técnica empleada en la construccion del intervalo utilizado como primer ejemplo.

Se basa en la eleccion de una variable aleatoria que sea funcion de la muestra y del parametro a estimar, con
la condicién de que sea una funcién continua y monoétona del pardmetro y que su distribucion sea conocida e
independiente del parametro.

La expresién “distribucién independiente del pardmetro” puede generar cierta confusién porqué, uno no puede
evitar observar el pivote y ver que el parametro se encuentra incluido en la formma del mismo. Por ejemplo,

si suponemos X ~ N (u, o), hemos visto que Z = (f/:f’;) es el punto de partida para construir el intérvalo de

confianza. Podemos decir que Z es un pivote para p porque Z = (j(/}r? aunque contenga a f en su expresion,

sigue una distribucién N(0,1) que es la misma sea cual sea el valor de p por lo que no depende de éste.

De forma més general denominaremos “estadistico pivote” a una funcién (6, X) cuya distribucién no depende
del pardmetro y que puede ser invertida para expresar el pardmetro como la funcién (inversa), ¢ =% de ¢.

Bajo estas condiciones, fijado el nivel de confianza (1 — «) - 100%, es posible encontrar los valores a y b tales
que
Pla<p(0,X)<b)=1-a (1)
Por las condiciones exigidas sobre el estadistico, serd posible despejar 6 de la ecuacién anterior (1) y obtener
los limites para el intervalo.
Pl (a,X) <0< (b, X)=1-a

siendo Ly = ¢~ !(a, X) i Ly = ¢~ 1(b, X) los limites del intervalo deseado.

Hemos de tener en cuenta que los valores a y b que verifican (1) en general no son tnicos. La eleccién se
hace generalmente buscando que el intervalo tenga la mdxima precision, es decir, la longitud minima. Para
distribuciones simétricas y unimodales (Normal o ¢ de Student, por ejemplo) se consigue tomando el intervalo
centrado, es decir, dejando una probabilidad de /2 a cada lado.
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8.7 Algunos estadisticos pivote

Estadistico pivote Distribucién del estadistico pivote Observaciones

a) Poblaciones Normales

7Z = ;f/?/% N(0,1) Varianza conocida
T = ;(/?/’% t de Student con n-1 grados de Varianza desconocida
libertad

_1yé2
Y2 = (n 012)5

x? con n — 1 grados de libertad

T = W t de Student con ny; + ny — 2 ST = estimacion de la o
TV A/ mra/ne grados de libertad desconocida pero comun a ambas
poblaciones

b) Proporciones
T =1L N(0,1) Distribucién asintética

\Vpi/n

8.8 Intervalo de confianza para la media de una distribucién Normal

Dada una variable aleatoria con distribucién Normal N(u, o), el objetivo es la construccién de un intervalo de
confianza para el parametro p, basado en una muestra de tamano n de la variable.

Desde el punto de vista didactico hemos de considerar dos posibilidades sobre la desviacién tipica de la
variable, que sea conocida o que sea desconocida y tengamos que estimarla a partir de la muestra. El caso
de o conocida, ya comentado anteriormente, no pasa de ser un caso académico con poca aplicacién en la
practica, sin embargo es 1til desde del punto de vista didactico.

8.8.1 Caso de varianza conocida
Dada una muestra Xq,..., X, el estadistico
X—p
z =
a/vn

se distribuye segin una Normal estandar. Por tanto, aplicando el método del pivote podemos construir la
expresion

X —p
Plozy< 2t —1-
(2o = Sk <) =10

donde z,/5 es el valor de una distribucién Normal estandar que deja a su derecha una probabilidad de «a/2,
de la que se deduce el intervalo de confianza

<p< X+ 2o

vn

X — Za/g

Sl

8.8.2 Caso de varianza desconocida
Dada una muestra Xq,..., X, el estadistico
po X
S/n

se distribuye segtin una ¢ de Student de n — 1 grados de libertad. Por tanto, y siguiendo pasos similares a los
del apartado anterior, el intervalo de confianza resultante es
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N A~

- S - S
X*ta/gin § 1% < X‘i’ta/zi

vn vn

donde t,/3 es el valor de una distribucién t de Student con n — 1 grados de libertad que deja a su derecha
una probabilidad de «/2.

8.8.3 Calculo con R

El lenguaje R contiene un gran ntimero de procedimientos estadisticos implementados, pero los intérvalos de
confianza no son uno de ellos. Es decir, apenas existen funciones de base para calcular intérvalos de confianza
y estos aparecen ligados a las pruebas de hipdtesis como es el caso de los intérvalos para la media, que tan
sblo se pueden calcular con la funcién que realiza un test-t.

En esta seccién mostraremos con algo de detalle cémo calcular un intervalo de confianza para la media
de una muestra utilizando diferentes métodos: 1. Célculo manual. 2. Uso de una funcién personalizada
(Calcula_IC_Media). 3. Uso del paquete DesctTols.

# Generar datos stmulados
set.seed(123) # Para reproducibilidad
muestra <- rnorm(30, mean = 50, sd = 10) # 30 observaciones con media 50 y desviacién estdndar 10

# Tamafio de la muestra
n <- length(muestra)

# Media muestral
media <- mean(muestra)

# Desvtacion estandar muestral
sd_muestra <- sd(muestra)

# Grados de libertad
gl <-n -1

# Nivel de confianza
nivel_confianza <- 0.95
alpha <- 1 - nivel_confianza

# Valor critico t
t_critico <- qt(1 - alpha / 2, df = gl)

# Margen de error
margen_error <- t_critico * sd_muestra / sqrt(n)

# Limites del intervalo
limite_inferior <- media - margen_error

limite_superior <- media + margen_error

# Mostrar resultados
cat("Calculo manual:\n")

8.8.3.1 Paso a paso: Célculo manual del intervalo de confianza

## Calculo manual:
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cat("Intervalo de confianza (95%): [", limite_inferior, ", ", limite_superior, "]\n")

## Intervalo de confianza (95%): [ 45.86573 , 53.19219 ]

cat("Media muestral: ", media, "\n")

## Media muestral: 49.52896

cat("Margen de error: ", margen_error, "\n")

## Margen de error: 3.663229

8.8.3.2 Uso de la funcién Calcula_IC_Media Dado lo extenso del calculo podemos definir una funcién
para automatizar los pasos anteriores:

Calcula_IC_Media <- function(muestra, nivel_confianza = 0.95) {
# Tamafio de la muestra
n <- length(muestra)

# Media muestral
media <- mean(muestra)

# Desviacion estandar muestral
sd_muestra <- sd(muestra)

# Grados de libertad
gl <-n -1

# Valor critico t
alpha <- 1 - nivel_confianza
t_critico <- qt(1 - alpha / 2, df = gl)

# Margen de error
margen_error <- t_critico * sd_muestra / sqrt(n)

# Limites del intervalo
limite_inferior <- media - margen_error
limite_superior <- media + margen_error

# Resultado como lista

return(list(
media = media,
margen_error = margen_error,
limite_inferior = limite_inferior,
limite_superior = limite_superior,
nivel_confianza = nivel_confianza

))

}

Si ahora la aplicamos a los datos anteriores, obtendremos el mismo resultado con una llamada mucho mas
compacta.

# Calcular el intervalo con la funcion
resultado_funcion <- Calcula_IC_Media(muestra, nivel _confianza = 0.95)

# Mostrar resultados
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cat("Calculo con la funcién:\n")

## Calculo con la funcidn:

cat("Intervalo de confianza (95%): [", resultado_funcion$limite_inferior, ", ", resultado_funcion$limit.

## Intervalo de confianza (95%): [ 45.86573 , 53.19219 ]

cat("Media muestral: ", resultado_funcion$media, "\n")

## Media muestral: 49.52896

cat("Margen de error: ", resultado_funcion$margen_error, "\n")

## Margen de error: 3.663229

8.8.3.3 Uso del paquete DesctTols El paquete Desctools simplifica el calculo e interpretacién de
intervalos de confianza.

# Usar DescTools para intervalos de confianza
library(DescTools)
MeanCI (muestra, conf.level = 0.95)

## mean lwr.ci  upr.ci
## 49.52896 45.86573 53.19219

Como puede verse los tres métodos proporcionan el mismo resultado por lo que, en aras de la simplificacién,
siempre que se disponga de una funcién incorporada en un paquete utilizaremos ésta.
8.8.4 Tamano de muestra para la media de una distribucién Normal

La formula para el intervalo de confianza

~ N

_ S - S
X_ta/27 Sps X+toz/27

vn vn

nos da la expresion que permite calcular el tamano muestral para conseguir una precisién determinadas:

2 /252
d2

donde d es el radio maximo deseado para el intervalo y £, /o es el valor de una distribucién ¢ de Student, con
n — 1 grados de libertad que deja a su derecha una probabilidad de «/2.

Para aplicar la férmula es necesario conocer el valor estimado para la desviaciéon tipica. Tenemos varias
opciones:

e Obtener una muestra piloto de un tamafo arbitrario, no necesariamente grande, y obtenida la estimacién
de la desviacion tipica sustituirla en la expresién anterior. El nimero de grados de libertad de la t de
Student debe ser n; — 1, donde n; es el tamafno muestral de la muestra piloto. Una vez obtenido el
intervalo basado en la nueva muestra, se debe comprobar que se ha logrado la precisién deseada para
dar por definitivo el resultado.

e Sino es posible la obtencién de una muestra piloto, todavia es posible el calculo del tamano muestral si
definimos el radio del intervalo como una fracciéon de la desviacién tipica de la poblacién,

d= Ko

y utilizamos como férmula para calcular el tamaio muestral
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2 2
Za/20

d2

donde z, /5 es el valor de una distribucién Normal estdndar que deja a su derecha una probabilidad de a/2.

La formula final que resulta es:

2
. Za/2

K2
o La tltima posibilidad es sustituir en la expresién (1) el valor de la desviacién tipica por el valor maximo
que se considere que pueda tomar basado en datos bibliograficos previos o en el criterio del investigador.

8.8.4.1 Calculo del tamafo muestral usando R Como en el caso anterior es posible implementar las
formulas directamente con R o usar algin paquete especifico samplesizeo el mismo DescTools que incorpora
la funcién MeanCIn que, a partir del intérvalo de confianza centrado en la media y la desviacion retorna el
tamano necesario para alcanzar una precisiéon determinada.

Por ejemplo si en el ejemplo anterior, con una media de 49.53 y una desviacion de 9,81 se desa una precisién
(anchura del intérvalo entre dos) de 3 con confianza del 90%:

library(DescTools)

prec<- 3

m <- 49.53

conf =0.9

MeanCIn(ci=c(m-prec, m+prec), sd=9.8, conf.level=conf)

## [1] 30.75626

conf =0.95
MeanCIn(ci=c(m-prec, m+prec), sd=9.8, conf.level=conf)

#i# [1] 43.43345

conf =0.99
MeanCIn(ci=c(m-prec, m+prec), sd=9.8, conf.level=conf)

## [1] 74.61462

prec <- 2; conf <- 0.95
MeanCIn(ci=c(m-prec, m+prec), sd=9.8, conf.level=conf)

## [1] 94.66357

8.9 Intervalo de confianza para la varianza de una distribucién Normal

Dada una variable aleatoria con distribucién Normal N(u; o), el objetivo es la construccién de un intervalo de
confianza para el pardmetro o, basado en una muestra de tamano n de la variable.

A partir del estadistico

2 _ (n—1)§
X :T

la férmula para el intervalo de confianza, con nivel de confianza 1 — « es la siguiente

_ 1142 _1)82
(n—1)8 < 2<(n 1)S

g

2 2
Xaa/2 Xl—a/2
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Donde Xi /2 €8 el valor de una distribucién Ji al cuadrado con n — 1 grados de libertad que deja a su derecha
una probabilidad de a/2.
Por ejemplo, dados los datos siguientes:

e Distribucién poblacional: Normal

o Tamano de muestra: 10

o Confianza deseada para el intervalo: 95%
e Varianza muestral corregida: 38,5

Un intervalo de confianza al 95% para la varianza de la distribucién viene dado por:

9-38,5 9 _9-38,5
<o <
19,031 — - 2,699

que resulta, finalmente
o? € (18.207; 128, 381)

8.10 Intervalo de confianza para una proporcién

Dada una variable aleatoria con distribucién Binomial B(n, p), el objetivo es la construccién de un intervalo
de confianza para el parametro p, basada en una observacion de la variable que ha dado como valor z. El
mismo caso se aplica si estudiamos una Binomial B(1, p) y consideramos el nimero de veces que ocurre el
suceso que define la variable al repetir el experimento n veces en condiciones de independencia.

Existen dos alternativas a la hora de construir un intervalo de confianza para p :

e Considerar la aproximacion asintética de la distribuciéon Binomial en la distribucién Normal.
o Utilizar un método exacto.

8.10.1 Aproximacion asintética

Tiene la ventaja de la simplicidad en la expresién y en los célculos, y es la més referenciada en la mayoria de
textos de estadistica. Se basa en la aproximacién

X ~ B(n,p) — N(np, /npq)

que, trasladada a la frecuencia relativa, resulta
p=X/n— N(p,\/pqg/n)
Tomando como estadistico pivote

p—>p
VPi/n

que sigue una distribucién N(0, 1), y anadiendo una correccién por continuidad al pasar de una variable
discreta a una continua, se obtiene el intervalo de confianza asintético:

. [Pq | 1
+ z, — 4+ —
P Ze/2/2 n +2n

7 =
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donde 2,/ es el valor de una distribucion Normal estandar que deja a su derecha una probabilidad de o/2
para un intervalo de confianza de (1 — «) - 100%. Las condiciones generalmente aceptadas para considerar
valida la aproximacién asintética anterior son:

El intervalo obtenido es un intervalo asintético y por tanto condicionado a la validez de la aproximacion
utilizada. Una informacion més general sobre los intervalos de confianza asintéticos puede encontrase aqui.

8.10.1.1 Calculo con R Para ver como calcular un intervalo de confianza asintético puede consultarse
el ejemplo en R-Tutor: interval-estimate-population-proportion

8.10.2 Intervalo exacto

Aun cuando las condiciones anteriores no se verifiquen, es posible la construccién de un intervalo exacto,
valido siempre pero algo més complicado en los célculos. Es posible demostrar que un intervalo exacto para
el pardmetro p viene dado por los valores siguientes:

X - (X + 1D Fa)2(x41).2(0—X)
y V2 —
(n—X+1DFy@2m-x+1)2x T X (n—X) 4+ (X +1)Faz,2,(X+1),2(n—R)

pP1 =

donde F, /5 4 es el valor de una distribuciéon F' de Fisher-Snedecor con a y b grados de libertad que deja a
su derecha una probabilidad de a/2 para un intervalo de confianza de (1 — «) - 100%.

Una justificacién de los intervalos de confianza exactos para distribuciones discretas puede encontrarse aqui.

8.10.2.1 Calculo con R En general los paquetes de R implementan multiples métodos exactos. Este es
el caso de DescToolsque implementa mds de una docena de métodos (podéis hacer ? DescTools: :BinomCI
para aprender cuales son).

Por ejemplo si hemos obtenido un valor de 37 con un tamafio muestral de 43 (es decir una estimacién puntual
de 37/43 = “0.8604651) el intervalo de confianza se calculard como:
BinomCI (x=37, n=43,

method=eval (formals (BinomCI) $method)) # return all methods

## est lwr.ci upr.ci
## wilson 0.8604651 0.7273641 0.9344428
## wald 0.8604651 0.7568980 0.9640322
## waldcc 0.8604651 0.7452701 0.9756601
## agresti-coull 0.8604651 0.7235600 0.9382469
## jeffreys 0.8604651 0.7348110 0.9395927
## modified wilson  0.8604651 0.7273641 0.9344428
## wilsoncc 0.8604651 0.7137335 0.9419725
## modified jeffreys 0.8604651 0.7348110 0.9395927
## clopper-pearson 0.8604651 0.7206752 0.9470234
## arcsine 0.8604651 0.7346862 0.9424696
## logit 0.8604651 0.7224337 0.9359412
## witting 0.8604651 0.7493378 0.9273288
## pratt 0.8604651 0.7661306 0.9472522
## midp 0.8604651 0.7321815 0.9414281
## lik 0.8604651 0.7372546 0.9420472
## blaker 0.8604651 0.7255152 0.9374534

Ante la duda de que método usar lo mejor es usar el métod por defecto (el primero de la lista anterior).
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BinomCI (x=37, n=43)

## est lwr.ci upr.ci
## [1,] 0.8604651 0.7273641 0.9344428

8.10.3 Tamano muestral para una proporciéon

A partir de la formula para el intervalo de confianza

R pqg 1
+ 20| L4
D= 2q/2/2 n+2n

podemos determinar el tamafio muestral necesario con el fin de que la precisiéon de la estimacién sea la
deseada con antelacién. La féormula que resulta es

Za/2Pd
d2

donde d es el radio méaximo deseado para el intervalo y z,/, tiene el significado habitual. Nétese que no
hemos tenido en cuenta el tltimo término de la primera expresion.

La aplicacién efectiva de la férmula obtenida requiere el conocimiento de p y de ¢ = (1 — p), valores que nos
son desconocidos en la practica. Para solventar este problema tenemos dos alternativas:

o Considerar el caso mas desfavorable posible, es decir, aquel que verifique que p - ¢ da el valor maximo
posible. Es facil verificar que esto sucede si p = 0,5. En este caso el producto es p - ¢ = 0,25.

e Utilizar un valor de referencia obtenido a partir de una muestra piloto o a partir de datos bibliograficos
y utilizar el valor compatible con la informacién mas cercano a p = 0, 5.

A partir de la férmula puede comprobarse que el tamafnio muestral requerido, una vez fijada p, crece al
incrementarse la confianza del intervalo y crece también al incrementarse la precisién (al disminuir el radio).
8.10.3.1 Calculo con R Para ver como determinar el tamano muestral necesario para construir un
intervalo de confianza para una proporcion, pueden consultarse los mismos recursos

e Para el cédlculo del tamano muestral asociado a un intérvalo de confianza asintético tético puede
consultarse R-Tutor: sampling-size-population-proportion

8.11 Intervalo de confianza para el parametro de una distribucién de Poisson

Dada una variable aleatoria con distribucién de Poisson P(\), el objetivo es la construcciéon de un intervalo
de confianza para el parametro A\, basado en una muestra de tamano n de la variable.

Del mismo modo que para una proporcién, existe una soluciéon exacta y una aproximacién asintética al
intervalo de confianza para el pardmetro A.
8.11.1 Aproximacién asintética

Para valores del parametro A\ grandes, la distribuciéon de Poisson puede aproximarse a una distribucién Normal
segun:

P(\) = N(A\, V)
Dada una muestra de n observaciones independientes distribuidas segiin una Poisson de parametro A\, X;j

~ P(A), como la distribucién de Poisson es aditiva en A se cumple que Y X; ~ P(n). Esta tltima distribucién,
si procede, podra aproximarse a una distribucién Normal:
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n
Z X; = N(nAvn)
i=1
Por tanto, es inmediato comprobar que:

P (—Za/zx/)\/n <X-A< ZQ/Q\/A/n) =1—-«

donde 2,/ es el valor de una distribucién Normal standard que deja a su derecha una probabilidad de a/2.

La desigualdad es equivalente a
2 v 2 _ A o
— QAX + )\ < EZG’/2
El valor de A estard comprendido entre las dos raices de la ecuacion de segundo grado
_ oz _
A2+A<2x‘”/2> +X2=0
n

Y, finalmente, se obtiene el intervalo de confianza
22 24
> “a/2 a/2 a/2
re | X X
+ M n + 4n?

Si no son aplicables las condiciones para utilizar la aproximacién asintotica puede utilizarse la solucién exacta,
valida siempre. Puede demostrarse que el intervalo exacto para el parametro A viene dado por

8.11.2 Intervalo exacto

1 n
AL = %Xia/z (2 ‘ ZXz) Ao = Xa/z ( ZXz + 2)
i=1

donde Xi /Q(n) es el valor de una distribucién Ji al cuadrado con n grados de libertad que deja a su derecha
una probabilidad de a/2.

8.11.3 Tamano de muestra para el parametro de una distribucién de Poisson
Para determinar el tamafio muestral, se parte de la aproximacién
P(\) = N(M\ V)

La expresién que resulta para el tamano muestral es:

a/2)\

d2

Como suele ocurrir, la férmula depende del pardametro desconocido y las alternativas vuelven a ser:

o Utilizar una muestra piloto o datos externos para estimar \ y tomar el valor médximo que se considere
que puede valer.

144



« Conformarse con una precisién del tipo d? = K2\, de manera que la férmula queda reducida a
n= zi /2 JK*?

8.12 Intervalo de confianza para la diferencia de medias de distribuciones nor-
males independientes.

8.12.1 Varianza comin

8.12.1.1 Caso de varianza desconocida y comiin Supondremos la existencia de dos poblaciones sobre
las que una variable determinada sigue una distribucién Normal con idéntica varianza en las dos. Sobre
la poblacién 1, la variable sigue una distribucién N (11, 0) y, sobre la poblacién 2 , sigue una distribucién
N (p2,0). Igualmente supondremos que disponemos de dos muestras aleatorias independientes, una para
cada poblacién, de tamanos muestrales n; y no respectivamente.

El objetivo es construir un intervalo de confianza, con nivel de confianza ( 1 — « ) 100%, para la diferencia de
medias

H1 — M2

El método se basa en la construccién de una nueva variable D, definida como la diferencia de las medias
muestrales para cada poblacién

D=X; - X,

Esta variable, bajo la hipotesis de independencia de las muestras, sigue una distribuciéon Normal de esperanza

H1 — M2
y de varianza
1 1
Var(D) = o* ( + )
ny N9

La estimacién conjunta, a partir de las dos muestras, de la varianza comun viene dada por la expresion

e (n1—1)- 582+ (np—1)- 53
ST:

n1+n2—2

y, utilizando la propiedad de que la variable

(n1+ng —2) S%
2

g

sigue una distribucién x? con n; + n, — 2 grados de libertad, podemos construir un estadistico pivote que
siga una distribucién ¢ de Student y que nos proporciona la férmula siguiente para el intervalo de confianza
para la diferencia de medias:

_ _ A 1 1 - = A 1 1
(Xl_XQ)_ta/2'ST'\/n71+n72§,U/1_/i2§(XI_X2)+tak2'ST' n71+n72

donde /o es el valor de una distribucién ¢ de Student con n; +ny — 2 grados de libertad que deja a su
derecha una probabilidad de «/2.
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8.13 Intervalo de confianza para la diferencia de medias de distribuciones nor-
males independientes.

8.13.1 Varianza diferente
8.13.2 Caso de varianzas desconocidas y diferentes

Cuando tenemos razones para suponer que la varianza no es comin, no podemos utilizar el estadistico anterior.
Hemos de destacar que, en esta situacion, no existe un método exacto que permita obtener el intervalo de
confianza deseado. Lo mdas que tenemos son aproximaciones a la solucién. Un intervalo aproximado con nivel
de confianza (1 — «) - 100% es

S, 8 L
*1+*2§M1*M2§(X1*X2)+ta/2'

(X1—Xz) —tays- .

donde S, y Sy son las varianzas muestrales corregidas para cada poblacién y donde t,/5 es el valor de una
distribucién ¢ de Student con g grados de libertad, donde

(5'12/”1 + S%/”2)2

(82/n1)? | (83/ma)®
ni+1 na+1

g:

+

Si los grados de libertad resultantes son decimales, puede optarse por hacer una interpolacién entre los dos
valores enteros mas cercanos o bien por tomar el valor mas desfavorable, aquel que suponga un radio mayor
para el intervalo de confianza y que coincide con el redondeo a la baja de los grados de libertad.

8.13.3 Intérvalos de confianza y decisiones estadisticas

Es, por tanto, importante, antes de proceder a la obtencion del intervalo de confianza para la diferencia de
medias, verificar si la suposicién de homogeneidad de varianzas es razonable o no. Una manera de verificarlo
consiste en la construccion del intervalo para el cociente de varianzas, tal como se explica més adelante,
y comprobar si en dicho intervalo esta incluido el valor 1. La inclusién de la unidad dentro del intervalo
resultante, la debemos interpretar en el sentido de que la muestra no proporciona evidencia suficiente para
afirmar que las varianzas son diferentes y, por tanto, no es incorrecta la utilizacion del intervalo para varianza
comun. De manera andloga, el intervalo de confianza para la diferencia de medias nos puede servir para
verificar la suposicién de que las medias son iguales o diferentes; en este caso, si el valor 0 estd incluido en el
intervalo, la conclusion es que la muestra no proporciona evidencia suficiente para afirmar que las medias son
diferentes.

Nota importante: El parrafo anterior nos introduce en la posibilidad de utilizar intervalos de confianza para
verificar o rechazar ciertas suposiciones sobre el pardmetro o los pardmetros de las distribuciones. La técnica
especifica para la verificacién de dichas suposiciones o hipétesis a partir de muestras aleatorias se verd en
los temas siguientes, donde se introduce el concepto de contraste de hipétesis, sin embargo no podemos
dejar de mencionar aqui que los intervalos de confianza nos pueden proporcionar una técnica alternativa o
complementaria para la resolucién de contrastes.

8.14 Intervalo de confianza para el cociente de varianzas de distribuciones
normales independientes

Supondremos la existencia de dos poblaciones sobre las que una determinada variable sigue una distribucion
Normal. Sobre la poblacién 1 la variable sigue una distribucién N (u1,01) y sobre la poblacién 2 sigue una
distribucién N (ug2,02). Igualmente supondremos que disponemos de dos muestras aleatorias independientes,
una para cada poblacion, de tamanos muestrales n, y no respectivamente.
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El objetivo es construir un intervalo de confianza, con nivel de confianza ( 1 —a ) « 100%, para el cociente
de varianzas

El estadistico pivote utilizado es

que sigue una distribucién F' de Fisher con n; — 1 y no — 1 grados de libertad. El intervalo de confianza que
resulta es

8% _ot _ 88
Fopp = 03 = Fi_ap

donde F, /5 es el valor de una distribuciéon F' de Fisher-Snedecor con n; — 1y nz — 1 grados de libertad que
deja a su derecha una probabilidad de «/2.

8.15 Complementos
8.15.1 Interpretacion geométrica de los intervalos de confianza

Es posible tener una visiéon grafica de los intervalos de confianza, los limites del intervalo pueden ser
representados por curvas en el plano formado por el parametro que queremos estimar y el estadistico utilizado
para construir el pivote. Esta visién nos puede ayudar en la interpretacion y la comprensién de los intervalos
o de sus propiedades.

Por ejemplo, el intervalo del 95% para la esperanza de una distribucién Normal con varianza conocida y para
una muestra de tamano n = 9, de férmula

X

g

< XJrZa/zﬁ

o
- Za/zﬁ <

puede representarse por medio de la figura siguiente:
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1 : : - :
0 1 2 3 4 5

media muestral

El eje horizontal representa la media muestral y el eje vertical el valor del intervalo para el parametro p.
Como puede observarse los limites son lineas rectas y la anchura del intervalo es la misma para cualquier
valor de la media.

Veamos ahora la representacion gréafica del intervalo para una proporcién. La férmula es

A / pAq 1
:l: c - -
P z /2/2 + B)

y, para una muestra de tamafio n = 9 y un intervalo de confianza del 95%, la gréfica resultante es:
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frecuencia observada

El eje horizontal es la frecuencia relativa observada y el eje vertical el intervalo de confianza para la proporcién.
Podemos notar que la anchura del intervalo varia y que, en el caso més desfavorable, la maxima amplitud se
da para una frecuencia observada de 0,5.

8.15.2 Intervalos para muestras grandes

Bajo ciertas condiciones de regularidad, es posible construir intervalos de confianza asintéticos de una manera
bastante general.

Si suponemos que un parametro 6 tiene una estimacién méaximo verosimil 0*, la distribucién asintética del
estimador, bajo condiciones generales de regularidad, es Normal, de media el valor verdadero del parametro 6
y varianza igual a la cota de Cramér-Rao o2 (6*).

1/ nE(iﬂmﬂXﬁO2:awﬂ

Bajo las suposiciones anteriores, es posible construir un intervalo de confianza asintético y con nivel de
confianza (1 — «) - 100% a partir de

0*—0
P24 < <zap|=1-a

1/\/nE (& n f(X,6))

donde los valores de z, s se calculan a partir de la distribucién N(0,1) de forma que P (|Z| > z,/2) = a. Es
decir, se utiliza como estadistico pivote
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Estadistico pivote Distribucién del estadistico pivote Observaciones

7 = gz;‘% N(0,1) Distribucién asintética, 6* es la
estimacién méaximo verosimil del
pardmetro y o (6*) es la cota de

Créamer-Rao

El intervalo de confianza aproximado que resulta es:

0" — 2420 (07) <0 < 0% + 2420 (07)

8.15.3 Intervalos exactos para distribuciones discretas

El procedimiento que permite obtener los intervalos exactos para los pardametros de las distribuciones discretas,
por ejemplo los pardmetros A de la distribucién de Poisson o p de la Binomial, se explica a continuacion.

Consideramos que la variable aleatoria discreta tiene por recorrido {0, 1,2, ...} v depende de un pardmetro
desconocido . Si suponemos que se ha obtenido una muestra de tamafio 1 y de valor k (donde k puede ser,
por ejemplo, la frecuencia con que se ha presentado un suceso en n experiencias o la suma de n observaciones
distribuidas segin una distribucién de Poisson), se trata de resolver las ecuaciones siguientes:

> Px=i/0) =a/2
=
k

> P(z=i/) =a/2

=0

Las soluciones 67 y 65 constituyen el intervalo de confianza de nivel de confianza (1 — «) - 100% buscado.

Veamos un ejemplo: Supongamos que tenemos una variable Binomial con n = 4 y que una observaciéon nos
ha dado x = 2. ;Cuél es el intervalo de confianza del 95% para el parametro p ?

Hemos de resolver las ecuaciones siguientes:

P(X=0)+P(X=1)+P(X=2) = (é) (1-p)*+ (?)p(l -p)*+ (;)pQ(l —p)?=0,025
P(X=2)+P(X=3)+P(X =4) = (;l>p2(1 -p)?+ (;L)p?’(l -p)+ CDp‘* =0,025

Utilizando un programa de célculo numérico (el Mathematica, por ejemplo) obtenemos como soluciones
significativas p; = 0,932414, para la primera, y po = 0,067586, para la segunda; quedando finalmente el
intervalo ( 0,067586;0, 932414 ).

Podéis comprobar el resultado aqui, tomandon =4y x = 2.

En la bibliografia existen numerosas tablas para el calculo de dichos intervalos, pero también son aplicables
las férmulas presentadas para la Binomial y la Poisson.

8.15.4 Una aproximacién diferente para la distribucién de Poisson

Hemos visto con anterioridad la construccién del intervalo de confianza para el pardmetro A de una distribucién
de Poisson. Los célculos y la férmula del intervalo eran algo complejos, sin embargo, si en lugar de trabajar
directamente con la variable, efectuamos una transformacién previa, en particular, si trabajamos con la raiz
cuadrada de la variable, el problema puede simplificarse notablemente.
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Puede demostrarse que

X — P(\) = VX = N(V\;1/2)

La transformacion de la raiz cuadrada es una transformacion estabilizadora de la varianza, la ventaja es que
la varianza resultante (0,25) no depende del pardmetro A que se ha de estimar, facilitando la obtencién de
resultados. En nuestro caso,

Zn:Xi SN (\/nTg,l/z)

y se obtiene facilmente el intervalo de confianza

donde z, es el valor de una distribuciéon Normal estdndar que deja a su derecha una probabilidad de a. Y, si
despejamos,

Comparad la férmula obtenida con la desarrollada en el caso de no utilizar la transformacion.

8.15.5 Aproximacion mediante Chébishev

El teorema de Chébishev nos proporciona una aproximacion al problema de construcciéon de intervalos de
confianza para los valores de una variable aleatoria independientemente de su distribucién. No es por tanto
una estimacién paramétrica a través de intervalos de confianza, sino inicamente una manera de acotar la
probabilidad de una variable aleatoria alrededor de su esperanza.

La ventaja del enfoque basado en Chébishev es que no es necesaria ninguna suposiciéon sobre la distribucién
de la variable, la tinica condicién es la existencia de esperanza y de varianza finita para la variable aleatoria.

El inconveniente es la falta de precision de la estimacién, puesto que trabajamos con una cota superior para
la probabilidad de desviacién de una variable aleatoria respecto a su esperanza.

La férmula utilizada es

Var(X)

P(X - B(X)| 2 ) < 75

donde h > 0. Una vez que se dispone de los valores de la esperanza y de la varianza de la variable, es posible
fijar la probabilidad deseada y despejar el valor de h que nos proporciona el radio del intervalo centrado en la
esperanza.

B Var(X)
" 1 — Probabilidad deseada del intervalo

h2

El resultado final se interpreta en el sentido de que la probabilidad de que la variable se encuentre dentro del
intervalo construido es mayor o igual que la probabilidad fijada.
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9 Pruebas de hipétesis

9.1 Introduccion
9.1.1 De las hipdétesis cientificas a las hipdtesis estadisticas

Antes de introducir los conceptos asociados al contraste estadistico de hipdtesis, es conveniente situar este
tema en el contexto mas general de la confirmacion de hipétesis, materia que la filosofia de la ciencia estudia
en profundidad. Asi pues, en este punto solo se plantean consideraciones generales, dejando para los siguientes
apartados como aborda la Estadistica este tema.

Una cuestién esencial en cualquier rama de la ciencia -bésica o aplicada- es cémo verificar hipétesis sobre un
determinado fenémeno real. Muchas veces, cuando se expone este tema al estudiante durante las primeras
etapas de su formacién cientifica, el llamado método de razonamiento cientifico se simplifica en exceso,
presentando la verificacion de hipétesis en términos absolutos. En este esquema simplificado del método
cientifico se expone cémo teorizar sobre un determinado aspecto de la realidad mas o menos de la siguiente
forma:

a) se formula una teoria (o una hipdtesis, o una ley, ...) sobre el fenémeno de estudio
b) se disefia un experimento para tratar de corroborar dicha teoria
¢) si los resultados del experimento concuerdan con la teorfa, ésta se da provisionalmente por valida

d) si el experimento contradice la teoria, se vuelve al apartado a), se modifica la ley o se elabora una
nueva, de modo que se ajuste a la realidad experimental.

e) cualquier teorfa relacionada con aspectos de la realidad es siempre provisional, pendiente de ser revisada
al entrar en conflicto con resultados de experimentos posteriores.

Esta forma de proceder -como veremos, excesivamente simplista- se basa en el hecho de asumir que en
cualquier experimento se obtendrdn resultados que serdn o bien totalmente contradictorios con la teoria (y
por tanto habrd que abandonarla inmediatamente) o bien concordantes con la teorfa (y por tanto resulta
razonable mantenerla).

Antes se ha calificado este método de validacién como absoluto: si obviamos el posible error experimental, la
decisién que se tome no conllevard ningun error, ya que basta con verificar los resultados del experimento
para aceptar o rechazar la teoria.

Debe quedar claro al lector que el esquema anterior no es el de un contraste estadistico, y de hecho el
desarrollo de este tema se encargara de revisarlo. En los préximos apartados se expondra, para empezar, una
primera idea fundamental en Estadistica: cuando se introduce un modelo de probabilidad para explicar un
fenémeno, emerge inevitablemente un error ya en la misma toma de decisiéon. En otras palabras, el esquema
anterior debe revisarse en los puntos ¢) y d).

Una vez se han expuesto estas cuestiones fundamentales en los primeros puntos del capitulo, entraremos en el
nucleo de este tema que consiste en el desarrollo ya puramente técnico del contraste estadistico de hipotesis.

9.1.2 Del lenguaje natural a la hipétesis estadistica

Es necesario considerar, antes de afrontar la validacién estadistica de una hipétesis, como se plantea ésta en
términos estadisticos, ya que su formulacion exige una traduccién del lenguaje natural.

Conviene pues recordar que una hipotesis sobre un determinado fenémeno se formula en lenguaje natural
como una proposicion sobre la realidad. Por ejemplo, si se esta estudiando determinada especie de aves, una
posible hipétesis es que la proporcién de machos es idéntica a la de hembras. Un segundo ejemplo nos lo
proporciona el estudio del metabolismo humano en donde se propone como hipdtesis que la concentracion de
cierta hormona se mantiene constante cuando se suministra un farmaco anabolizante.
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Las hipdtesis planteadas en los ejemplos, similares a otras que se trataran en este capitulo se denominan
genéricamente hipdtesis paramétricas porque hacen referencia a caracteristicas de la poblacion que pueden
relacionarse directamente con los parametros de un modelo probabilistico que la describe. Por ejemplo, si
utilizamos una distribucién binomial para representar el niimero de aves hembra en un nido, la proporciéon de
hembras se corresponde con el parametro p de dicha distribucién.

Asi pues, el primer esfuerzo que debe realizar el experimentador es trasladar sus hipdtesis, que generalmente
expresa en lenguaje natural, a afirmaciones (proposiciones) sobre los pardmetros de la distribucién que
considere mas apropiada para describir el fenémeno que estudia.

En ocasiones, sin embargo, la seleccién misma del modelo probabilistico puede ser el problema. En estos casos
la hipotesis se formulara en erminos de la distribucién en vez de los parametros de la misma. Por ejemplo al
hablar de la concentracién de la hormona durante la metabolizacioén de un farmaco el investigador puede
desear decidir si es mas adecuada una distribucién normal o una distribucién gamma para representar dicha
concentracién. En este caso hablariamos de hipdtesis no paramétricas, que se discutiran mas adelante en el
curso.

En los casos practicos siguientes, cuya solucién completa se vera a lo largo del capitulo, se presentan dos
situaciones diferentes.

9.1.3 Caso 1: Presentaciéon

Dos conocidos ornitélogos, especialistas en aves autéctonas del Amazonas Central, discrepan sobre la
interpretaciéon de los datos de una nueva especie de cacatiia que ha resefiado uno de ellos. La discusién la
centraremos aqui en una de las variables del estudio: la proporcién de hembras y machos en los nidos. Es
importante precisar que estas cacatiias se caracterizan por incubar un solo huevo por nido.

El Dr. da Souza Faria ha censado diez nidos, cuyos datos se detallaran después. Segin su experiencia, esta
especie tiene una gran semejanza con otra especie mejor estudiada, con una proporcién idéntica de machos y
hembras. Apoyado en los datos obtenidos, concluye que la nueva especie también tiene la misma proporcién
de individuos de cada sexo.

El Dr. Calves discrepa de esta apreciacién y sostiene que la proporcion debe ser de seis hembras por cada 4
machos.
9.1.4 Caso 1: Modelo de probabilidad

El Dr. da Souza Faria ha contado en 10 nidos el nimero de hembras (complementariamente, el de machos).
La variable es, por tanto, discreta y su soporte es el conjunto {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

Si asumimos que el posible nacimiento de hembras es independiente entre nidos, y definimos:
X = numero de hembras en un total de 10 nidos.

la distribucién de X es una distribucién binomial, de pardmetros n = 10 y p desconocida.

f(k) = p(X = k) = (1;>pk(1 _p>10—k

el tnico pardmetro desconocido es la proporciéon p de hembras. Las hipétesis estadisticas se referiran solo a p.

9.1.5 Caso 2: Presentaciéon

En el mundo del deporte profesional se controlan con mucha precision algunos metabolitos que aparecen en
bajas concentraciones en condiciones normales. Este es el caso de la statdrolona', que en individuos normales
presenta una concentracién media de 7.0 nanogramos por ml de orina. Este valor se ha establecido mediante

1La statdrolona no es ninguna hormona, aqui se ha adaptado la informacién de hormonas reales.
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una muestra muy grande de deportistas después de afios de andlisis antes, durante y después de competiciones.
Asimismo, se ha descrito que la desviacién estdndar es de 2.4 ng/ml. Estos dos valores poblacionales sirven
como justificacién médica a las autoridades deportivas para declarar cuando la tasa de statdrolona se asocia
a un presunto dopaje.

No obstante, un estudio reciente encargado por la asociaciéon de deportistas ADG a un prestigioso departamento
universitario de fisiologia sostiene que, cuando se mide la concentracién de statdrolona en individuos no
dopados con cierto tipo de alimentos sobreabundantes en su dieta (queso parmesano, por ejemplo), el valor
de la media poblacional es del orden de 1.5 unidades mayor. En cambio, la desviacién estandar poblacional
se mantiene en el valor 2,4ng/ml, es decir, equivalente a la normal. Si esta hipdtesis fuera cierta, permitiria
explicar algunos de los falsos positivos detectados en los tltimos tiempos. Como prueba experimental aportan
una serie de datos sobre 16 deportistas que se detallardn més adelante.

9.1.6 Caso 2: Modelo de probabilidad

El andlisis de la concentracion de statdrolona se mide en términos de nanogramos por mil- litro, por lo
tanto, parece razonable considerarla como una variable continua. El conjunto de resultados posibles serda un
subconjunto de los reales.

Como muchas otras variables antropométricas, la concentracién se puede asociar a la distribuciéon Normal. Se
puede justificar la adopcion de este modelo de acuerdo con el teorema central del limite.

Segun las autoridades deportivas, los valores en un deportista no dopado deben corresponder a una media de
7.0ng/ml, mientras que para ADG la media puede ser mayor en algunas circunstancias. En cualquier caso, la
variable:

X = concentracion de statdrolona en un deportista.

se aceptard que tiene distribucién Normal. Asi, la discusion se centrara solo en el pardmetro p desconocido,
mientras que la desviacién estdndar se tomara, para simplificar la explicacién, como o = 2.4 (conocida),
aunque se sabe que es més realista seleccionarla como desconocida (véase méas adelante en el curso, o los
temas anteriores de intérvalos de confianza y distribuciones en el muestreo).

La férmula de la densidad Normal:

_ 1 (z — p)?
Ix(z) = N exp <_ 2 x 2.42>

indica para este caso que el inico parametro desconocido es la media de la poblacién u, a la que se referiran
las hipotesis estadisticas.

Ahora bien, también resulta importante describir la densidad de la media de los dieciséis deportistas, ya
que jugard un papel importante en la construccién del test. Si aceptamos la distribucién N(u, 2.4) para un
deportista, y consideramos que el muestreo es aleatorio simple, entonces:

X6 = media concentracién statdrolona en 16 deportistas

que tendra una densidad de la forma:

X16 ~ N(u,2.4/V/16)

Simplificando 2.4 por la raiz cuadrada de 16 resulta 0.6 , asi pues:

(xu)2>

Fany@) = ———exp (~ 21
X6\ T 6var P\ T 2% 0.62

154



Una expresién méas general para todo n seria:

X ~ N(p,2.4/vn)

La densidad para todo n es:

Y una expresion para todo n y cualquier varianza es:

o=

oV2r

nx (x—u)2>

2 x 02

9.2 Las hipo6tesis del contraste de hipdtesis

La teoria del contraste de hipétesis es una de las partes mas discutidas de la estadistica, por motivos que
esperamos iran quedando claros a medida que se avanza en este tema y los siguientes.

De hecho esta teoria ya nacié entre la polémica porque, practicamente desee sus comienzos hubieron dos
escuelas de pensamiento enfrentadas. La escuela de Ronald A. Fisher, genético y estadistic britdnico y la de
los matemaéticos Polacos y Americanos Neymann y Pearson.

Con el fin de evitar que la polémica confunda el aprendizaje, al menos en esta fae inicial, lo que se presenta a
continuacion se basa principalmente en las ideas de Neymann y Pearson que, con la finalidad de encontrar el
mejor contraste posible para un problema dado, plantearon los contrastes de hipétesis estadisticos como una
decision entre dos hipotesis: la hipotesis nula y la hipétesis alternativa.

o La hipdtesis nula consiste, en general, en una afirmacién sobre (alguna caracteristica de) la poblacién de
origen de la muestra. Usualmente representa algtn tipo de simplificacién (por ejemplo: el tratamiento
administrado NO tiene efecto por lo que no hay diferencia entre antes y después de recibirlo. La
hipdtesis nula se designa con el simbolo Hyg.

o La hipdtesis alternativa es igualmente una afirmacién sobre la poblacién de origen, y, amenudo, aunque
no siempre, consiste simplemente en negar la afirmacion de Hy. La hipétesis alternativa se designa con
el simbolo H;.

En el estudio del contraste de hipdtesis se suele partir del caso, que de tan sencillo resulta poco realista, en el
cual las dos hipétesis hacen referencia a un tnico valor del pardmetro. En esta situacion general, las hipotesis
se refieren a un pardmetro 6 (theta). La formulacion es:

H() 10 = 90
H1 10 = 91
De hecho, seria mucho maés realista plantear que la alternativa a un valor 6, sea que el pardmetro toma

valores superiores (Hj : 6 > 6y), inferiores (Hy : 0 < ) o distintos (Hy : 0 # 6y)a 6. En la préactica este serd
el planteamiento de los tests que se presentara mas adelante.

En la teoria del contraste de hip6tesis este tipo de planteamiento se conoce como contraste de hipotesis simple
contra simple. Asi pues, una hipotesis simple postula que el parametro 8 solo puede tomar un valor, o, més
técnicamente, que el conjunto de parametros de una hipdtesis simple consiste en un solo punto.
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9.2.1 Caso 1: Hipdétesis para dirimir la controversia sobre el nimero de hembras

El Dr. da Souza Faria postula la misma proporcién para machos y hembras. En términos de la proporcién de
la variable X (n.° de hembras en 10 nidos) esto equivale a la hipétesis de que la proporcién (en la poblacion)
es 0.5.

En cambio, segin el Dr. Calves la proporcién es 6:4 a favor de las hembras, y por lo tanto equivale a la
hipdtesis de que el pardmetro p en la variable Binomial es 0.6.

Asi pues, si X es el nimero de hembras en 10 nidos, y p es la proporcién de hembras, la forma final del
contraste es:

Ho:p=0.5
Hy :p=06

Respecto a los datos obtenidos por da Souza son:

Nido Polluelo Nido Polluelo

1 hembra 6 macho
2 macho 7 hembra
3 hembra 8 hembra
4 hembra 9 macho
5 macho 10 hembra

En resumen, ha observado que en 6 de los nidos hay una hembra.

9.2.2 Caso 2: Hipétesis a contrastar en el problema de la tasa de statdrolona

Las autoridades deportivas postulan una media de 7.0ng/ml, mientras que ADG indica una media de 8.5ng/ml
para los individuos sometidos a este tipo de dieta. Por tanto, en sintesis el contraste consistird en:

Hoy: p=7,0
Hi:p=38,5
tanto para Hy como para H; el modelo contempla o = 2, 4.

Los datos del estudio que ha obtenido la asociacion ADG, y que segun ellos respaldaban su tesis, han sido los
siguientes:

Individuo Concentracién Individuo Concentracion

1 10.47 9 7.01
2 5.39 10 11.36
3 6.70 11 10.11
4 9.91 12 5.89
) 5.99 13 10.39
6 11.67 14 10.67
7 6.23 15 6.89
8 6.69 16 11.27

La media aritmética de los 16 atletas es 8.54ng,/ml.
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9.3 Compatibilidad de resultados e hipétesis

Volviendo a la cuestién fundamental de la verificacién de hipdtesis, un resultado incompatible con una
hipétesis es aquel que no puede haberse producido de ninguna manera si dicha hipdtesis es cierta.

En este sentido, incompatible es sinénimo de imposible. En términos de probabilidad, un resultado incompat-
ible es aquel que tiene probabilidad cero de producirse si la hipoétesis es cierta. La légica elemental indica que
si se obtiene un resultado incompatible con una hipdétesis, esta tltima es forzosamente falsa.

Ahora bien, cuando se toma un modelo aleatorio para explicar el fenémeno observado, el caracter probabilistico
del modelo habitualmente evita que se descarte cualquier hipotesis por haber obtenido datos incompatibles
con ella.

Al contrario, todos los resultados seran estrictamente compatibles con las dos hipétesis, o dicho de otro modo,
cualquier conjunto de datos que se obtenga en el estudio se puede llegar a observar tanto bajo Hy como bajo
H;. Esto rompe el esquema excesivamente simple expuesto antes en la verificacién ideal de hipétesis.

En definitiva, si se modela la realidad como un fenémeno aleatorio, se debe abandonar la idea de la toma de
decisiones basada solo en una inspeccién de resultados que descarte sin error en la toma de decisiéon una de
las dos hipdtesis.

9.3.1 Caso 1: Compatibilidad de resultados e hipétesis

El Dr. da Souza Faria ha obtenido una muestra de 6 hembras y 4 machos en los 10 nidos. Sin embargo,
este es solo uno de los resultados posibles que se podian dar bajo la hipétesis nula. Si hubiera elegido como
muestra otros nidos, podria haber encontrado otro ntimero de hembras.

Como ya hemos visto, X (n.° de hembras en 10 nidos) es una Binomial(10,0.5). En la tabla siguiente se
detallan los resultados que podian haber sucedido bajo Hg, junto con la probabilidad de obtenerlos segin la
férmula de la densidad binomial:

X | Prob
0.0010
0.0098
0.0439
0.1172
0.2051
0.2461
0.2051
0.1172
0.0439
0.0098

10 | 0.0010

Al igual que para Hyp, la muestra obtenida por el Dr. da Souza Faria con 6 hembras y 4 machos es solo uno
de los resultados posibles que se podian dar bajo la hipétesis alternativa. En este caso X (n.? de hembras en
10 nidos) es una Binomial(10,0.6).

En la tabla siguiente se detallan los resultados que podrian haberse observado bajo Hj, junto con la
probabilidad de obtenerlos segin la formula de la densidad binomial:
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Prob
0.0001049
0.0015729
0.0106168
0.0424673
0.1114767
0.2006581
0.2508227
0.2149908
0.1209324
0.0403108
0.0060466

| oo| 1| | | x| co| po| =| | X

—
o

Un sencillo cédigo R puede calcular las probabilidades tienen los once resultados bajo otras hipdtesis que se
podrian formular sobre el verdadero valor de la probabilidad p de la poblacion.

prob_p <- p # p algun valor entre 0 y 1

dbinom(x=0:10, size=10, prob=prob_p)

Podemos entender estas diferentes ” p ” como hipdtesis distintas que se podrian haber establecido como
alternativa a Hy. Excepto en los casos triviales p = 0 o p = 1, no hay ningin resultado que no pueda
presentarse, aunque sea con probabilidades muy pequenas.

9.3.2 Caso 2: Compatibilidad de resultados e hipétesis

La asociacién ADG ha obtenido una muestra con media 8.54ng/ml de statdrolona para 16 deportistas. Ya
hemos visto en el modelo de probabilidad qué densidad asociamos con la variable de cada deportista y con
la media de todos ellos. Hay que recordar que una variable continua tiene probabilidad cero de obtener un
resultado puntual y que las probabilidades en variables continuas se calculan sobre intervalos. Asi pues, el
valor 8.54 debe interpretarse como un intervalo (8.54 — €,8.54 + ¢€), ya que las medidas de los deportistas
individualmente corresponden en realidad a cierto intervalo de precisién experimental (por ejemplo, 0.3
ng/ml). El valor 8.54 elegido como marca de un cierto intervalo no es en absoluto incompatible con la
hipétesis nula. De hecho, es posible obtener cualquier media.

En la parte izquierda de la tabla que se presenta a continuacién se detallan las probabilidades de diferentes
resultados que podian haber sucedido bajo Hy expresadas en términos de la funciéon de distribucién. La
media de los 11 resultados corresponde a una Normal (8.5, 0.6).

En la parte derecha de la tabla se detallan las probabilidades para intervalos de anchura 0.3ml mas cercanos
a la media bajo Hy.

X [P(X<uz) | X—€| X+e| P(X)
6.7 | 03085 | -Inf | 6.7 | 0.3085
7.0 | 0.5000 67 | 7.0 |0.1915
73| 0.6915 70 | 7.3 | 0.1915
7.6 | 08413 73 | 76 | 0.1499
7.9 | 09332 76 | 79 | 0.0918
82| 09772 79 | 82 | 0.0441
85| 0.9938 82 | 85 |0.0165
88 | 0.9987 85 | 88 | 0.0049
9.1 0.9998 88 | 9.1 | 0.0011
9.4 | 1.0000 91 | 94 |0.0002
9.7 | 1.0000 94 | 9.7 |0.0000

En el caso de H; tampoco es incompatible ninguna media, y por tanto en particular no lo es el valor 8.54.
Ahora la densidad de la media de los 16 valores es una variable aleatoria Normal N(8.5,0.6).
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En la parte izquierda de la tabla se detallan las probabilidades de diferentes resultados que podrian haber
sucedido bajo H; expresadas en términos de la funcion de distribucién. En la parte de la derecha se muestran
las probabilidades para intervalos de anchura 0.3ml

X [P(X<z) | X—¢| X+e| P(X)
6.7 | 00013 | -Inf | 6.7 | 0.0013
7.0 | 0.0062 6.7 | 7.0 |0.0049
7.3 | 00228 70 | 7.3 | 0.0165
7.6 | 0.0668 73 | 7.6 | 0.0441
7.9 | 0.1587 76 | 79 | 0.0918
82| 0.3085 79 | 82 | 0.1499
85 | 0.5000 82 | 85 |0.1915
88 | 0.6915 85 | 88 |0.1915
91| 0.8413 88 | 9.1 | 0.1499
94 [ 09332 91 | 94 |0.0918
9.7 | 0.9772 94 | 97 | 0.0441

9.4 No todo es igualmente probable. ..

La segunda consideracién fundamental en un contraste de hipétesis estadistico es que no todos los resultados
son igualmente probables bajo Hy o H;. Este es el principal argumento para establecer un criterio de decisién
-una regla- que permita decidir en la practica si es aceptable Hy o bien Hj.

La idea provisional que debe guiar al lector en este momento, cuando inspecciona los casos practicos, es que
los resultados (muy) improbables bajo cierta hipdtesis sugieren que ésta sequramente no es vdlida. Asi pues,
en el contraste estadistico de hipétesis no hay resultados imposibles, solo improbables, y por lo tanto en las
decisiones se introduce forzosamente una probabilidad de error.

9.4.1 Caso 1: Una region con nimero de hembras con baja probabilidad bajo Hy

Hemos visto antes las probabilidades de obtener cada uno de los resultados posibles para X: 0,1,..., hasta
10 hembras. El sentido comin indica que si se obtienen valores de X cercanos a 0 o a 10, la hipétesis p = 0.5
resulta poco verosimil.

Es importante entender que el verdadero valor de p (el valor en la poblacién) no es, ni serd nunca, conocido
en la practica, solo formulamos hipdtesis sobre este valor.

Veamos cudl es la probabilidad de obtener valores mayores que 8 hembras. Para abreviar, designamos la
regién de valores mayores o iguales a 8 con el simbolo W,, = {8,9,10}.

Valor de X Prob. X >= X

1.0000
0.9990
0.9893
0.9453
0.8281
0.6230
0.3770
0.1719
0.0547
0.0107
0.0010

© 00 O Uk W+~ O

—_
o

159



9.4.2 Caso 2: Medias de las tasas de statdrolona improbables si se cumple Hy

De la misma manera que se ha razonado para el caso 1, en esta ocasién con las dos hipédtesis ( u = 7 contra
1 =8.5) que tenemos en el caso de la deteccién de la statdrolona, el sentido comin indica que si obtenemos
una media de statdrolona en los 16 atletas alejada del valor de referencia 7, hard inverosimil la hipdtesis nula.

En la tabla siguiente se muestran las probabilidades de obtener valores mayores que 7 ng/ml. Observemos
particularmente la region de valores mayores que 7.9869, que se representara con el simbolo W,. Expresada
como intervalo, W,, = [7.9869, c0).

Miljana () Prob. X ==z

6,506 0.7946
6,671 0.7083
6,835 0.6080

7 0.5000
7,165 0.3920
7,329 0.2917
7,494 0.2054
7,658 0.1364
7,823 0.0852
7,987 0.0500
8,152 0.0275

9.5 El papel privilegiado de la hipétesis nula: criterio de decisiéon

Un contraste estadistico de hipétesis consta forzosamente de un criterio de decisién. En resumen, consiste en
una regla operativa que divide en dos partes disjuntas el espacio muestral. Estas partes se llaman regién
critica y regién de aceptacion respectivamente. En cualquier test estadistico, si la muestra obtenida pertenece
a la region critica, se debe aceptar Hy. En caso contrario, si pertenece a la region de aceptacion, se aceptara
Hp.

Un primer principio bésico consiste en priorizar en el criterio de decisiéon a Hy, en el siguiente sentido: se
construye el criterio fijando a priori la probabilidad de error asociada con el hecho de rechazar -erréneamente-
Hy. A fin de que el criterio de decisién sea razonable debe resultar improbable obtener una muestra que
pertenezca a la regién critica cuando sea cierta Hyo. En el ejemplo siguiente se propondra una regla de decisién
provisional.

9.5.1 Caso 1: N.? de nidos propuestos ad hoc como inicio de region critica. Regla de decision
resultante

Definiremos la region critica de la siguiente forma:

W, ={8,9,10}
Por lo tanto, la regién de aceptacion serd:
W< =1{0,1,2,3,4,5,6,7}

El criterio de decisién serd por tanto:

o si el nimero de hembras es mayor o igual que 8, se acepta H; (la probabilidad de hembras es 0.6)

e si el nimero de hembras es menor o igual que 7, se acepta Hy (la probabilidad de hembras es 0.5)
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Es importante entender en este momento que se propone ad hoc la regién critica. Mas adelante se justificara
por qué esta propuesta es razonable.

Nota: en la muestra obtenida se han observado 6 hembras, por tanto da Souza debe aceptar Hg.

9.6 Hipdtesis nula y nivel de significacion

Se ha indicado anteriormente que, en los contrastes estadisticos, la hipdtesis nula juega un papel privilegiado,
va que la regla de decision se ajusta de acuerdo con la probabilidad de equivocarse al rechazar Hy cuando
ésta es cierta.

Esta probabilidad se designa de forma equivalente como:

e error de tipo I (o de primera especie)

 nivel de significacién del contraste

y usualmente se simboliza con la letra griega alfa.

El nivel de significacion se puede definir equivalentemente de las dos maneras siguientes:
- a = probabilidad de rechazo de Hg, cuando Hg es cierta

- a = probabilidad de que la muestra pertenezca a la regioén critica, cuando Hj es cierta.

9.6.1 Caso 1: Nivel de significacién

En el apartado 9.5.1 se ha indicado la tabla resultante de los célculos de la cola derecha de la Binomial,
cuando se verifica la hipdtesis nula (p = 0.5). Como la definicién de nivel de significacién es:

«a = prob. muestra pertenezca a la region critica, cuando Hy es cierta

en la fila correspondiente a prob (X > 8) de la tabla anterior se puede observar la probabilidad de rechazar
Hy cuando ésta es cierta (véase el criterio de decisién adoptado en el apartado 9.6.1).

Simbdlicamente hemos calculado:

10 10
a=p(X >8/Hy) = ZP(X =1i/Hy) = Z <1i0)0.510
i=8 j

Resulta pues: o = 0.0547.

9.6.2 Caso 1: Eleccién de la region critica

Se ha propuesto antes, de forma directa, la regién critica:

W, = {8,9,10}

Podemos considerar ahora otra regién que nos proporcionaria un nivel de significacién idéntico (ver tabla de
probabilidades bajo Hp):

Wi, ={0,1,2}
o = 0.0010 + 0.0098 4 0.0439 = 0.0547
Ahora bien, un criterio de decisién basado en W', = {0,1,2} es absurdo, teniendo en cuenta que H; es
p = 0.6. Veamos por qué.

El valor a@ = 0.0547 indica que es improbable obtener menos de 3 hembras bajo Hy. Si se elige W', como
region critica, implica aceptar H; cuando el niimero de hembras es menor que 3. Sin embargo, cuando se
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consulta la tabla de probabilidades bajo Hy, resulta:

prob. (nimero hembras < 3/H; cierta) = 0.0001 4 0.0016 4 0.0106 = 0.0123

Es, por tanto, todavia mas improbable obtener 3 hembras bajo H;. En otras palabras, W’ induce un criterio
absurdo, ya que llevaria a aceptar la hipétesis menos verosimil de las dos.

9.6.3 Caso 2: Elecciéon de la region critica

A continuacién se definen las regiones critica y de aceptacion, respectivamente, como:

W, = [7.9869, +00) WY = (—o0,7.9869)

El criterio de decisién sera, por tanto:

si el nivel de statdrolona es mayor o igual que 7.9869, se acepta Hy (el nivel es 8.5)

Al igual que en el caso 1, también se ha propuesto la regién critica de forma ad hoc. Si se consultan en la tabla
del apartado 9.5.2 los valores de la cola derecha de la Normal, como la definicién de nivel de significacién es:

« = prob. muestra pertenezca a la region critica, cuando Hy es cierta

en la fila correspondiente a prob (X >= 7.987) de la tabla se puede observar la probabilidad de rechazar
Ho(p = 7.0) cuando ésta es cierta. Simbdlicamente hemos calculado:

i © (x —7)2 } <7.9869 - 7)
—p (K16 > 7.9869/Hy) = L ep BT g, (B2
@ =p (X2 /Ho) /7.9869 0.6v27 Xp{ 2% 062 | Z\ "2.4/v/16

donde F, es la funcién de distribucién de la Normal tipificada N(0,1).

La regién critica W, = [7.9869, +00) lleva asociado un nivel de significacién o = 0.05. Ahora bien, como el
estadistico media muestral es una variable continua, concretamente Normal, se pueden encontrar infinitas
regiones que satisfagan la condicion:

prob (muestra en W, /Hp) = 0.05

9.7 Regidn critica y formalizacion del contraste

La regla de decisién queda definida siempre (aunque sea implicitamente) a partir de una regién critica. A
esta regién critica le corresponde un determinado nivel de significacién.

La informacién contenida en la muestra se resume mediante un estadistico de test, asi que una préactica
habitual es definir la regién critica en funcién del estadistico de test empleado. Un estadistico de test es
una variable aleatoria y, como tal, tiene asociada una ley de distribucién que juega un papel capital en el
contraste.

Reuniendo los conceptos, en un contraste de hipétesis Hg contra Hy, tenemos:

a = nivel de significacién,

W, = region critica, subconjunto del espacio muestral definido a partir de T

Regla de decisién:

e si la muestra pertenece a W, entonces rechazar Hg

e si la muestra no pertenece a W, entonces rechazar H;

Finalmente:
a = prob.(rechazar Hy/Hj cierta) = prob.(muestra pertenezca a W, /Hj cierta)
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9.7.1 Caso 1: Resumen de conceptos asociados al contraste. Regién critica

Regidn critica W, = {8,9,10}

Regién de aceptacién WS ={0,1,2,3,4,5,6,7}
Estadistico de test T = nimero de hembras totales en los 10 nidos
Criterio de decisién:

aceptar Hy si T>8

aceptar Hy si T<7

Nivel de significacion a = 0.05647

La distribucién del estadistico de test T es una Binomial B (10, p). Se puede adoptar un estadistico alternativo:
la frecuencia relativa = fr del nimero de hembras en los 10 nidos.

9.7.2 Caso 2: Tabla resumen de la regién critica, el estadistico de test y del criterio de decisiéon

Regidn critica W, = [7.9869, +00)

Regién de aceptacion W¢ = (o0, 7.9869)
Estadistico de test T = media de statdrolona en 16 atletas
Criterio de decisién:

aceptar H; si T > 7.9869

aceptar Hy si T < 7.9869

Nivel de significacion a = 0.05

La distribucién del estadistico de test T bajo Hp es una normal N(7,0.6).

9.7.3 Regidn critica frente a Estadistico de Test

En los péarrafos anteriores se han introducido y utilizado los conceptos de estadistico de test y regién critica
dandose a entender que la regién critica esta definida por aquellos valores del estadistico de test que llevan a
rechazar la hipétesis nula.

Aunque esta aproximacién es habitual, también lo es el presentarlos ambos como dos formas equivalentes de
definir una regién de rechazo. Es decir, la decisién de rechazar Hy puede llevarse a cabo:

1. Mediante una regioén critica R, entendida como un subconjunto del espacio muestral, de modo que se
rechaza Hj cuando la muestra observada pertenece a R.

2. Mediante un estadistico de contraste T'= T'(X) y una condicién sobre los valores que puede tomar
dicho estadistico. En este caso, se rechaza Hy cuando T'(X) € C, donde C' es un subconjunto del espacio
de valores de T'.

En esta segunda formulacién, la regién critica en el espacio muestral viene dada implicitamente por

R={x:T(x) e C}.
Aunque la primera formulacién es conceptualmente mas general, en la practica se trabaja casi siempre con el

estadistico de contraste por ser mas operativo. En este capitulo utilizaremos ambas formulaciones, dando
preferencia a la segunda.
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9.8 Tabla de decisién del contraste

Cuando se resuelve un contraste la decisién final puede ser correcta o bien conducir a un error. En esta tabla
se presentan las cuatro posibles situaciones que se pueden producir:

Hipétesis verdadera

Hipdtesis aceptada Hy H;
Hy - error tipo 11
H, error tipo I -

Existe, por tanto, un segundo tipo de error, designado como error de tipo II o de segunda especie. Se puede
definir de manera equivalente para cualquiera de las dos expresiones siguientes:

e 1 — 8 = probabilidad de rechazar Hy, cuando H; es cierta

e 1 — (8 = probabilidad de que la muestra no pertenezca a la regién critica, cuando H; es cierta

En realidad, solo una de las hipétesis es verdadera. Una vez se obtenga la muestra, se aceptard o se rechazara
H; segun el criterio de decisién. Si se decide de manera equivocada, se producird solo uno de los dos errores,
segun cudl sea la hipétesis verdadera. Es decir, a posteriori se produce, como mucho, solo uno de los errores.

Ahora bien, el contraste se lleva a cabo precisamente porque se ignora cuél de las dos hipétesis es la verdadera.
Como consecuencia, sin que ello contradiga el parrafo anterior, los dos errores tienen importancia a priori.

Un contraste serd mas adecuado si son menores los dos errores asociados.

9.8.1 Caso 1: Evaluacién de los dos errores asociados al contraste

El criterio de decisién que se ha adoptado para este caso consiste en:

aceptar Hy si T>8

aceptar Hy si T<7
Nivel de significacion « = 0.0547

Supongamos que H; es cierta, es decir, que p = 0,6. En la tabla siguiente podemos encontrar el valor del
error de tipo II:

Valor de X Prob. X <=X

0.0001
0.0017
0.0123
0.0548
0.1662
0.3669
0.6177
0.8327
0.9536
0.9940
1.0000

© 00O Ui Wi+~ O

—
o

1 — 8 = prob. (rechazar Hy/H; cierta)= prob. (T < 7/H; cierta) = 0.8327
Simbélicamente corresponde a calcular:
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1-B=p(X <8/H) =Y p(X=i/H)=)_ (10>0.6i0.410—i

=0 =0

9.8.2 Caso 2: Célculo explicito de los errores de primera ( « ) y segunda especie (1- 3 )

El criterio de decisiéon que se ha elegido para este caso consiste en:

aceptar Hy si T > 7.9869

Nivel de significacién a=0.05

Supongamos que es cierta Hy, es decir, que 4 = 8.5. En la tabla siguiente podemos encontrar el valor del
error de tipo II:

Mitiana (z) Prob. X ===z

5,933 1.0000
6,189 0.9999
6,446 0.9997
6,703 0.9986
6,96 0.9949
7,216 0.9838
7,473 0.9565
7,73 0.9004
7,987 0.8040
8,243 0.6656

8,5 0.5000

1 — 8 = prob. (rechazar Hy /H; cierta)= prob. (T < 7.9869/H;) = 1 — 0.8040 = 0.1960
Simbolicamente, corresponde a calcular:

7.9869
1B =p(Xis < T7.9869/H;) = / ! ( (f”—85)2> dz =

e 06v2r P\ T o x0.62
. (7.9869 — 8.5)
Z\ 24/V16

9.9 Relacion entre el error de tipo I y el de tipo II
Es importante entender que no es posible reducir simultaneamente los dos errores en un contraste de hipédtesis.

Supongamos que se intenta reducir a cero el nivel de significacién. Esto equivale a plantear que la probabilidad
de que una muestra pertenezca a la regién critica, en el caso de que sea cierta Hy, es cero. En la mayoria de
situaciones aplicadas este hecho da lugar a una regién critica igual al conjunto vacio, o lo que es lo mismo,
provoca que se acepte siempre Hy, independientemente del resultado obtenido en la muestra. Se llega por
tanto a la situacién absurda de poder prescindir de la muestra, aceptando siempre Hq! Asi, reducir « a cero
tiene la grave contrapartida de rechazar siempre Hy, lo que implica a su vez que el error de tipo II sea uno.
De manera analoga se puede razonar para un error de tipo II nulo. En conclusién, los dos errores estan
relacionados: disminuir « conlleva reducir el tamano de la regién critica y, por lo tanto, aumentar 1- 3.
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9.9.1 Caso 1: Evaluaciéon de a y 1- 8 para diferentes regiones criticas

Una vez se especifica la regién critica, los errores de tipo I y II quedan determinados. En los dos cuadros
siguientes hay dos regiones criticas y sus errores asociados. En la versién interactiva ( no disponible) de
Statmedia se podia cambiar dindmicamente la regién critica y se calculaban autométicamente los errores:

Mivell de =it

Error de tipus I Error de tipus II:

Regid critica —I
as3
00123

Statmedia, ISBH ions , 2003 Statmedia, ISBH &8 @ Fublicacions UB

En el grafico siguiente se representan los dos errores simultaneamente para diferentes regiones criticas. Para
simplificar la comprensién del grafico, se consideran solo regiones de la forma {a,a + 1,...10}, donde a es
un entero entre 0 y 10. Asi, por ejemplo, el punto de abscisas 8 representa la regién critica {8,9,10}. La
hipotesis alternativa considerada es p; = 0.6, tal y como se indica en la leyenda del grafico.

- KB} Error tipus | =o
I Error tipus l=1-p

[ u
' L] 1 L L]

L1 1 i
0010 20 30 40 5060 7.0 80 50 100

Statmedia, ISBH 84-8338-433-4, @ Publicacions UB, 2

9.9.2 Caso 2: Relacién entre los errores de primera ( o ) y segunda especie (1- 3 )

La relacién entre los errores de tipo I y II es mas facil de interpretar en este caso, dado que la media es un
estadistico de distribucién continua. En los cuadros siguientes se presentan dos regiones criticas y los errores
asociados, visualizando el drea que representan.
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Calcul errors tipus HIN(o0 = 0.6 Calcud errors tipus 111 (o0 = 0.6)

52 57 B2 67 72 77 82 87 92 97

Mou la barra pe ' Mou

| Error de tif

Statmedia, ISB

Caloul errors tipus |l (ol = 0.6) Calcul errors tious 11100 = 0.6)

Statmedia 1k 4 Statmedia, |

Aunque esta aplicacién ya no esta disponible en los siguientes enlaces encontraréis una versién actualizada
de la misma, que permite investigar de forma interactiva la relacion entre los errores de tipo I, tipo II y la
potencia.

o Error de tipo I, de tipo II y potencia en un Z-test (1 muestra normal, varianza conocida)
e Errores de tipo I, II, potencia y p-valor en el test normal de una muestra, varianza conocida

En el grafico siguiente se representan los dos errores simultdneamente. Tomando siempre la misma alternativa:

Hl U = 8.5

y para cada regién critica de la forma [a,+00) se calculan @ y 1 — 8. En el eje de abscisas se representa el
extremo inferior (a) de las regiones criticas més relevantes, las préximas a .
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9.10 Potencia y test mas potente

La potencia de un contraste se define como:

[ = prob.(aceptar Hy/H; cierta) = prob.(muestra pertenezca a W,/H; cierta)

es, por tanto, la probabilidad complementaria al error del tipo II.

Retomando ideas anteriores, un contraste debe pretender un compromiso razonable entre el nivel de signifi-
cacién (lo méas bajo posible) y la potencia (lo més alta posible).

En principio, si hay varios tests alternativos (basados en diferentes reglas de decisién y/o estadisticos) para
resolver un mismo contraste paramétrico, el mejor test serda aquel que, una vez fijados Hg, Hy y el nivel de
significacién «, proporcione la potencia mas alta entre todos ellos.

Un test que tenga esta propiedad se denomina test mas potente. Simbdlicamente, si mp designa el test més
potente, debera cumplir:

Bmp = prob.(aceptar H; con el test mp/H; cierta)
> fB: = prob.(aceptar Hy con el test t/H; cierta)

donde t es cualquier otro test con el mismo nivel de significacién que mp.

9.10.1 Caso 1: Potencia en hipétesis simple vs simple

En la tabla siguiente se indica la probabilidad para cada uno de los valores del soporte. Se destaca en color
diferente la region critica.
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Se puede leer entonces que la potencia es:

B8 = prob. (aceptar Hy /H;) = prob. (X en W, /H;) = 0.1673

Simbdlicamente hemos calculado:

B=p(X >8/H) = fjmx —i/Hy) = fj (10>0.6i0.410‘i
=8

i=s N\
Observamos que coincide con el calculo anterior del error de tipo II para este ejemplo.

9.10.2 Caso 2: Potencia en hipdtesis simple vs simple

Hemos definido antes la region critica para este caso. En el cuadro siguiente se pueden visualizar los dos
errores (I= verde y II= naranja) y, opcionalmente, la potencia del test (regién amarilla).

Calcul errors tipus [ {o0 = 0.6)

T S SN T B L
62 67 72 77 82 87 92 97

Potencia d

| Error de tipus I

Statmedia, IS
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La definicién de potencia aplicada a este caso resulta:

£ = prob. (aceptar H; /H;) = prob. (X en W, /H;) = 0.80377

Simbdlicamente hemos calculado:

B=p(X >79869/H)—/OO L e (—@_8'5)2)@;
pifie =1 ' 7.9869 0.6v/2m P 2 x 0.6

En el documento interactivo se especifica la expresion para todo n.

9.11 Efecto del tamano muestral

Los contrastes éptimos para las situaciones aplicadas méas habituales ya estan completamente resueltos, de
modo que usualmente el experimentador solo debe elegir el nivel de significacién que desee, (ver por ejemplo
el capitulo de contrastes de una poblacion).

Una vez elegido a, quedan fijadas tanto la regién critica como la potencia del contraste. La tinica manera de
conseguir que un contraste mejore su potencia sin que repercuta en un aumento excesivo de « es incrementar
el tamano muestral N.

Aumentar N varia la ley de distribucién del estadistico de test y generalmente disminuye su varianza. La
consecuencia de mantener a constante y aumentar N se traduce en una mejora de las propiedades del test.
Una pregunta crucial -abierta, de momento- es: jcudnta muestra hace falta?

9.11.1 Caso 1

En el documento interactivo se presenta un applet donde se calcula el error de tipo II cuando aumenta N.
Aqui solo se presenta el grafico donde se representan los dos errores simultdneamente para diferentes regiones
criticas de la forma {a,a+ 1,... N}. La hipétesis alternativa estd indicada en la leyenda.

®

P R T T R S T | T FEE N TN
08 10 20 30 40 S0 &0 7.0 80 60 100 0D 20 40 60 80 100920140960 1800

Siatmadia, ISEN B 024, @ Pl oo Sritmadis, ISEH B EEIR- A58 & Fulific

L d

9.11.2 Caso 2

Veremos aqui solo cémo afecta el tamafio de la muestra (para N = 16 y N = 30) a los dos errores, manteniendo
la regién critica constante. En el documento interactivo se pueden consultar otras combinaciones. Al aumentar
N, las distribuciones en el muestreo de la media bajo Hy y H; presentan cada vez un menor solapamiento.
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9.12 Hipdtesis simples vs. hipdtesis compuestas

Hasta ahora hemos tratado el caso mas sencillo de contraste: dos hipdtesis simples. En la practica, las
situaciones realmente interesantes conllevan -al menos- una hipétesis compuesta. Uno de los contrastes de
hipétesis més habituales consiste en:

H0:9=90
H1:67é60
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es decir, la hipotesis alternativa es la simple negacion de la nula. Este contraste se conoce como el de la
alternativa bilateral.

Los conceptos de estadistico de test, de regién critica, de regiéon de aceptacién y de nivel de significacion
seguiran siendo los mismos. Ahora bien, como se verd a continuacién, se debe ampliar la definiciéon de potencia
respecto al caso simple contra simple.

9.12.1 Caso 1: Hipd6tesis compuestas

Cambiando el planteamiento inicial, supongamos que la polémica sobre la proporcién de hembras en los nidos
se refiere a si es equitativa o no respecto al niimero de machos. Las hipdtesis a verificar entonces serdn:

Hy:p=05
Hlp#OE)

Observemos primero que ya no es consistente mantener una region critica basada solo en la cola derecha de
la distribucién, como en el caso simple contra simple, que en resumen consistia en:

Regi6 critica W, ={8,9,10}
Estadistic de test T = nombre de femelles totals en els 10 nius
Nivell de significacié a = 0.0547

Ahora esta region ya no es adecuada. Basta con considerar el ejemplo de obtener una muestra con T = 0. A
pesar de ser sumamente improbable bajo Hg, el criterio impone aceptar la hipétesis nula, en contra de otras
hipétesis més plausibles (cualquier con p < 0.5).

El sentido comin indica que la regién critica debe abarcar ahora ambos extremos del soporte. Si tomamos
por ejemplo:

W, = {0,1,2,8,9,10}

Yalor de X Prob. X = x

0.0010 Valor de p a |la binomial

0.0098
0.0439 41
01172
0.2051
0.2461
0.2051
01172
00438

0.0098
10 I 0.0010
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la suma siguiente (que corresponde a los valores destacados en la tabla):

2 10
a=p(X <2/Hy)+p(X >8/Ho) =Y p(X=i/Ho)+» p(X =i/H)
=0 =8

/10 10 10 10 10 10 10
~1(@) () (G)+ () () = () oo
nos proporciona el nivel de significacién de este test bilateral.

9.12.2 Caso 2: Hipoétesis compuestas

A pesar de que seguramente todavia no es el contraste de hipétesis que realmente interesa a la asociacién
ADG, por razones didéacticas supondremos que se pretende dirimir simplemente si es aceptable la media
propuesta en la bibliografia. Las hipotesis que hay que verificar entonces seran:

Hy:p=7

Hy:p#7
Ya no es consistente mantener una regioén critica basada solo en la cola derecha de la distribucién, como en el
planteamiento original de este caso (que contrastaba una hipétesis simple contra otra simple).

Para entenderlo se puede considerar por ejemplo una muestra con una media muestral de 5. A pesar de ser
sumamente improbable bajo Hy, dado que pertenece a la regién de aceptacion, el criterio impone aceptar la
hipétesis nula, en contra de otras hipdtesis méas plausibles (cualquiera con p < 7).

Nuevamente, el sentido comtn indica que la region critica debe abarcar ahora ambos extremos del soporte.
Si tomamos por ejemplo:

W, = (—00, 6.0131]U[7.9869, +00)

Se obtiene a = 0.1. En el cuadro siguiente se visualiza la region critica y se evaliia el nivel de significacion
resultante:
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Mou [a barra per canviar Vi
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Statmedia, ISBN 84 @ Publicacions UB, 2003

Simbdlicamente, el nivel de significacion de este test se calcula de la siguiente forma:
o =p (X1 < 6.0131/Hy) + p (X16 > 7.9869/Hy)

6.0131 o
- / ISR (x)dx + / [ (z)dx

—00 7.9869
6.0131 — 7 7.9869 — 7
—Fy () o, (R
Z( 2.4/v/16 ) ( 2.4/v/16 )

Donde:

i 1 (x —17)2
Fra(0) = goo= (——2 . 0‘62)

9.13 Funcién de potencia

Una de las diferencias conceptuales més importantes entre el caso de una hipdtesis simple contra otra simple
y el caso con una alternativa compuesta se encuentra en la definicién de potencia. En este segundo caso ya
no se presenta un unico posible valor del parametro bajo la hipotesis alternativa, sino que se contempla todo
un conjunto. En la mayoria de tests habituales, serd un intervalo real o una unién de intervalos reales. Por
ejemplo:

H1:97é90
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Desde el punto de vista de la estadistica paramétrica clasica, una vez hecho el experimento aleatorio, 6
presenta solo uno de los posibles valores dentro del subconjunto de la alternativa, aunque éste sea desconocido.
Por tanto, la definicién de potencia enunciada antes:

B = prob. (aceptar Hy /H; cierta)

no se puede calcular globalmente para toda Hy, sino que se debe distinguir cada uno de los valores posibles
dentro de Hy. De ahi el interés de definir la funcién de potencia:

B(0) = prob (aceptar Hy /6 cierto )
donde 6 es un valor cualquiera del pardmetro, incluso valores correspondientes a Hg. Si Hy es simple (un solo

pardmetro ), resultara:

B (8p) = prob (aceptar Hy /6 cierto ) = «

9.13.1 Caso 1: Funcién de potencia

Ahora la potencia depende de la proporciéon concreta de hembras que se elija como alternativa. La expresién
general es:

1-B=pB<X<T/H)=> p(X=i/H)=)_ (12.0)#(1 -p)

=3 1=3

dado que la regi6n critica es W, = {0,1,2,8,9,10}. En los cuadros siguientes se obtiene el valor de la potencia
(8) inicialmente para p = 0.6 y para p = 0.8 (en el documento interactivo se puede variar arbitrariamente la
proporcién bajo Hy):

Mitjana pern Prob. Interval

0049
00441

09332

= T
=

En el gréafico siguiente se representa la funcién de potencia para todo el rango de parametros:
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Potencia binomial, alfa aprox. 0.05

00010203 04050607080891.0

e Binomial

e Binomial inicial

9.13.2 Caso 2: Funcién de potencia

Ahora la potencia depende de la media concreta 1 que se elija como alternativa. La expresién general del
error de tipo II es:

1—p3=p(6.0131 < X146 < 7.9869/H;)
7.9869 2
1 _
= / exp [ — (z N1)2 di
6.0131 0.6v/2m 2% 0.6
_ R <6.0131 — ul) Ll F (7.9869 — m)
2.4//16 2.4/\/16

dado que la regién critica es W, = (—00, 6,0131]U][7, 9869, +00).
En el cuadro siguiente se obtiene el valor de la potencia ( £ ) inicialmente para p = 8.5.

En el documento interactivo representado en la imagen puede cambiar el valor de la alternativa y observar
los cambios en los dos errores y en la potencia:
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Calcul errors tipus i ll (o0 = 0.6)

altzar error tipus |

altzar error tipus Il

altzar poténcia

Statmedia, ISBN -4, @ Pub

En el grafico siguiente se representan dos funciones de potencia, para a = 0.05, 0 = 2.4 y que respectivamente
corresponden a n = 16 (la situacién de este caso 2) y an = 1. En el documento interactivo representado en
la imagen se pueden variar todos aquellos pardmetros que afectan a 3 : a, oyn y compararlos con la situacién
original.

4 Potencia mitiana n normals = 7.0

) a=010,n=16

I S SN N T N |
10 3050 7090 110 15l

Statmedia, ISBN 8

9.14 Tests 6ptimos

En muchas situaciones aplicadas se pueden plantear diferentes reglas de decisién para resolver un mismo
contraste, de modo que proporcionen un mismo error de tipo I. Es necesario entonces adoptar un criterio
adicional para escoger cudl es el mejor test posible para resolver este contraste. Tal como hemos visto en
el caso de hipdtesis simple vs. simple, esto ocurre forzosamente por analizar el error de tipo II asociado a
cada test. En el caso de una alternativa compuesta, esto lleva a estudiar el comportamiento de la funcién de
potencia en todo el rango de parametros asociados a la alternativa.

El estudio de los tests que presentan propiedades 6ptimas desde el punto de vista de la potencia sobrepasa
los objetivos marcados por este curso El lector interesado puede consultar alguna definicién més en los
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complementos, aunque esta informacién no es estrictamente necesaria para seguir ni el resto de este tema
ni los ulteriores. En los proximos capitulos solo se senalard, a titulo informativo, cudndo un test es 6ptimo
desde el punto de vista de la potencia. En nuestro desarrollo es suficiente conocer que existen resultados
generales en estadistica matematica que permiten asegurar cuando existe este tipo de test y cémo obtenerlo.

9.15 Pruebas bilaterales y pruebas unilaterales

Un contraste bilateral adopta en general la forma:

Hyp:0=0y contra H;:60F6

En determinadas ocasiones el experimentador prefiere plantear directamente un contraste de la forma:
Hop:0=6y contra H;:0>06,

conocido como contraste unilateral derecho. Obviamente, otra posibilidad es el unilateral izquierdo:

Hy: 0 =0y contra Hj :0 <6

En estos tres casos, el contraste de hipotesis es simple contra compuesta. En la mayoria de situaciones
aplicadas, en realidad se pretenden resolver contrastes unilaterales que conllevan hipétesis compuestas. El
unilateral derecho es entonces:

Hy: 0 <6, contra H,:0> 6,

el izquierdo es: Hy:0> 0, contra Hy:0< 06,

Aunque esta tltima formulacién esté relacionada con los contrastes unilaterales simple contra compuesta
anteriores, las dos hipétesis no son técnicamente equivalentes. A fin de simplificar la interpretacion de los
contrastes unilaterales, atendiendo a los casos que se tratan en este curso, se formulan los contrastes de esta
ultima manera (compuesta contra compuesta) y se toma el nivel de significacion como si fuera el del contraste
simple contra compuesta.

En cualquier caso, es importante entender que solo se ha resuelto uno de los tres contrastes (bilateral o
unilateral) con un conjunto de datos concreto. Por ejemplo, es incorrecto desde el punto de vista metodoldgico
comenzar contrastando bilateralmente y hacer después un test unilateral. El contraste que se debe emplear
debe decidirse con base en conocimientos previos del problema, o bien siguiendo la cuestiéon de interés aplicado
que se quiere responder.

9.15.1 Caso 1: Prueba unilateral

Supongamos que la controversia entre los dos ornitdlogos se hubiera planteado originalmente en los siguientes
términos. Segin da Souza, el niimero de hembras por nido es como méximo del 50%. En cambio, para Calves,
hay més hembras que machos. El contraste que hay que resolver para dirimir cudl de los dos especialistas
tiene razoén seria, pues:

Ho:p<05
H1:p>0.5

Respecto al caso general se sustituye el parametro genérico 8 por p, y el valor g = 0.5. Tomando la regién
critica como W, = {8,9, 10}, en el cuadro siguiente se presenta el nivel de significacién:
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Mitiana (x ob, b Mitjana pern Prob. Interval

01915

0.9772 94,97 0.0441

9.15.2 Caso 2: Prueba unilateral

El planteamiento siguiente se aproxima méas a lo que realmente deberia intentar aclarar la asociaciéon de
deportistas ADG. Si hacen caso a la fuerte sospecha de que la tasa de statdrolona ha aumentado, es méas
coherente plantear las siguientes hipétesis:

H()Z,u,§7
H12/,L>7

Tal como ya se ha planteado en el caso 1, ahora se debe considerar una regién critica basada en la cola
derecha de la distribucién. Se deja al lector razonar por qué debe ser asi. Cuando se toma, por ejemplo:

W, = [7,9869, +00)

se obtiene a = 0.05. En el cuadro siguiente se presenta la regién critica (en el documento interactivo se puede
variar la regién critica y modificar por tanto el nivel de significacién):
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Regid critica (W)
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Statmedia, ISBH 84 g-333-3_ & Publicacions UB, 2003

Simbdélicamente, se calcula:

_ < (x — 7)2> (7.9869 - 7>
a=p (X > 7.9869/Ho) = oxp (-0 Ve =1 p, (L1
p(Xio 2 /Ho) /7,9869 0.6v2r P ( 2 % 0.62 2.4/v/16

que nos proporciona el nivel de significacion de este test unilateral. Asi pues, no hay ninguna diferencia ni en
el calculo ni en el grafico respecto a lo ya visto en el apartado de hipétesis simple contra simple. En relacién
con la potencia, se trata de una funcién que depende de la p concreta de la hipétesis alternativa (simple), y
por esta razén resulta:
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Calcul errors tipus 1ill (o0 = 0.6)
e sotaHO: u=7.0

| 1 | 1
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Mivell significacic |

Statmedia, ISBN & 333-4, & Publicacions UB, 2003

Regid critica (Wa)

Una observacion final referente a este caso 2. En el planteamiento actual solo queda ya la arbitrariedad
consistente en asumir una o = 2.4 poblacional fija. En el tema 10, se estudiard cémo abordar este estudio sin
asumir mas condiciéon que el modelo de probabilidad Normal.

9.16 Eleccién del nivel de significacion

. Qué nivel de significacién se debe utilizar? En contra de cierta préctica estadistica, desgraciadamente
bastante extendida, en realidad no se puede responder a esta pregunta dando simplemente un valor al nivel
de significacion. Si se consultan publicaciones cientificas aplicadas para conocer qué « usar, en la mayoria
de estudios se obtendra que el més utilizado es a = 0.05 (5% de error), siendo el segundo lugar ex aequo
a=0.01 (1%) y @ = 0.1 (10%). Estos son los niveles aconsejados en muchos textos elementales de estadistica.
Veamos por qué se han aconsejado estos valores.

Antes de la universalizacién del uso del ordenador, los calculos estadisticos se completaban mediante diferentes
tablas para encontrar las fronteras de la regién critica y decidir qué hipotesis aceptar. Los valores 5%, 1%
y 10% fueron inicialmente elegidos como los més representativos en las colecciones de tablas, ya que no
resultaba practico publicar tablas para cualquier «.. Asi, estos valores se fueron convirtiendo, con el paso del
tiempo, en un convencionalismo més. Se ha llegado a producir el efecto perverso, en algunos campos del
conocimiento, de que algunos editores mal informados solo aceptan trabajos con un 5% de significacién.

No obstante, no hay ninguna razon cientifica que indique que estos valores son forzosamente los més adecuados.
Ya hemos visto que la potencia tiene también una importancia capital cuando hay que calificar la bondad del
test, sin olvidar la influencia que tiene el tamafio de la muestra sobre 1 — 3. La metodologia més razonable
es obtener el p-valor y, si es posible, definir antes de la obtenciéon de la muestra una diferencia minima
significativa que garantice la potencia deseada (definiremos a continuacién estos dos conceptos). Solo con

181



estas tres cantidades el contraste queda satisfactoriamente planteado.

Desde nuestro punto de vista, hoy en dia, exponer las conclusiones de cualquier estudio solo a partir de un
nivel de significacion fijo para todos los contrastes es un procedimiento estadistico muy rudimentario.

9.17 El p-valor

La eleccion del nivel de significacion, tal como se ha comentado anteriormente, es en cierta manera arbitraria.
Sin embargo, una vez obtenida la muestra, se puede calcular una cantidad que si permite resumir el resultado
del experimento de manera objetiva. Esta cantidad es el p-valor, que corresponde al nivel de significaciéon
mas pequeno posible que se puede elegir, para el cual todavia se aceptaria la hipotesis alternativa con las
observaciones actuales. Cualquier nivel de significacién elegido inferior al p-valor (simbdlicamente py) conlleva
aceptar Hy. Obviamente, como es una probabilidad, se cumple que:

0<p, <1

El p-valor es una medida directa de lo inverosimil que resulta obtener una muestra como la actual si es cierta
Hy. Los valores pequenos indican que es muy infrecuente obtener una muestra como la actual, en cambio, los
valores altos muestran que es frecuente. El p-valor se utiliza para indicar cudnto (o cudn poco) contradice la
muestra actual la hipétesis alternativa.

Informar sobre cudl es el p-valor tiene la ventaja de permitir que cualquiera decida qué hipotesis acepta
basandose en su propio nivel de riesgo a. Esto no es posible cuando se informa, como ha sido tradicional,
indicando solo el resultado de la decisién, es decir, aceptando o rechazando Hy con un « fijo.

Cuando se proporciona el p-valor obtenido con la muestra actual, la decision se hace segin la siguiente regla:

si py < a, aceptar Hy

si py > «, aceptar Hy

Desde el punto de vista préactico, algunos paquetes estadisticos proporcionan en sus listados el “significance
level”, cuya traduccion literal es “nivel de significacién”, cuando en muchas ocasiones se refieren en realidad
al p-valor (“p-value”).

9.17.1 Caso 1: Célculo del p-valor (prueba unilateral)

Sigamos con la hip6tesis unilateral:

Hy:p<0.5
H1:p>0.5

Supongamos que, una vez obtenida la muestra de n = 10 nidos, resulta que en seis de ellos el polluelo
corresponde a una hembra. Hay que recordar primeramente que en este caso el estadistico de test T es una
variable discreta, y por lo tanto no es posible obtener cualquier a.

El p-valor es el menor « que permite aceptar Hy. Con la tabla siguiente:
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Mitjana pern Prob. Interval

00062 G,7 ;7 0.0049
00228 3 0.0165
0.0441
01587
0.3085
0.5000
06315
08413 9 0.14599
0.0918
09772 94.97 0.0441

Se obtiene el p-valor asociado a T' = 6 hembras. Consideremos principalmente los siguientes casos:

1. Si se escogiera o = 0.1719, la regién critica correspondiente seria W, = {7,8,9,10}. Como no se
incluyen 6 hembras, habria que aceptar Hy. Por tanto, @ no cumple la definicién de p-valor, ya que se
debe rechazar Hy: p, debe ser forzosamente mayor.

2. Si se eligiera o/ = 0.3770, la regién critica correspondiente serfa W, = {6,7,8,9,10}. Con &' se
rechazaria Hy.

3. Si se seleccionara o = 0.6230, la regién critica correspondiente seria Wo» = {5,6,7,8,9,10}. Con "
también se rechazaria Hy.

Observamos que o < o', y entre los dos valores no es posible obtener ningtin otro nivel de significacién con
el test que hemos planteado. Por tanto, o’ es el nivel de significacién minimo con el que rechazariamos H,
con la muestra actual o, dicho de otro modo, o’ es el p-valor.

Este es el detalle de cémo se calcula el p-valor. Usualmente, de esto se encarga software especializado (un
paquete estadistico, una hoja de cédlculo,...), que devuelve simplemente la informacién p, = 0.3770. Ahora
bien, lo que no resuelve el programa es qué debe decidir finalmente el experimentador, es decir, en nuestro
caso, da Souza o Calves.

Pues bien, en este momento, se deberd comparar p, con el nivel de significacién elegido a priori (por ejemplo,
a = 0.05):

pv = 0.3770 > o = 0.05 por tanto, aceptar Hy.

El valor de p, indica que hay una frecuencia del 37.7% de obtener muestras con T > 6 hembras bajo Hg vy,
por tanto, que no hay indicios suficientes de discrepancia entre la muestra obtenida y la hipdtesis de da Souza
consistente en que p < 0.5.

Una vez maés, hay que insistir en que p, es un valor objetivo -cualquier experimentador dara el mismo valor
una vez obtenida la muestra-, mientras que « es subjetivo, elegido por el experimentador segiin su experiencia.

9.17.2 Caso 2: Célculo del p-valor (prueba unilateral)

Consideremos primero el cdlculo del p-valor cuando las hipdtesis son:

Ho:p <7 contra Hy:pu>7
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En el cuadro siguiente se presentan los datos obtenidos en el experimento, su media y la desviacién estandar
corregida, asi como el p-valor y la decisién final segin el nivel de significacion 0.05. Como T = 8.54, el p-valor
corresponde a la cola de la curva Normal situada a la derecha de T. En el grafico se superpone el color rojo
del p-valor al verde de la zona correspondiente a « en la parte mas extrema de la cola.

Mitjana |
Desy. estandarc |
Grandaria mostra I

[ sote HO p=7.0

L | - — /I —

1 I
49 54 589 64 EB9 74

Regio critica (¥ ). |

Mivell significacio | canviar o [ I

P-wabor Decizid resuttant |

Statmedia, ISBHN B4- Z-343-4 @ Pyblicacions UB, 2003

Asfi pues, se rechaza Hy, ya que a = 0.05 > p, = 0.00513. En el documento interactivo es posible elegir otros
niveles de significacion. Segun el nivel elegido se aceptara o rechazara la hipétesis nula.

El cuadro anterior ilustra la relacion entre los conceptos del p-valor y del nivel de significacién, ahora bien, el
lector NO debe extraer la conclusiéon de que debe ajustar a en ningin sentido: « se elige siempre a priori
(antes del andlisis), nunca en funcién de los datos (o del p-valor). Respecto al cdlculo simbdlico del p-valor,
en el ejemplo se ajusta a la expresion siguiente:

pv=p (Xlﬁ > 854/H0)
<1 (x — 7)2>
= exp | ——L | da
/8,54 0.6v2r P ( 2 % 0.62
.54 —
—1-F <M> — 0.0513

0.6
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En el documento interactivo se pueden cambiar los datos de los dieciséis atletas, lo que permite resolver
algunas de las cuestiones planteadas méas adelante. Alternativamente al p-valor, también se puede visualizar
la potencia o el error de tipo II.

9.17.3 Caso 2: Célculo del p-valor (prueba bilateral)

Consideremos ahora el célculo del p-valor cuando las hip6tesis son:

Ho:pu=7 contra Hy:pu#7

El p-valor corresponde ahora a dos colas de la curva Normal: una es la misma que en el caso unilateral, es
decir, la situada a la derecha de T = 8.54, la segunda es la cola simétrica a la anterior respecto a p =7, es
decir, la cola izquierda situada en 2u — T = 5.46. Como antes, en el cuadro se superpone el color rojo del
p-valor al verde de la zona correspondiente a « en la parte mas extrema de las dos colas. En el documento
interactivo se pueden cambiar datos, el nivel de significacién y el punto donde se calcula la potencia.

Mitjana I
Desv. estandarc |
Grandaria mostra _I

e sota H1: u=85
e sota HO: p=7.0

O visualtzar error | i p-valor

i visualitzar error tipus I

1
49 54 59 B4 69 74 79 584 89 94

® vizualtzar potencia

Regio critica (Wi Error de tipus Il |

Nivel significacia; I canviar o [T mi

P-valor | Decizio resultant

Statmedia, ISBH 8 443-4, & Publicacions UB, 2003

El célculo del p-valor se corresponde, con los datos originales, a:
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pv =p (X6 < 5.46/Hy) + p (X16 > 8.54/Hy)

5.46 0o
:/ f)—(w(x)der/ f)gw(m)dx
0 8.54

=2p (X16 > 8.54/Hy) = .01027

Asi pues, se rechaza Hg, puesto que:

a = 0.05 > pv = 0.01027

En general, si la distribucién del estadistico es continua, como en este caso, se puede calcular facilmente
el p-valor de la prueba bilateral a partir de la unilateral, y viceversa. Asi, si designamos con pyun; vV Pbils
respectivamente, los p-valores de la prueba unilateral y bilateral, tendremos que:

e Sipuni < 0.5, entonces ppi; = 2puni- Es decir, el p-valor es exactamente el doble que el de la prueba
unilateral.

e Si puni > 0.5, entonces pypy = 2(1 — puni). Es decir, el p-valor es exactamente el doble que el
complementario del p-valor de la prueba unilateral.

9.18 Pruebas exactas y pruebas asintéticas

Los dos errores ( @« y 1 — ) implicados en cualquier contraste son probabilidades que se basan en hip6tesis
sobre el pardmetro que queremos contrastar. De manera similar a los intervalos de confianza (véase, por
ejemplo, los intervalos para una proporcién y para la media de una Normal), se pueden clasificar los tests en
relaciéon con la distribucién empleada.

Si se puede establecer explicitamente para cualquier tamano de muestra N qué distribucién tiene el estadistico
de test, y ademas es factible el calculo de los errores, se obtendra una féormula valida para todo N. Este es
el caso de los dos ejemplos seguidos en este capitulo. Un test con estas caracteristicas se denomina prueba
exacta. La prueba t de Student para dos muestras y la prueba F de comparacién de varianzas son ejemplos
de uso cotidiano en experimentos reales.

En otros casos, cuando existe dificultad para resolver el calculo de los errores con la verdadera distribucién
del estadistico, se recurre a las propiedades en el limite de las distribuciones. Un recurso habitual es aplicar
el teorema central del limite si la distribucion del estadistico tiende a una Normal. En este segundo caso,
el test obtenido solo serd valido para valores grandes de N, y entonces se denomina prueba asintotica. Los
ejemplos mas conocidos son las diferentes pruebas de Ji-cuadrado.

9.18.1 Caso 1: Test asintotico

Hasta el momento nos hemos basado para resolver los contrastes en la distribucién exacta del estadistico T' =
nimero de hembras en diez nidos, que es una Binomial (n,p), con n = 10 y p desconocida. La distribucién
exacta de T nos permite calcular p-valores, potencias, etc. para cualquier tamano de muestra n. No obstante,
los célculos con la distribucién Binomial se pueden aproximar mediante la distribucién Normal a partir de
tamanos de muestra de treinta o mayores. La distribucion asintética de T es:

T = N(np,/np(1 —p))
Por ejemplo, si se pretende contrastar:

Hy:p=05
Hy:p#05
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con n = 36, bajo HyoT serd aproximadamente N(18,3). En el documento interactivo se presenta un cuadro
donde podemos comprobar las diferencias entre el p-valor exacto y el p-valor segin la distribucién asintotica
para diferentes n y diferentes valores de T. Por ejemplo, para n = 36 y 28 hembras las diferencias son:

pv exacto — py asintético = 0.00119 — 0.00085 < 0.004

(, Qué interés tiene entonces la distribucion asintotica si conocemos la exacta? La ventaja se sittia en el terreno
del célculo: la distribucién Normal es mas facil de usar computacionalmente tanto si se evaltia mediante
tablas (y calculadora) como si se evaltia con el ordenador. En cambio, la férmula de la densidad Binomial
conlleva dificultades operativas con los factoriales cuando n > 30.

9.18.2 Caso 2: Test exacto

Ya se ha analizado anteriormente con detalle la distribucién de la media de n atletas cuando la variable
observada es una Normal. En resumen, la densidad obtenida es una Normal de parametros:

Xy~ N(p,2.4/v/n)

Por lo tanto, mediante esta distribucion exacta del estadistico para cualquier tamano de la muestra, se puede
plantear sin la necesidad de aproximar a ninguna otra distribucién el célculo del p-valor, de la potencia, etc.

9.19 Relacién con los intervalos de confianza

Los contrastes de hipotesis estan muy relacionados con la teoria de los intervalos de confianza. En muchos
casos se puede resolver la misma cuestion aplicada formuldandola por cualquiera de las dos vias. Por ejemplo,
el contraste:

Hp:0=0p contra H;j:80+#6,

se puede resolver planteando el intervalo de confianza para 6, con coeficiente de confianza 1 — a. Supongamos
que el intervalo obtenido es [a;b]. Entonces, si:

si 6 € [a; b] aceptar Hy
si Oy ¢ [a;b] aceptar Hy

Este contraste tendra como nivel de significacién «.. Es posible proporcionar incluso el p-valor si se ajusta la
anchura del intervalo para que sea el mas amplio posible y a la vez excluya 6.

Inversamente, es posible utilizar la regién critica de un contraste para proporcionar una estimacién por
intervalo del pardmetro. Los contrastes bilaterales corresponden a intervalos también bilaterales centrados,
mientras que los contrastes unilaterales derechos corresponden a estimaciones unilaterales por exceso y los
unilaterales izquierdos, a estimaciones por defecto.

9.19.1 Caso 2: Relacién con los intervalos de confianza

En el tema anterior se ha estudiado el intervalo de confianza para la media de una distribucién Normal.
Continuando con las premisas que se han seguido hasta ahora en el caso de la statdrolona, deberemos
considerar el intervalo para la medida cuando la varianza es conocida.

_ o — g
X6 — Za/Q% <p< Xigt+ Za/zﬁ

Si tomamos como nivel de confianza 1 — a = 0.95, con los datos obtenidos resulta:
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2.4
V16

Es decir, se obtiene el intervalo [7,3646;9.7154]. Atendiendo a que la media bajo la hip6tesis nula es p =7,
y que no esta incluida en el intervalo anterior, se rechaza la hipdtesis nula: la media es significativamente
diferente de 7. Es la misma conclusiéon que la que hemos obtenido en el contraste bilateral anterior. Ademas,
dado que se ha calculado un intervalo bilateral, la hipdtesis alternativa correspondiente a este intervalo es
también bilateral.

24
8.54 —1.959—— < pp < 8.54 +1.959
6 = IS

9.20 Tamaiios de muestra. Diferencia minima significativa

Una de las preguntas més frecuentes en estadistica aplicada se refiere a cudl es el tamano muestral mas
adecuado. En primer lugar, si la prueba es asintética, N debe ser suficientemente grande para que la
distribucién del estadistico bajo la hipdtesis nula esté bien aproximada. En el caso de las aproximaciones
normales, valores N > 30 son usualmente aceptados. Esta consideraciéon no se aplica si la prueba es exacta.

El segundo aspecto que hay que considerar se refiere a la potencia deseada en el contraste. Pero la potencia varia
en funcién del pardmetro en los contrastes con alternativa compuesta, asi que, para formular correctamente el
problema, el experimentador debe proporcionar una cantidad adicional: la diferencia minima significativa A.

Para abreviar, ahora se detalla solo el contraste Hy : § = 6y contra Hy : 6 # 6, pero la base conceptual es
parecida para las alternativas unilaterales.

El significado de A es entonces el siguiente: el experimentador considera que no es importante en la practica
equivocarse aceptando la hipdtesis nula (es decir, cometer un error de tipo II) en el rango de alternativas
situadas en el intervalo (fp — A; 0y + A). En cambio, 6y £ A son los dos primeros puntos, a medida que 6 se
aleja de la hipdtesis nula, que el experimentador considera importante diferenciar de 8. Es justamente en
estos dos puntos donde se ajusta el tamano de la muestra para garantizar la potencia deseada. Logicamente,
la potencia serd todavia mas alta si la alternativa finalmente cierta estd aun a mayor distancia que A.

La eleccién concreta del valor de A depende de cada situacion aplicada, pero en cualquier caso es una cantidad
elegida por el experimentador, no dictada por una regla estadistica.

Una vez elegidos A y la potencia deseada en ese punto, es posible indicar cuél es el tamafio minimo de la
muestra para resolver adecuadamente el problema. En algunos casos requerird un experimento piloto antes
de proceder con el experimento definitivo.

9.20.1 Caso 2: Caélculo del tamaiio de la muestra

El estadistico de test de este caso (la media de los atletas) tiene una distribucién exacta conocida para todo
n que se ha descrito anteriormente. Por lo tanto, aqui el experimentador debe elegir la diferencia minima
significativa (A) y la potencia (8) para determinar el tamafio de la muestra adecuado. Supongamos que se
quiere hacer el contraste bilateral:

Ho:pu=7 contra Hy:pu#7

con las condiciones siguientes del experimento fijadas:

a=5% [F=90% A =0.8ng/ml

Dicho de otro modo, se pretende obtener una potencia del 90% en los puntos:

wo—A=62 pu+A=78
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Estos son los dos primeros valores (menor y mayor que pg = 7, respectivamente) que el experimentador no
quiere que se confundan con Hy, excepto con un error del 10%. Por tanto, se debe aislar el valor de n que
cumpla las siguientes condiciones simultaneamente:

{ p(‘Xn_M \/ﬁ/ozza/g/Ho) =«
p(Xn_HJ \/E/UZZQ/Q/HlA):ﬁ

H;a corresponde a la hipdtesis simple u = pog + A (7.8 en el ejemplo). Atendiendo a la distribucién de
la media de n atletas bajo cada una de las hipétesis, la tnica incégnita es n. Las constantes z,/2 y 21-p
corresponden a las colas derechas siguientes de la variable aleatoria Normal tipificada Z:

p(Z>z20p2)=0a/2 p(Z>2_p)=1-7

Cuando se resuelve el sistema de ecuaciones anterior se obtiene la férmula que proporciona el tamano deseado:

2
L Jo(zstza)
- A

Sustituyendo por los valores concretos del ejemplo:

n = {2.4(1.645 4 1.960)/0.8}? = 116.964

Redondeando, el tamano debe ser de 117 atletas. En el cuadro siguiente se muestra el tamano de la muestra
en funcion de la diferencia minima significativa deseada, junto con otros pardametros que afectan el problema:

opePrandaria de mostra en funcio de &

e M d'acord a barres
B N si a0=0.05 B=0.9C

o (poblacio) =2 4

a =005

. —
B=09

I Y I T
00 05 10 15 20 25 30 35 40

Statmedia, ISBN 84-5 443-4, @ Publicacions UB, 2003

Para los valores extremos de «(0) y de (1), el valor del tamafio de la muestra se hace infinito y no se puede
representar en el cuadro anterior.
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9.21 Esquema de un contraste correctamente planteado

Los conceptos expuestos hasta aqui son esenciales para entender qué es un contraste estadistico de hipdtesis
y poder aplicar correctamente los diferentes tests que se detallaran en proximos capitulos. En la practica, y
para la tranquilidad del experimentador, normalmente solo hay que preocuparse de identificar el problema que
hay que resolver (contraste sobre una, dos o més poblaciones), la familia de distribucién y finalmente aplicar
tests ya deducidos, algunos casi centenarios. Ahora bien, el experimentador debe elegir las tres cantidades
siguientes:

Si no se tiene un criterio definido, se utilizara el

1) nivel de significacién o estandar o = 0.05.

2) diferencia minima significativa A Elegida sobre la base de la experiencia en el campo
concreto de aplicacién.

3) potencia deseada en el punto a distancia A Si no se tiene un criterio definido, se tomara 5 = 0.8
para a = 0.05.

Con estas tres cantidades se podra deducir usualmente el tamafnio de muestra necesario, que completara el
diseno esencial del test. La informacion final del resultado del contraste debe indicar estas tres cantidades
junto con el p-valor obtenido. Resulta muy aconsejable acompaiiar el test con el intervalo de confianza
equivalente, que puede orientar sobre la significacién aplicada (no estadistica) del contraste.

9.22 Significacion estadistica y significacién aplicada

Al final de este tema resulta conveniente distinguir entre significacién estadistica y significacién aplicada.
Cuando se resuelve un contraste de hip6tesis se indica que hay significacién estadistica (S.E.) como sinénimo
de aceptacién de la hipotesis alternativa. A lo largo de este tema se ha visto, en sintesis, que la S.E. se
produce cuando los datos obtenidos en el experimento real y la hipdtesis nula presentan una discrepancia que
no se atribuye al azar, excepto en el porcentaje de casos marcado por el nivel de significacién elegido.

Usualmente, el limite entre la S.E. y la no significacién (que técnicamente corresponde a la frontera de la
regién critica) depende de la variabilidad del estadistico de test utilizado. Aqui interviene pues de manera
directa el tamano de la muestra N y la varianza del estadistico, como también se ha visto en los dos casos
presentados.

En determinadas situaciones, la variabilidad del estadistico es muy pequena, de modo que el contraste es
muy sensible a desviaciones pequenas de la hipétesis nula. Puede suceder entonces que, cuando se obtienen
los datos, el contraste senale que hay S.E., pero que la desviacion respecto a la hipotesis nula sea irrelevante
desde el punto de vista practico. La conclusién es que conviene analizar esta significacién aplicada (S.A.)
cuando se hace un contraste de hipotesis. En muchos casos, la manera mas sencilla es obtener el intervalo de
confianza adecuado e interpretar la informacion del contraste junto con la del intervalo.

En resumen, cuando se aplica cualquier contraste no debemos conformarnos con la simple lectura del p-valor
y decidir en consecuencia, sino que:

e sise ha detectado S.E., hay que valorar la S.A., por ejemplo, mediante un intervalo de confianza. Puede

haber S.E. pero que no haya S.A.

e si no se ha detectado S.E., hay que valorar si el tamano de la muestra es suficiente para detectar
(estadisticamente) las diferencias deseadas por el experimentador. Puede que no haya S.E. por un
tamaifio de muestra inadecuado y, por tanto, no se podria concluir sobre la S.A. Si el tamafio de la
muestra es suficiente y no hay S.E., entonces tampoco hay S.A.

9.22.1 Caso 2: Significacién estadistica y aplicada

Con los datos realmente obtenidos en el estudio, y la hipdtesis:
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Ho: =7 contra Hy:pu#7

va hemos visto que la conclusién, para a = 0.05, era indicar que hay significacién estadistica.

Supongamos que los fisidlogos aceptan que las diferencias en el nivel de la hormona son relevantes cuando hay
més de 0.2ng/ml de diferencia en la media de la poblacién. El intervalo bilateral en la muestra anterior es:
y permite afirmar que también hay significacién aplicada.

Supongamos que la poblacién tuviera una desviacion estdndar de 0.1ng/ml (en lugar de la 2.4 planteada
hasta ahora), y se hubiera obtenido una media igual a 7.13. El contraste de hipdtesis detectaria entonces
igualmente que hay S.E., pero en cambio cuando se observa el intervalo de confianza:

Habria que concluir que no hay S.A. En este segundo caso, la varianza tan pequena permite que el contraste
sea muy sensible a pequenas variaciones de la media. La S.E. en este ultimo ejemplo no resulta relevante en
la préctica.
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10 Construccién de contrastes de hipoétesis

10.1 ;Qué significa “construir” un contraste de hipotesis?

En el capitulo 9 se han presentado los contrastes de hipétesis como procedimientos operativos basados en un
estadistico de contraste y una regién critica asociada a dicho estadistico. En esta seccion adoptamos
ese mismo punto de vista y lo llevamos un paso més alld: no nos preguntamos cémo aplicar un contraste
concreto, sino c6mo se construye un contraste en general y qué criterios permiten decidir cudndo un
contraste es preferible a otro.

10.1.1 EIl contraste como regla de decision

Sea X = (Xi,...,X,) una muestra aleatoria con espacio muestral X y distribucién dependiente de un
pardmetro desconocido 6 € ©. Consideramos el contraste

Hy:0 € 0 frente a H,:0€0,,

con OgNO; = .
Siguiendo la convencién del capitulo 9, un contraste de hipdtesis se construye especificando:

o un estadistico de contraste T'=T(X),
e una regioén critica para el estadistico C C R,

de modo que se decide rechazar H; cuando

T(X) e C.

Este criterio define implicitamente una region critica en el espacio muestral,

R={zeX:T(z)ecC},
pero en la practica se trabaja casi siempre con T'y C, ya que simplifican la construccién y el analisis del
contraste.

Desde este punto de vista, construir un contraste equivale a elegir el estadistico 7" y la regién C.

10.1.2 Nivel de significacién como restriccion basica

El primer requisito que debe cumplir un contraste es el control del error de tipo I, es decir, la probabilidad
de rechazar Hy cuando esta es verdadera.

El nivel de significacion del contraste se define como

a = sup Py(T(X) € C).
[ISSH

Un contraste es de nivel « si esta probabilidad no supera el valor prefijado «.

Fijar el nivel impone una restriccién clara sobre la eleccion de C, pero no determina un contraste tinico.
Incluso fijando el modelo probabilistico, las hipotesis Hy y Hy y el nivel «, siguen existiendo miltiples
elecciones posibles del estadistico T y de la regién critica C.
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10.1.3 Primer ejemplo: distintos contrastes con el mismo nivel

Supongamos que X7, ..., X, es una muestra de una distribucién N(u, 1) y consideramos el contraste

Hy:p=0 frente a Hy:p>0.

Un estadistico natural es la media muestral X. Bajo Hy se tiene

- 1
x~n(o).
n

Un contraste habitual consiste en rechazar Hy si

donde c se elige de modo que

Py, (X >c¢) = a.

Sin embargo, este no es el tnico contraste posible de nivel a. Por ejemplo, también podriamos definir:

e Rechazar Hy si X; >k,
e Rechazar Hy si 0.8 X +0.2X, > d,

eligiendo k o d de forma que

Py, (T(X) € C) = a.

Todos estos contrastes controlan el error de tipo I, pero no utilizan la informacién de la muestra de la
misma forma. El control del nivel, por si solo, no permite decidir qué contraste es preferible.

10.1.4 Potencia como criterio de comparacién

Para comparar contrastes de igual nivel se introduce la potencia.

Dado un contraste definido por (7', C), su funcién de potencia es

B((‘)):}P’Q(T(X)EC)7 0e0o.
Para 0 € ©, 8(0) coincide con la probabilidad de error de tipo I. Para 6 € ©1, 8() es la probabilidad de
rechazar correctamente Hy.
Un contraste serd tanto mejor cuanto mayor sea su potencia bajo la alternativa. En general, no existe un
contraste que maximice simultdneamente la potencia para todos los valores de 6 € ©1, lo que introduce un
compromiso inevitable.
10.1.5 Segundo ejemplo: misma alpha, distinta potencia
En el ejemplo anterior, consideremos dos contrastes de nivel a:

1. Contraste A: rechazar Hy si X > c.
2. Contraste B: rechazar Hy si X; > k.

193



Ambos controlan el error de tipo I al nivel a. Sin embargo, para p > 0 se tiene, en general,

P (X >¢) > P, (X1 > k),

va que X utiliza toda la informacién de la muestra, mientras que X; solo utiliza una observacion.

Desde el punto de vista inferencial, el contraste A es preferible: tiene mayor potencia y discrimina
mejor entre Hy y H;.

10.1.6 De contrastes razonables a contrastes 6ptimos
El anélisis anterior conduce naturalmente a distinguir entre:

o Contrastes razonables, que controlan el nivel y presentan un buen comportamiento préctico.
e Contrastes optimos, que maximizan la potencia segin un criterio bien definido.

La nocién de optimalidad es conceptualmente potente, pero muy restrictiva y solo se alcanza en situaciones
ideales. La mayoria de los contrastes utilizados en la practica no son 6ptimos en sentido estricto, sino
soluciones que sacrifican optimalidad a cambio de generalidad o simplicidad.

Las secciones siguientes se centran en estos criterios de optimalidad y en las estrategias que se utilizan cuando
no es posible alcanzarlos.

10.2 Evidencia y decisién: dos enfoques clasicos

La necesidad de comparar contrastes con el mismo nivel conduce de forma natural a preguntarse qué criterio
debe utilizarse para decidir cuando un contraste es preferible a otro. Histéricamente, esta cuestion
dio lugar a dos enfoques distintos para la inferencia por contrastes, asociados a :contentReferenceoaicite:0 por
un lado, y a :contentReferenceoaicite:1 y :contentReferenceoaicite:2 por otro.

Aunque ambos enfoques conviven hoy en la practica estadistica, sus objetivos y su interpretacion del contraste
de hipétesis son conceptualmente diferentes.

10.2.1 El enfoque de Fisher: tests de significacién

En el enfoque de Fisher, el contraste se concibe como un procedimiento para medir la evidencia de los
datos contra la hipdétesis nula.

El punto de partida es:

e una hipétesis nula Hy,
o un estadistico de contraste T'(X) cuya distribucién bajo Hy es conocida o aproximable.

A partir del valor observado T'(x), se define el p-valor como

p =P, (T(X) > T(2)),
0, mas generalmente, como la probabilidad bajo Hy de obtener un valor del estadistico tan extremo o més
que el observado.
En este enfoque:

e 1o se formula explicitamente una hipétesis alternativa,
e 1o se habla de errores de tipo II ni de potencia,
¢ el p-valor se interpreta como una medida graduada de evidencia contra Hy.

La decisién de rechazar o no rechazar Hy es secundaria y, en cierto sentido, convencional.
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10.2.2 El enfoque de Neyman—Pearson: contraste como regla de decisién

En el enfoque de Neyman—Pearson, el contraste se plantea explicitamente como un problema de decision
bajo incertidumbre.

Se consideran dos hipdtesis:

Hy:0 €0 frente a H,:0 € 04,

y se construye un contraste que:

e controla el error de tipo I a un nivel prefijado «,
e tiene la mayor potencia posible bajo la alternativa.

En este marco:

o el contraste se define por un estadistico T'(X) y una regién critica C,
e el nivel a es un requisito fundamental,
« la potencia 3(0) es el criterio de calidad del contraste.

El objetivo no es medir evidencia, sino tomar una decisién con garantias probabilisticas bien definidas.

10.2.3 Diferencias conceptuales clave
Aunque en la practica ambos enfoques suelen mezclarse, conviene tener presentes sus diferencias fundamentales:

e Fisher se centra en la compatibilidad de los datos con Hj.

e Neyman—Pearson se centra en el comportamiento a largo plazo del procedimiento de decisién.
e El p-valor es central en Fisher, pero secundario en Neyman—Pearson.

e La potencia es central en Neyman—Pearson, pero no aparece en Fisher.

Estas diferencias no son meramente filoséficas: influyen directamente en cémo se construyen los contrastes
y en qué criterios se consideran relevantes.

10.2.4 Convivencia de ambos enfoques en la practica

En la practica estadistica actual es habitual encontrar procedimientos que combinan elementos de ambos
enfoques:

e se calcula un p-valor,
e se compara con un nivel « prefijado,
e se habla de potencia y tamafio muestral.

Esta convivencia no es contradictoria, pero si puede resultar confusa si no se distinguen claramente los
objetivos de cada marco tedrico.

En las secciones siguientes adoptaremos principalmente el punto de vista de Neyman—Pearson, ya que permite
formular de manera precisa el problema de la construccién de contrastes 6ptimos, sin perder de
vista las limitaciones précticas de dicho enfoque.

10.3 Tests 6ptimos: el lema de Neyman—Pearson

En las secciones anteriores hemos visto que, una vez fijado el nivel de significacién, existen multiples contrastes
posibles para un mismo problema, y que la potencia proporciona un criterio natural para compararlos. Surge
entonces una pregunta fundamental:

jes posible construir un contraste que sea éptimo en el sentido de maximizar la potencia?

El resultado central que responde a esta cuestion es el lema de Neyman—Pearson, que establece la forma
del contraste mas potente cuando ambas hipétesis son simples.
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10.3.1 Hipdtesis simples y razén de verosimilitudes

Consideremos un modelo probabilistico dependiente de un parametro 6 y el contraste entre dos hipotesis
simples

Hy: 0 =0, frente a Hy:0=20,

con Oy # 6.

Denotemos por fo(x) y fi(x) la funcién de densidad (o de probabilidad) de la muestra bajo Hy y Hi,
respectivamente. Se define la razén de verosimilitudes a favor de la alternativa como

~ fi(z)
Alz) = o)

Valores grandes de A(z) indican mayor compatibilidad de los datos con Hy que con Hy.

10.3.2 Enunciado del lema de Neyman—Pearson

Entre todos los contrastes de nivel a para contrastar Hgy frente a Hq, el contraste que rechaza Hg cuando

AX)>c

para una constante c elegida de modo que
PHO (A(X) 2 C) =«
es el contraste méas potente, es decir, el que maximiza la potencia

B(61) =Py, (A(X) = ¢)

entre todos los contrastes de nivel «.

Este contraste se denomina contraste de razén de verosimilitudes y proporciona una solucién 6ptima en
el caso de hipétesis simples.

10.3.3 Ejemplo: modelo normal con varianza conocida

2

Sea X1,..., X, una muestra de una distribucién N(u,o?), con o2 conocida. Consideremos el contraste

Hy:p=pg frente a Hy:p=p,

con pg > fo.

La razén de verosimilitudes viene dada por

1~ o - n(pi — 1)

Dado que esta expresién es una funcién monétonamente creciente de > X, el contraste mds potente rechaza
Hy cuando
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n
ZXjZC — X>/,
=1

donde la constante ¢’ se elige de modo que
Py, (X > ) =a.

Este procedimiento conduce exactamente al contraste Z unilateral habitual. El lema de Neyman—Pearson
permite, en este caso, justificar su optimalidad para hipétesis simples.

10.3.4 Ejemplo: modelo de Poisson

Sea X1,..., X, una muestra de una distribucién Poisson con pardmetro A. Consideremos el contraste

H()Z)\:)\o frente a H1 2)\:)\1,

con A1 > Ag.

La razén de verosimilitudes es

A(z) = <>E exp(—n(A1 — Ao)).

Esta expresion es monétonamente creciente en > X;. Por tanto, el contraste més potente rechaza Hy cuando

Xn:Xj > ¢,
j=1

donde c se elige de modo que

n
PHO ZXJ >c| =a.
j=1

Este ejemplo muestra que el lema de Neyman—Pearson no se limita al modelo normal y se aplica de forma
natural a modelos discretos.

10.3.5 Extensiones del lema de Neyman—Pearson

El lema de Neyman—Pearson garantiza la existencia de un contraste éptimo tinicamente en el caso de hipétesis
simples. Sin embargo, en determinadas situaciones puede extenderse a hipétesis compuestas.

Consideremos un contraste unilateral

Hy:60=0g frente a Hy:0> 0,

dentro de una familia exponencial de una dimensién, con densidad de la forma
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f(@|0) = exp{n(0)T(x) — A(0) + B(x)} .
Si la razén de verosimilitudes entre 6, > 0y y 6y es monétona creciente en T'(x), la regién critica obtenida
mediante el lema de Neyman—Pearson no depende del valor concreto de 6.

En este caso existe un contraste uniformemente mas potente (UMP) para la alternativa unilateral, que
rechaza H; cuando

T(X)>c¢,

con ¢ elegido de modo que el nivel sea «.

Este resultado explica la existencia de contrastes unilaterales simples y bien definidos en modelos como el
normal, el Poisson o el binomial.

10.3.6 Limites del enfoque
Cuando:

e la familia no es exponencial,
e la alternativa es bilateral,
e 0 la region critica depende del pardametro bajo Hy,

no existe, en general, un contraste éptimo en el sentido de Neyman—Pearson.

En estas situaciones es necesario recurrir a procedimientos mas generales, como los contrastes de razén de
verosimilitudes generalizados o a aproximaciones asintdticas, que se estudiaran en la siguiente seccion.

10.4 Contrastes de razon de verosimilitudes generalizados

En la seccion anterior hemos visto que el lema de Neyman—Pearson permite construir contrastes 6ptimos en el
caso de hipétesis simples, y que en algunas situaciones particulares puede extenderse a hipétesis compuestas
unilaterales. Sin embargo, en muchos problemas de interés préactico estas condiciones no se cumplen.

Cuando no existe un contraste uniformemente mas potente, una estrategia natural consiste en comparar qué
tan bien explican los datos las hipétesis nula y alternativa mediante sus respectivas verosimilitudes.
Esta idea conduce a los contrastes de razén de verosimilitudes generalizados.

10.4.1 Definicion del estadistico de razon de verosimilitudes

Sea L(#) la funcién de verosimilitud del modelo y consideremos el contraste

Hy:0 €0 frente a H,:0€0)\06,.

Se define el estadistico de razén de verosimilitudes como

Sup@e@o L(G)

A = pree L0)

Este cociente compara el mejor ajuste del modelo bajo la restriccién impuesta por Hy con el mejor ajuste
posible sin restricciones.

Por construccién, 0 < A(X) < 1. Valores cercanos a uno indican que la restriccién impuesta por Hy apenas
reduce la verosimilitud, mientras que valores pequenos indican que el ajuste bajo Hy es sustancialmente peor
que el del modelo completo.
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En consecuencia, valores pequetios de A(X) proporcionan evidencia contra la hipétesis nula.

10.4.2 Regla de decisién y aproximacion asintética

Bajo condiciones de regularidad bastante generales, y cuando el tamano muestral es grande, se tiene que

—2log A(X) 4, sz

donde v = dim(©;) — dim(Og) es el niimero de restricciones impuestas por Hy.

Esto permite construir contrastes aproximados de nivel o rechazando Hy cuando

—2log A(X) > X 1-a-

10.4.3 Ejemplo: comparacion de parametros en un modelo de Poisson

Sea X1, ..., X, una muestra de una distribucién Poisson con pardmetro A. Consideremos el contraste

Hy: X=X frente a Hy: A # ).

La funcién de verosimilitud es

Un célculo directo conduce a

-
—2log A(X) =2n Xlog/\—o—(X—)\o)

Bajo Hy, y para tamaiios muestrales grandes, este estadistico sigue aproximadamente una distribucién x?, lo
que permite construir un contraste bilateral para .

Este ejemplo muestra como el contraste de razén de verosimilitudes proporciona un procedimiento sistematico
incluso cuando no existe un contraste éptimo en sentido de Neyman—Pearson.
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10.4.4 Ejemplo: contraste en un modelo exponencial

Sea X1,...,X, una muestra de una distribucién exponencial con parametro A\. Consideremos el contraste

Hy: X=X frente a Hy: X # Ao

La funcién de verosimilitud viene dada por

El estadistico de razon de verosimilitudes es

Ao A }
g A(X) [A =

De nuevo, bajo Hy y para tamafios muestrales grandes, este estadistico se distribuye aproximadamente como
una x?.

10.4.5 Ejemplo: contraste en un modelo trinomial

Sea (N1, N2, N3) un vector de frecuencias con distribucién multinomial (trinomial) con tamanio muestral n y
probabilidades (p1,p2, p3), con p1 + pa + p3 = 1.

Consideremos el contraste

Hy : (p1,p2,p3) = (P10, P20, P30) frente a Hy 2 (p1,p2,p3) # (P10, P20, P30)-

La verosimilitud es

3
L(p1,p2,p3) = NN, INGI [
INa!Ng! L1

Bajo Hi, los estimadores de maxima verosimilitud son

pi=— i=1,2,3.

El estadistico de razon de verosimilitudes toma la forma

3
—2logA = QZNilog

i=1

%

np;o

Bajo Hy, y para tamaifios muestrales grandes, este estadistico sigue aproximadamente una distribuciéon x2, ya
que hay dos grados de libertad independientes.
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Este contraste constituye la base tedrica de los tests de ji-cuadrado de bondad de ajuste, que se
estudiaran con mas detalle en secciones posteriores.
10.4.6 Del contraste de razén de verosimilitudes al test ji-cuadrado

Una de las razones por las que el contraste de razén de verosimilitudes es tan importante es que, en modelos
multinomiales, conduce directamente al test ji-cuadrado de bondad de ajuste.

Consideremos el caso trinomial. Sea (N, N2, N3) un vector de frecuencias con distribucién multinomial con
tamaflo muestral n y probabilidades (p1, p2,p3), con p; + pa + p3 = 1. Planteamos el contraste

Hy : (p1,p2,p3) = (P10, P20, P30) frente a Hy @ (p1,p2,p3) # (P10; P20, P30)-

La verosimilitud es

3
L ) ) e ——— P e
(1 p2:p3) = RN, NG 1P
Bajo Hi, los estimadores de méxima verosimilitud son
N
f)i:Ja 7’:172a3
n

El estadistico de razon de verosimilitudes generalizado es

A= L(plo,p207p3o)
L(ﬁ17ﬁ27ﬁ3)

Sustituyendo y simplificando, se obtiene el estadistico (a veces llamado G-test)

3
—2log A = QZNilog

i=1

%

npio
Bajo condiciones generales (teorema de Wilks) y para tamaifios muestrales grandes,

—2log A LN X3,

ya que en el modelo completo hay 3 probabilidades con una restriccién (p; +ps +ps = 1), es decir, dim(©) = 2,
mientras que bajo Hy no hay parametros libres.

Para conectar con la estadistica clsica, definimos las frecuencias esperadas bajo Hy:

Ei = Nnp;o, 1= 1,2,3.

El test ji-cuadrado de Pearson utiliza el estadistico

Cuando las frecuencias esperadas F; son suficientemente grandes, se cumple que
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—2log A ~ X2,

y ambos estadisticos tienen aproximadamente distribucién x4 bajo Hy. En particular, en este contexto los
dos contrastes suelen dar conclusiones muy similares, aunque el contraste de razén de verosimilitudes es el
que surge de manera natural a partir del principio de maxima verosimilitud.

Este razonamiento se extiende sin cambios esenciales al caso multinomial general con k categorias, donde el
numero de grados de libertad es k — 1.

10.5 Tests de permutaciones

En esta seccién presentamos los tests de permutaciones como una alternativa general para la construccién
de contrastes de hipétesis. A diferencia de los contrastes paramétricos clasicos, estos métodos no requieren
especificar una distribucién probabilistica para los datos ni recurrir a aproximaciones asintéticas.

La validez de los tests de permutaciones se basa en una idea simple: bajo la hipdtesis nula, ciertas
transformaciones de los datos no alteran su distribucién. En particular, si bajo Hy las observaciones
son intercambiables, todas las permutaciones posibles de los datos son igualmente probables.

10.5.1 Idea basica
El esquema general de un test de permutaciones es el siguiente:

1. Elegir un estadistico de contraste T'(X) que mida la discrepancia entre los datos observados y lo
esperado bajo Hy.

2. Calcular el valor observado T'(x).

Generar la distribucién de T bajo Hy considerando todas (o muchas) permutaciones de los datos.

4. Calcular el p-valor como la proporcién de permutaciones para las que el estadistico toma un valor tan
extremo o mas que el observado.

i

Este procedimiento define un contraste exacto condicionado a los datos observados.

10.5.2 Ejemplo 1: test de permutaciones con enumeracién completa
Consideremos un ejemplo muy simple en el que podemos enumerar todas las permutaciones posibles.
Observamos dos grupos con una variable cuantitativa:

o Grupo A: z4 = (2,4)
o Grupo B: 25 = (6,38)
Queremos contrastar
Hy : ambos grupos provienen de la misma distribucion

frente a la alternativa unilateral de que los valores del grupo B tienden a ser mayores.

Como estadistico de contraste utilizamos la diferencia de medias
T(X)=X,— Xp.

10.5.3 Valor observado del estadistico

Podemos evaluar el estadistico de test como:
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xA <- c(2, 4)
xB <- c(6, 8)

T_obs <- mean(xA) - mean(xB)
T_obs

## [1] -4

10.5.4 Distribucién exacta por permutaciones

Bajo Hy, cualquier asignacién de dos observaciones al grupo A es igualmente probable. Existen exactamente

(g) = 6 permutaciones posibles.

x <- c(xA, xB)
idx <- combn(1:4, 2)

T_perm <- apply(idx, 2, function(i) {
mean(x[i]) - mean(x[-i])

1))
T_perm

## [1] 4 -2 0 0 2 4

10.5.4.1 Calculo del p-valor Para la alternativa unilateral considerada, el p-valor se calcula como

mean(T_perm <= T_obs)

## [1] 0.1666667

Este test es exacto, no depende de ninguna aproximacion y es valido incluso con tamanos muestrales muy
pequenos.

10.5.5 Ejemplo 2: test de permutaciones mediante simulacién

En problemas mas realistas, el nimero de permutaciones posibles es demasiado grande como para enumerarlas
todas. En estos casos se utiliza una aproximacién por simulacion.

Consideremos dos grupos con tamafios moderados:

set.seed(123)

xA <- rnorm(20, mean = 0, sd = 1)
xB <- rnorm(20, mean = 0.7, sd = 1)

Queremos contrastar nuevamente la igualdad de distribuciones utilizando un test de permutaciones basado
en la diferencia de medias.

library(coin)

group <- factor(rep(c("A", "B"), each = 20))
x <- c(xA, xB)

perm_test <- oneway_test(
X ~ group,
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distribution = approximate(B = 10000)

perm_test

10.5.5.1 Implementacién con el paquete coin

##

## Approximative Two-Sample Fisher-Pitman Permutation Test
##

## data: x by group (A, B)

## Z = -1.7268, p-value = 0.0795

## alternative hypothesis: true mu is not equal to O

t.test(xA, xB, var.equal = TRUE)

10.5.5.2 Comparacién con el test t clasico

#i#

## Two Sample t-test

##

## data: xA and xB

## t = -1.7737, df = 38, p-value = 0.08413
## alternative hypothesis: true difference in means is not equal to 0O
## 95 percent confidence interval:

## -1.08591100 0.07167293

## sample estimates:

## mean of x mean of y

## 0.1416238 0.6487428

10.5.6 Comentario final

Los tests de permutaciones ilustran una forma alternativa de construir contrastes de hipotesis:

e el nivel se controla sin recurrir a distribuciones teéricas,
e la region critica se define a partir de la distribucién inducida por las permutaciones,
e vy la validez del contraste descansa en una hipotesis de intercambio, no en un modelo paramétrico.

Estos métodos cierran de forma natural el recorrido de este capitulo, mostrando que la construccién de
contrastes puede basarse en principios distintos pero complementarios.
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11 Pruebas de una muestra

11.1 Introduccidon a los contrastes de una muestra.

Este tema y el siguiente pueden ser considerados una plasmacioén practica de los conceptos tedricos vistos
en el capitulo anterior aplicados a los modelos probabilisticos méas frecuentemente utilizados en la practica
estadistica: el modelo normal y el modelo binomial. Presentamos en este capitulo algunos de los contrastes
paramétricos més habituales que se utilizan para verificar si el valor poblacional supuesto a determinado
pardmetro de la distribucién de probabilidad de una variable aleatoria es compatible con la informacién
suministrada por una muestra aleatoria simple de dicha variable. En el siguiente capitulo trataremos el tema
de la comparacién de los valores de los parametros entre dos poblaciones.

El término paramétrico aplicado a los contrastes hace referencia a la suposicién previa de una distribucién
paramétrica de referencia para la variable aleatoria, distribucién que viene caracterizada por el valor de sus
pardmetros, objeto de verificacién a través de los contrastes propuestos.

Es evidente la relacién existente entre la verificacién a través de un contraste de hipétesis de la aceptacion de
un valor poblacional con los métodos de estimacién de parametros vistos en los capitulos 7y 8 . Sobre todo
existe una relacion estrecha entre los contrastes de hipdtesis paramétricos y la estimacién por intervalos de
confianza, tal y como se ha comentado en un apartado anterior.

11.1.1 Esquema de los contrastes presentados
El tema se distribuye en dos grandes bloques:

e Contrastes sobre los pardmetros de una distribucién Normal
« Contrastes sobre una proporcion

11.1.2 Contrastes sobre los parametros de una distribucién Normal
En este apartado se estudian los contrastes sobre la media y la varianza de una distribucién Normal.

e Premisas: en estos contrastes se supone que la variable aleatoria objeto de estudio sigue una distribucién
Normal. En el primer contraste presentado también se supone conocida la varianza de la distribucién.

« Contrastes presentados:

e Sobre la media supuesta conocida la varianza

e Sobre la media con la varianza desconocida

e Sobre la varianza de la distribucion

11.1.3 Contrastes sobre una proporciéon

e Premisas: se supone una distribucién Binomial para la variable aleatoria. El pardmetro p es desconocido
y es sobre el que se efectia la inferencia. Presentamos la resolucion aproximada basada en la aproximacion
a la distribucién Normal, por tanto se deben verificar las condiciones que hacen vélida dicha aproximacion:

n>30 npo>5 n(l—po)>5
o Contraste presentado:
e Contraste para la proporcién
11.1.4 Esquema general de los contrastes presentados
Para la mayoria de contrastes presentados el esquema seguido en su presentacion es idéntico

e Presentacién del contraste con una introduccién y las premisas necesarias para el mismo.

e Resolucion del contraste con las 3 etapas principales: Formulacién de las hipdtesis nula y alternativa,
calculo del estadistico experimental, criterio de decisién.

e Resolucion del contraste a través de intervalos de confianza.
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e (Cdlculo del tamafno muestral necesario para realizar el contraste bajo los requerimientos deseados de
potencia y nivel de significacion.

11.1.5 Contrastes paramétricos frente a no paramétricos

Un término importante a considerar en la metodologia estadistica es el de robustez. Una técnica estadistica
es robusta si se comporta bien cuando las suposiciones bajo las que se ha construido son vulneradas de alguna
forma. Por ejemplo cuando una variable aleatoria es no Normal, pero el tamano de la muestra es suficientemente
grande, el Teorema Central del Limite garantiza que la media aritmética se distribuye aproximadamente
como una Normal y el contraste sobre la media que presentamos, el T-test, es aproximadamente valido en el
sentido de que el nivel de significacién nominal es aproximadamente el mismo que el nivel de significacion
real bajo la hipdtesis nula.

En caso de infringirse de modo mas dréstico las suposiciones del modelo, es necesario utilizar contrastes que
superen dichas vulneraciones recurriendo a los contrastes no paramétricos o contrastes de libre distribucién que
quedan fuera del contenido del presente texto. Hay que destacar sin embargo, que la utilizacién de contrastes
no paramétricos debe ser mesurada y restringida a casos estrictamente necesarios porque generalmente el
comportamiento de dichos contrastes en términos de potencia estadistica es peor que la de los contrastes
paramétricos si se cumplen las condiciones requeridas por éstos.

11.2 Contraste de hipoétesis para la media de una distribucion Normal con
varianza conocida: Z-test.

11.2.1 Introduccién

Este primer contraste estadistico tiene mas interés académico que préctico, ya que es poco frecuente en
experimentacién conocer uno de los pardmetros poblacionales del modelo.

Informacién previa (premisas) La situacién es la siguiente: se observa una variable X sobre una poblacién de
estudio y se asume que la distribucion de X es

X~ N(u,0)

donde o es conocida. Se desea comparar la media de la poblacién p (desconocida) con cierto valor pyg, fijado
previamente, mediante la obtencién de una muestra de tamano n.

11.2.2 Resolucién del contraste para la media de una distribucién Normal con varianza
conocida.

Los pasos a seguir para resolver el contraste son:

1) Establecer la hipétesis nula (Hy) y la alternativa (H;), de acuerdo con una de las tres posibilidades
siguientes:

a) Contraste bilateral o de dos colas: corresponde a plantear en la alternativa que la media es diferente a
un cierto valor prefijado pg, sin concretar si es mayor o menor.

Ho:p=pg contra Hy:p#

b) Contraste unilateral izquierdo: corresponde a plantear en la alternativa que la media es inferior a un
cierto valor prefijado pg.

Ho:p>po contra Hy:p < po

¢) Contraste unilateral derecho: corresponde a plantear en la alternativa que la media es mayor que un
cierto valor prefijado pg.
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Ho:p<pyg contra Hy:pu>po
2) Célculo del estadistico experimental

En el caso que nos ocupa, no ha de sorprender que el estadistico que corresponde al test é6ptimo esté relacionado
con la media muestral. Bajo Hy, la variable observada y su promedio siguen la distribucién siguiente:

Hy cierta = X ~ N (u9,0) = X =~ N (ﬂo, %)

Si es cierta la hipotesis nula, el estadistico experimental zex, que debe utilizarse sigue la distribucién siguiente:

X_
20~ N(0,1)

Doy = = H0
P a/vn

3) Criterio de decisién

a) Contraste bilateral o de dos colas: rechazamos la hipétesis nula Hg si:

|Zexp| > Za/2

b) Contraste unilateral a la izquierda: rechazamos la hip6tesis nula Hg si:

Zexp < —2q

c) Contraste unilateral a la derecha: rechazamos la hipdtesis nula Hg si:

Zexp = Za

Nota: z4/2 ¥ 2o son los valores criticos asociados a la Normal(0, 1) tales que:

prob (Z > za/g) = /2

prob (Z > z,) = «

11.2.3 Intervalo de confianza para la media de una distribucién Normal con varianza conocida.

Los limites para el intervalo de confianza para la media (para més detalles, véase el tema 8) son los que ya
hemos presentado anteriormente:

X—ZQ/Q

§ﬂ§X+Za/2i

Jn

Sl

donde el simbolo z, /3 es el valor critico tal que:

prob (Z > za/g) = /2

y que corresponde a un intervalo de confianza 1 — a%. Este intervalo puede utilizarse de manera alternativa
al contraste de hipdtesis con nivel de significacién a%. Se decide aceptar Hy si el valor que asume la hip6tesis
nula queda incluido en el intervalo.

Atun realizando el contraste en primer lugar, es aconsejable obtener el intervalo de confianza, puesto que
ayuda a interpretar si existe significacién aplicada ademas de la estadistica.
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Si se dispone de alguna informacién previa que sugiera el céalculo de sélo alguno de los dos intervalos
unilaterales, bastard sustituir z, /o por z, y descartar el limite superior o inferior del intervalo segiin el caso.

La decisién tomada en relacién con estos intervalos es totalmente equivalente a las decisiones tomadas en
relaciéon con el contraste Z-test en sus respectivas alternativas unilaterales.
11.2.4 Calculo del tamano muestral para la media de una distribucién Normal con varianza

conocida.

Supongamos que se desea realizar el contraste bilateral:

Ho:p=po contra Hy:p# po

Una vez el experimentador ha elegido el nivel de significacién ( « ) y la minima diferencia significativa (A)
asociada al punto de interés pg + A, donde se desea que la potencia sea igual a 3, puede ya determinarse el
tamano de muestra adecuado que es:

2
a/2 T 71—
n:{z /QAzlﬁ] o?

Las constantes z, /2 y 21— corresponden a las siguientes colas derechas de una distribucién Normal N(0, 1):

P(ZZZa/Q) =a/2 p(Z>zn_p)=1-p

Si el contraste es unilateral, basta cambiar en la expresion del tamatio de muestra z, /2 por zq-

11.3 Contraste de hipdtesis para la media de una distribucién Normal con
varianza desconocida: T-test.

11.3.1 Introduccién

Este contraste es mucho maés utilizado en experimentacion que el anterior, ya que en la practica rara vez se
conoce alguno de los parametros poblacionales del modelo.

Informacién previa (premisas) Ahora se observa una variable X sobre una poblacién de estudio y se asume
que la distribucién de X es:

X~ N(u,o0)

donde o es desconocida, es decir, no se conoce ningiin parametro de la distribuciéon. Se desea comparar la
media de la poblacién p (desconocida) con cierto valor pg fijado previamente, mediante la obtencién de una
muestra de tamano n.

11.3.2 Resolucién del contraste para la media de una distribuciéon Normal con varianza
desconocida.

Los pasos a seguir para resolver el contraste son:

1) Establecer la Hipétesis nula (Hy) y la alternativa (H;), de acuerdo a una de las tres posibilidades
siguientes:

Ho:pu=pg contra Hy:p#pu

o bien
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Ho:p>po contra Hy:p < po

o bien

Ho:p<po contra Hy:p>pp
2) Célculo del estadistico experimental

Bajo Hy, el estadistico de test sigue una distribucion ¢ de Student con n — 1 grados de libertad

X—Mo
exp — a2 — = tnh—1
S/yn

3) Criterio de decisién

a) Contraste bilateral o de dos colas: rechazamos la hipdtesis nula Hg si:

|Texp‘ > ta/2

b) Contraste unilateral a la izquierda: rechazamos la hipdtesis nula Hg si:

Texp S _toz

c¢) Contraste unilateral a la derecha: rechazamos la hipdtesis nula Hg si:

Texp > ta

Nota: t,/2 y to son los valores criticos asociados a una variable T' con distribucién ¢ de Student con n — 1
grados de libertad tales que:

prob (T > ta/g) =a/2 prob(T >t,) =«
11.3.3 Intervalo de confianza para la media de una distribucién Normal con varianza descono-
cida.

El intervalo de confianza para la media con varianza desconocida ya ha sido presentado (véase el tema 8).
Si t4/2 indica el valor critico tal que prob (T > ta/g) = /2, donde T es una variable con distribucién ¢ de
Student con n — 1 grados de libertad, el intervalo con coeficiente de confianza 1 — a% es:

Este intervalo puede utilizarse de manera alternativa al contraste de hipdtesis con nivel de significacién a%.
Se decide aceptar Hy si el valor que asume la hipdtesis nula queda incluido en el intervalo.

Ya se ha recordado antes que es aconsejable obtener el intervalo de confianza para interpretar si existe
significacién aplicada.

Si se dispone de alguna informacién previa que sugiera el calculo de uno de los dos intervalos unilaterales,
bastara sustituir ¢, /o por oy descartar el limite superior o inferior del intervalo segin el caso.

La decisiéon tomada en relacién con estos intervalos es totalmente equivalente a las decisiones tomadas con el
contraste t de Student en sus alternativas unilaterales respectivas.
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11.3.4 Calculo del tamano muestral para la media de una distribucién Normal con varianza
desconocida.

Supongamos que se desea hacer el contraste bilateral:

Ho:p=po contra Hy:p# ug

Una vez el experimentador ha elegido el nivel de significacién ( « ), la minima diferencia significativa (A) y
la potencia (), debe obtenerse una prueba piloto donde se estima la varianza. Luego puede ya determinarse
el tamafnio muestral adecuado, que es:

B ta/g—l—tl_@ 2 ~2
n—{ A } S

Las constantes t,/2 y t1-g corresponden a los valores siguientes asociados con una distribucién ¢ de Student
con grados de libertad igual al tamafio de la muestra piloto menos 1 :

p(T>tap) =a/2 p(T>t p)=1-5

Si el contraste es unilateral, basta cambiar en la expresion del tamaiio de muestra ¢, /5 por t,. Si el tamafno
muestral obtenido es mayor que el de la muestra piloto, es necesario obtener una segunda muestra. Si al
volver a calcular el contraste con la segunda muestra se sigue aceptando Hg, debe evaluarse nuevamente el
tamano de muestra con la varianza muestral resultante de la segunda muestra.

11.4 Contraste de hipdtesis para la varianza de una distribucién Normal.
11.4.1 Introduccién

Este test permite contrastar hipétesis acerca de la varianza poblacional, es decir, del pardmetro del modelo
que mide la variabilidad en la poblacién.

Cabe destacar que la distribucién de referencia en este contraste es la distribucién Ji-cuadrado ( x? ).

11.4.2 Informacién previa (premisas)

Asi pues, se observa una variable X sobre una poblacion de estudio, y se asume que la distribucién de X es:

X~ N(u,0)

donde no se conoce ningin parametro de la distribucion. Se desea comparar ¢ con cierto valor o fijado
previamente.

11.4.3 Resolucién del contraste para la varianza de una distribucién Normal.
Los pasos a seguir para resolver el contraste son:

1) Establecer la hipétesis nula ( Hp ) y la alternativa ( Hy ), de acuerdo a una de las tres posibilidades
siguientes:

Ho:0=0¢ contra Hj:o#og

o bien
Hy:0>09 contra H;:o <oy
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o bien

Hy:0<09 contra H;:0>o0p
2) Calcular el estadistico experimental

El estadistico de test estda basado en el estimador insesgado de la varianza. Sig es cierta se verifica:

Hy cierta = szp =n-1)—==x

3) Criterio de decisién

a) Contraste bilateral o de 2 colas: rechazamos la hipGtesis nula Hg si:

YZexp < X%—a/? o bien szp 2 Xi/2

b) Contraste unilateral a la izquierda: rechazamos la hipdtesis nula Hyg si:

x> exp < X*1-a

c¢) Contraste unilateral a la derecha: rechazamos la hipdtesis nula Hg si:

x> exp > X°a

Nota: x2, /2y X2 1—a /2 son los valores criticos asociados a una variable x? con distribucién Ji al cuadrado
conn — 1 grados de libertad tales que:

b (125 5) = o2

prob (X2 < X21—a/2) =a/2

11.4.4 Intervalo de confianza para la varianza de una distribucién Normal.

Los limites para el intervalo de confianza para la varianza ya se han presentado en el tema 8 y la distribucién
de referencia es la distribucién de Ji al cuadrado.

Si x%, /2 es el valor critico correspondiente a una distribucion de Ji al cuadrado con n — 1 grados de libertad
que deja a su derecha una probabilidad igual a /2, x%1_, /2 y el valor critico para la misma distribucion de
Ji al cuadrado que deja a su izquierda una probabilidad «/2, el intervalo es:

(n—1)52 o2 < (n—1)52

2 2
XQ/Q leoc/Q
Este intervalo puede utilizarse de manera alternativa al contraste de hipétesis (con nivel de significacién a%).
Se decide aceptar Hy si el valor que asume la hipétesis nula queda incluido en el intervalo.

Si se dispone de alguna informacién previa que sugiera el célculo de sélo uno de los intervalos unilaterales,
bastara sustituir y2,, /20 X% 1—a /2 por X2a 0 X?1—a y descartar el limite superior o inferior del intervalo segin
el caso.

La decisién tomada en relacién con estos intervalos es totalmente equivalente a las decisiones tomadas en
relaciéon con el contraste de Ji al cuadrado en las alternativas unilaterales respectivas.
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11.5 Contraste de hipo6tesis para la proporcién.

11.5.1 Introduccién:

Este contraste estadistico se emplea en los estudios en los que la variable observada en cada individuo de la
poblacién es dicotémica, es decir, identifica sélo dos tipos de sucesos: éxito (motivo de estudio) y fracaso.
11.5.2 Informacién previa (premisas)

Supongamos que se dispone de n observaciones independientes, cada una de las cuales sigue una distribucion
de Bernoulli de parametro p :

X1,... Xy X; = Bernoulli(p)

La variable de estudio X es la suma de las n observaciones, definida también como el niimero de éxitos
obtenidos en una muestra de tamano n. X es una variable aleatoria de distribuciéon Binomial:

X = zn:Xi ~ B(n,p)

i=1

y se quiere comparar el pardmetro p (desconocido) con valor py fijado a priori. La frecuencia relativa
(estimador del verdadero pardmetro p a partir de la muestra) es

IS:

B

11.5.3 Resolucién del contraste para la proporcion.
La resolucién del contraste sigue los pasos siguientes:

1) Establecer la hipétesis nula ( Hy ) y la alternativa ( H; ), como ya es habitual tenemos las tres
posibilidades siguientes:

Ho:p=po contra Hj:p+#pg

o bien

Hoy:p>pg contra H;:p<pg
o bien

Hy:p<pg contra H;:p>pg

2) Calculo del estadistico experimental

El teorema central del limite permite aproximar una variable binomial para valores de tamano n y para
sucesos con probabilidad no extrema (menor que 0,1 o mayor que 0,9 ).

De ahi que si se supone cierta la hipdtesis Hy y se cumplen estas tres condiciones:

n>30 npyp>5 n(l—py)>5

entonces el estadistico siguiente sigue una distribucién asintéticamente Normal
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Zexp = _P—Po__ N(0,1)

/ Po(1—po)

a) Contraste bilateral o de dos colas: rechazamos la hipétesis nula Hg si:

3) Criterio de decisién

|Zcxp| > Za/2

b) Contraste unilateral a la izquierda: rechazamos la hipdtesis nula Hg si:

Zexp S —Ra
¢) Contraste unilateral a la derecha: rechazamos la hip6tesis nula Hyq si:
Zcxp > Za

Nota: z,/2 ¥ 2o son los valores criticos asociados con la distribuciéon Normal (0, 1) tales que:

prob (Z > za/g) =a/2 prob(Z > z,) =«

11.5.4 Intervalo de confianza para la proporcion.

El intervalo de confianza para la proporcién que hemos considerado es parecido al del capitulo 8, pero sin la
correccién de continuidad.

El intervalo de confianza 1 — a% para p queda definido por:

. p(l—p
b oy D)

y , como es habitual, z,/5 es el valor critico asociado con una Normal(0,1) tal que:

prob (Z > Za/g) =qa/2

Este intervalo puede utilizarse de manera alternativa al contraste de hipdtesis con nivel de significacién a%.
Se decide aceptar Hy si el valor que asume en la hipétesis nula queda incluido en el intervalo.

Si s6lo se desea calcular alguno de los dos intervalos unilaterales, bastara sustituir z, /o por z, y descartar el
limite superior o inferior del intervalo segin el caso.

11.5.5 Calculo del tamano muestral para la proporcion.

Supongamos que se quiere calcular el contraste bilateral:

Hyp:p=pg contra H;:p+#pg
Una vez el experimentador ha elegido el nivel de significacién ( « ), la minima diferencia significativa (A) y

la potencia ( 8 ), puede ya determinarse el tamafio muestral adecuado, sin necesidad de obtener una prueba
piloto, con la férmula siguiente:

Zay2y/Po (1 —po) + 21-54/p1 (1 — p1)

213



La proporcién p; corresponde a

si pg < 0,5 entonces p; = pg +A  si pg > 0,5 entonces p1 = py — A

Las constantes z, /o y 21— corresponden a las siguientes colas derechas de la variable aleatoria Normal (0,1) :

P(Z>zap) =a/2 p(Z22.p5)=1-0

Si el contraste es unilateral, basta cambiar en la expresion del tamatio de muestra z, /o por zq, y la proporcion
p1 es entonces:

unilateral derecho: p; = pp + A  unilateral izquierdo: p; = pg — A

11.6 Tabla resumen para una muestra.

Los contrastes que hemos visto en este tema se resumen en:

Premisas Hy Estadistico Distribucién H; Rechazar Hy si:
X Normal o w=pu0 Z = f;% Normal (0,1) W o 1Z]| > za/2
conocida

> o Z > Zy

~ w < o Z < =z,

X Normal ¢ W= po T= é;\‘;% t de Student ( u # po 1T > ta)2
desconocida n—1)

< Ho T < —tq
X Normal o 0% =092 2= (n- 1)‘%2 Ji al cuadrado (
desconocida Con—1)

X* 2 Xa2
o+ o3 0
> < x*1—a/2

o® > ap° X° > X

0% < og® xX* < x*1-a
Xfe?)réloulli> - p=po 7 = \?;(I)’I"O Normal (0,1) D # Do 1Z]] > zay2
n = ,MPo = n

ngo = 9
(90 =1—po)
P> Dpo Z > Za
P <Ppo Z < —za

Notacién: X,S? promedio y varianza muestral corregida p frecuencia relativa del suceso en la muestra 2
sigue la distribucién de Ji al cuadrado, entonces x%a/2, X217a/27 X2ay x%1_q son:

prob( a/2 = /2 prob( <xX*1-a/2)=a/2
2

2 2
prob (X =« prob (X <X2a):1—a

si T es la variable aleatoria ¢ de Student, prob (T > ta/z) = «a/2 y prob (T > t,) = a si Z es la variable
normal tipificada, prob (Z > Za/g) =a/2yprob(Z > z,) =«
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11.7 La importancia de elegir correctamente la hip6tesis nula.

En un farmaco, fabricado en serie, el contenido en mg de un producto de cierta toxicidad no debe alcanzar
la cifra de 0,25 . Un aparato detector del contenido de producto mide con una desviacién tipica de 0,09.
Para disminuir en lo posible los riesgos consiguientes a la salida al mercado del farmaco con un exceso en el
contenido del referido producto, ;de qué modo deberia actuarse?

El investigador debe previamente comprobar los factores que puedan alterar la cadena de produccion. De
existir alteraciones debe estratificar la muestra para que sea representativa de todos los factores implicados. Si
existe la posibilidad de obtener un tamafio muestral grande ha de ser aprovechada para aumentar la potencia
del test. Si es preciso estratificar, pueden determinarse los estratos y dividir homogéneamente entre ellos la
extraccion de la muestra completa.

Es indeseable evidentemente suministrar al mercado un producto toxico, de modo que el error que ha de
estar muy bien controlado es el asociado a rechazar la hipotesis de toxicidad si esta es cierta. Cometer este
error pondria en el mercado una partida de farmacos toxica, de consecuencias graves desde el punto de vista
de la salud publica.

En cambio, si se rechaza incorrectamente la hipdtesis de no toxicidad y se invalida sin necesidad la partida,
este segundo tipo de error es menos importante, ya que sélo tiene consecuencias econémicas.

Desde este punto de vista, si se plantea el contraste siguiente con un nivel de significacién o« = 0,01

HoﬂZMOZOQE)
Hy :p<0.25

se tiene controlado el error de tipo I (se rechaza Hy cuando ésta es cierta), que més arriba se ha justificado
como el tinico con riesgo médico.

Si se rechaza la hipotesis nula, la partida de farmacos puede ser comercializada, ya que de darse esta
circunstancia se encontrarian evidencias muy significativas (o = 0,01) contra la hipdtesis de que la partida
sea toxica.

Nétese que, si es cierta Hyp, la probabilidad de encontrar una muestra que induzca a error serfa 1/100.
En resumen, al plantear las hipétesis de esta manera se acepta que la hipdétesis nula estd asociada a
rechazar partidas por su posible toxicidad. El posible error de tipo II, més complicado de estudiar, sélo
tiene consecuencias econdmicas, mientras que el nivel de significacién controla directamente el riesgo de
intoxicacion.

11.8 Relacion con los intervalos de confianza

Los contrastes de hipdtesis estan muy relacionados con la teoria de los intervalos de confianza. En muchos
casos se puede resolver la misma cuestion aplicada formuldandola por cualquiera de las dos vias. Por ejemplo,
el contraste:

HO 10 = 90 contra H1 10 75 90

puede resolverse planteando el intervalo de confianza para 6, con coeficiente de confianza 1 — a. Supongamos
que el intervalo obtenido es [a;b]. Entonces, si:

sify € [a;b] aceptar Hy
sify ¢ [a;b] aceptar Hy

Este contraste tendra como nivel de significacién . Es posible proporcionar incluso el p-valor si se ajusta la
anchura del intervalo para que sea lo méas ancho posible y al mismo tiempo excluya 6.
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Inversamente, es posible utilizar la regién critica de un contraste para proporcionar una estimacién por
intervalo del pardmetro. Los contrastes bilaterales corresponden a intervalos también bilaterales centrados,
mientras que los contrastes unilaterales derechos corresponden a estimaciones unilaterales por exceso y los
unilaterales izquierdos, a estimaciones por defecto.

11.9 Relacién entre el intervalo y el contraste
11.9.1 Intervalo de confianza para la varianza de una distribucién Normal

Dada una variable aleatoria con distribucién Normal N(u; o), el objetivo es la construccién de un intervalo de
confianza para el pardmetro o, basado en una muestra de tamano n de la variable.

A partir del estadistico

27(7171)5'2
X —T

la férmula para el intervalo de confianza, con nivel de confianza 1 — « es la siguiente

. &2 - &2
(n—1)8 < 2<(n 1)S

g
2
Xa/2

Xffa/Z

Donde x?2, /2 es el valor de una distribucién Ji al cuadrado con n — 1 grados de libertad que deja a su derecha
una probabilidad de a;/2.

Por ejemplo, dados los datos siguientes:

e Distribucién poblacional: Normal

o Tamano de muestra: 10

o Confianza deseada para el intervalo: 95%
e Varianza muestral corregida: 38,5

Un intervalo de confianza al 95% para la varianza de la distribucién viene dado por:

9-38,5 9 _9-38,5
<o <
19,031 — - 2,699

que resulta, finalmente

o? € (18.207; 128, 381)

12 Contrastes con dos muestras

12.1 Introduccién

Un problema muy frecuente en las ciencias experimentales es la comprobacion de la homogeneidad de dos
grupos, esto es, la decisién de si existen diferencias entre ellos, en determinada caracteristica.

La estadistica paramétrica resuelve esta cuestion comparando los pardmetros que caracterizan los dos grupos,
que son considerados dos poblaciones a priori diferentes. El proceso consiste en obtener una muestra de
cada grupo, y a partir de ellas contrastar la igualdad de los parametros de la distribucion de referencia. Por
ejemplo, si la distribucién de referencia es una normal, se contrasta si la media (poblacional) de los dos
grupos es idéntica. De aqui que a veces se nombra este tema como comparaciones de dos muestras, aunque
realmente las muestras sirven para inferir si hay diferencias significativas en las poblaciones de las cuales se
han extraido.
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Desde el punto de vista aplicado es importante distinguir los estudios experimentales y los estudios obser-
vacionales. En los primeros, el experimentador puede asignar los individuos al azar en cada grupo. Por
ejemplo, al comparar la eficacia de dos fArmacos en el tratamiento de una enfermedad, se puede muchas veces
asignar los enfermos al azar a uno de los dos tratamientos. En cambio, si el estudio compara una variable
biométrica en dos especies diferentes, los individuos estan indefectiblemente asociados a su especie y no se
pueden asignar al azar: el estudio es observacional.

Este tema trata de las comparaciones de dos grupos en las situaciones paramétricas mas habituales y basicas:
en primer lugar trata el caso en el que la variable sea normal comparando las medias y las varianzas, en
segundo lugar, el caso en que la variable sea binomial, comparando entonces las proporciones.

12.2 Premisas: independencia vs datos apareados

En el desarrollo de este tema destaca la importancia que tienen las premisas (requisitos) que deben cumplir
los datos para la correcta aplicacién de cada una de las técnicas de comparacion.

La primera premisa se refiere a la independencia de los datos. En el tema de muestreo (ver aqui) se ha
estudiado la definicién y obtencion de muestras aleatorias simples, que exige, entre otras condiciones, la
independencia de los datos. En este sentido, las comparaciones de dos grupos que abordamos aqui siempre se
basan en muestra aleatorias simples dentro de cada grupo.

Ahora bien, segun el tipo de estudio, pueden presentarse situaciones de dependencia entre los datos de los
dos grupos. La dependencia o independencia a la que se refieren los tests de este capitulo ha de entenderse
siempre referida a la de los datos entre los dos grupos, sobreentendiendo la independencia exigida dentro del

grupo.

12.2.1 Ejemplo: Datos independientes vs apareados

Como primer ejemplo supongamos un experimento cuyo objetivo es comparar la eficacia de dos farmacos
adelgazantes. Se toman 20 individuos y se asignan al azar 10 de ellos a cada uno de los dos tratamientos.
Al cabo de dos meses se mide la diferencia de peso antes y después del tratamiento. Aqui los dos grupos
(poblaciones) son respectivamente todos los participantes en el estudio, tratados con los 2 farmaco. Hay dos
muestras de 10 individuos y los datos pueden considerarse con este diseno experimental independientes. Este
ejemplo corresponde a una situacién muy frecuente en anélisis de datos conocida como comparacién de 2
muestras independientes.

Supongamos en cambio que el experimento consiste en escoger a 10 individuos al azar, medir su peso,
suministrarles durante dos meses el mismo tratamiento y medir finalmente de nuevo el peso. Hay también
aqui 2 muestras de 10 individuos: los 10 valores antes del tratamiento y los 10 de después. Sin embargo,
ahora los datos de las dos muestras presentan una probable dependencia que corresponde a este esquema:

Antes tratamiento posible relaciéon con datos de Después tratamiento
individuo 1 ==> individuo 1
individuo 10 == individuo 10

Debido a esta situacion experimental tan especifica los datos aparecen de forma natural emparejados si nos
atenemos a su posible dependencia. Este es una segunda situacién muy frecuente en experimentacién: la
comparacién de muestras apareadas.

12.3 Premisas e hipdtesis en comparaciones de medias de datos normales inde-
pendientes.

Abordaremos primero cémo comparar las medias de dos grupos asociados a una variable normal cuando el
muestreo se ha realizado de forma independiente entre los dos grupos.
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Las premisas para aplicar el test que se describe a continuacién son:

e las dos muestras son estocasticamente independientes entre si

e las muestras de cada grupo son muestras aleatorias simples

e la variable observada en cada grupo es una variable normal

o la varianza (poblacional) es idéntica en los dos grupos pero desconocida

La comprobacion de esta ultima premisa se realiza con un test previo sobre las varianzas. Sin embargo,
por motivos pedagdgicos, se exponen después sus detalles. Es importante destacar que deberd estimarse
la varianza a partir de la muestra, que es la situacién real de muchos experimentos. En muchos textos de
estadistica se menciona otra situacién parecida en la que se asume la varianza comin (poblacional) conocida.
Aqui no trataremos sus detalles, ya que su interés es més académico que aplicado.

Muchos autores han descrito la prueba sobre las medias de dos grupos con varianza desconocida como el diseno
mas habitual en experimentacién: el objetivo es corroborar o descartar que dos grupos son homogéneos en
promedio. De acuerdo a las premisas la variable observada sigue en la primera poblacién una Normal (u1, o)
y en la segunda una Normal (u2,0). Contrastar la homogeneidad de medias corresponde pues a:

Ho:pp =p2  contra  Hy:py # po
La prueba que se describe a continuacion resuelve hipotesis algo méas generales que el de la igualdad de las

medias, ya que el experimento puede consistir en comparar la diferencia de medias respecto a alguna cantidad
dp escogida previamente:

Ho:pg —po=dg contra Hy:pg —pe #dg

donde la hipétesis de igualdad corresponde a escoger dy = 0. Como es ya habitual, pueden plantearse otro
tipo de alternativas:

Hp : w1 — po < do contra H; : M1 — po > do

o bien:
Ho:py —po>do contra Hyp:pg —pe <dg

12.4 Comparaciéon de medias de datos normales independientes.
12.4.1 Estadistico de test y valores criticos

En el resto de esta secciéon asumiremos muestras de tamafno ny y no respectivamente para las dos poblaciones.
Los estadisticos se indican mediante:

X, S’? promedio y varianza muestral corregida de la 1* poblacién

Xo, §§ promedio y varianza muestral corregida de la 2% poblacién

Para resolver el contraste descrito antes se dispone de un test 6ptimo basado en el siguiente estadistico de
test:

Xl — XQ — do
Texp =
p — ~
(nl—l)Sf—Q—(nQ—l)Sg (n14n2)
ni+ngs—2 ninz
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conocido como contraste T para dos muestras independientes cuya distribucién es la t de Student con
(n; + ny — 2) grados de libertad. Segtin el tipo de alternativa los valores criticos son:

H; rechazar Hgsi
p1 — pe # do | Texpll > tay2
p1 — pe > do Texp 2 ta
1 — po < dg Texp < —tg

si T es la variable aleatoria t -Student (n; + ny — 2) los valores ta/2 ¥ ta son:

prob (T > ta/g) =a/2
prob( T >t,) =«

en otras palabras, t,/2 es el valor critico bilateral de la T asociada a una probabilidad o mientras que t, es
el valor critico unilateral derecho de la misma v.a.

12.4.2 Intervalo de confianza para la diferencia de medias.

Los limites para el intervalo de una diferencia de medias correspondientes a dos muestras independientes son:

_ Q2 _ Q2
)_(1 — )_(2 ita/2\/(nl 1)51 i (n2 1)S2 <n1 —|—n2)

ny + no — 2 ni1ng

el simbolo t,/ es el mismo valor critico que antes: prob (T >t /2) = a/2 y corresponde a un intervalo de
confianza 1 — a%.

Este intervalo puede utilizarse de forma alternativa al contraste de hipotesis para decidir (con nivel de
significacién « %) si hay igualdad de los dos grupos. Se decidird por la igualdad de los grupos si el valor 0
queda incluido en cualquier posicién en el intervalo, es decir, el nimero 0 no ha de estar forzosamente en el
centro del intervalo para aceptar Hg.

Si se ha planteado el contraste méas general Hy : uy — o = dg bastard que el valor dy quede incluido en el
intervalo.

Atn si se realiza el contraste T de dos muestras en primer lugar, es aconsejable obtener el I.C. de la diferencia
de medias si éste ha resultado significativo, puesto que ayudara a interpretar si existe significacién aplicada
ademas de la estadistica.

Si se dispone de alguna informacién previa y quiere calcularse sélo alguno de los dos intervalos unilaterales,
bastard sustituir t, /o por toy descartar el limite superior o inferior del intervalo segin el caso. Por ejemplo,
el intervalo unilateral derecho corresponde a:

- —1)82 — 1) 52
—OO,Xl_X2+ta\/(n1 ) St + (2 = 1) 53 (1 +1n2)
ny +mng — 2 n1Ma

La decisién tomada con este intervalo es totalmente equivalente a la decisiéon tomada con el contraste t
Student de 2 muestras independientes con alternativa unilateral derecha.
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12.4.3 Calculo del tamaino de muestra

Supongamos que se desea realizar el contraste bilateral:

Ho:pp —pas=do contra Hy:pg — pg #do

Una vez el experimentador ha elegido el nivel de significacién ( « ) la minima diferencia significativa (A) y la
potencia (3) debe obtenerse una prueba piloto, donde se estima la varianza supuesta comin. Luego puede ya
determinarse el tamafio de muestra adecuado (se asumen las varianzas de las 2 poblaciones homogéneas) que
es:

no ol ttap (= 1) S} + (ny — 1) 53 (n1 + na)
- A ny +no — 2 ning

Las constantes ¢,/ y t1—s corresponden a las siguientes colas derechas de la v.a. t-Student con (n; + ng — 2)
g.d.l:

p(T>tap)=a/2 p(T>tig)=1-5

Si el contraste es unilateral, basta cambiar en la expresién del tamafio de muestra t, /o por tq.

12.5 Comparacién de varianzas de datos normales independientes.
12.5.1 Premisas e hipdtesis en

Aqui se detalla como comparar las varianzas de dos grupos asociados a una variable normal cuando el muestreo
se ha realizado de forma independiente entre los dos grupos.

Las premisas para aplicar el test que se describe a continuacién son:

¢ las dos muestras son estocasticamente independientes entre si
e las muestras de cada grupo son muestras aleatorias simples
 la variable observada en cada grupo es una variable normal

Es conveniente recordar que el test que aqui se describe debe efectuarse previamente al test t -Student de 2
muestras para comprobar la dltima de sus premisas (ver aqui para méas detalles).

De acuerdo a las premisas la variable observada sigue en la primera poblacién una Normal (p1,01) y en la
segunda una Normal (us9, 02). Contrastar la homogeneidad de varianzas corresponde pues a:

H0201:O'2 contra H120'17502

Como es ya habitual, pueden plantearse otro tipo de alternativas, aunque son menos utilizadas en experi-
mentacion:

Hy:01 <09 contra Hjp:o01 > 09

o bien:

Hy:01 > 09 contra Hj:o01 < o9
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12.5.2 Estadistico de test y valores criticos

Hemos asumido antes que las muestras eran de tamafio n; y no respectivamente para las dos poblaciones y
que los estadisticos se indican mediante:

X, §f promedio y varianza muestral corregida de la 1* poblacion

Xo, §§ promedio y varianza muestral corregida de la 2* poblacion

Para resolver el contraste descrito antes se dispone de un test éptimo basado en el siguiente estadistico de
test:

2
1

Fexp = 5;%

conocido como contraste F de varianzas para dos muestras independientes. La distribucién del estadistico es
la F de Fisher con (n; — 1,ny — 1) grados de libertad. Segiin el tipo de alternativa los valores criticos son:

H, rechazar Hsi
01 7é 02 Fexp > fa/2 © Fexp < fl—a/Z
o1 > 02 Fexp > fa
01 < 02 Fexp <fi_a

si F' es la variable aleatoria con distribucién F de ( ny — 1,ny — 1 ) grados de libertad los valores f, /25 fi_o /25
fo v f1_q son:

prob (F > fa/g) =q/2 prob (F < fl,a/g) =qa/2
prob (F > 1f,) =« prob (F <f,)=1—-«

en otras palabras, f, /o y fo son valores criticos unilaterales derechos de la F' (asociados respectivamente a una
probabilidad /2 y o ) mientras que fi_,/2 y fi—o son unilaterales izquierdos de la misma variable aleatoria.
12.5.3 Intervalo de confianza para la razén de varianzas

Los limites de un intervalo de confianza 1 — a% para el cociente de varianzas correspondientes a dos muestras

independientes son:
5, 8
(floz/2§§a fa/2§

los simbolos f, /5 y fi_/2 son los mismos valores criticos que antes: prob ( F > f, /5 ) = a/2 y prob (
F < fiap=a/2

Este intervalo puede utilizarse de forma alternativa al contraste de hip6tesis para decidir (con nivel de
significacién « %) si hay igualdad de varianzas de los dos grupos. Se decidird que no hay diferencias
significativas si el valor 1 queda incluido en cualquier posicién en el intervalo. El niimero 1 no ha de estar
forzosamente en el centro del intervalo para aceptar Hy.
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12.6 Comparaciones de medias de datos normales apareados
12.6.1 Premisas e hipdtesis
Las premisas para aplicar el test que se describe a continuacién son:

e las muestras corresponden a datos apareados
o la muestra (agrupada por parejas) es aleatoria simple
e la variable observada en cada grupo es una variable normal

El objetivo es muy parecido al descrito anteriormente: verificar si los dos grupos son homogéneos en promedio,
s6lo cambian las premisas y tipo de muestreo. La variable X; observada en la primera poblacién sigue
una Normal (u1,01) y la variable X5 en la segunda poblacién una Normal (g, 02). Asi pues, contrastar la
homogeneidad de medias corresponde igualmente a:

Ho:pp =po  contra  Hy:py # pe

Ahora bien, este contraste se resuelve ahora calculando la variable diferencia entre X; y X5. Si designamos
con

Xa=X1—Xo

a esta diferencia, entonces Xq es una Normal (14, 0q). La hipdtesis de homogeneidad de las medias de las
muestras apareadas se traduce en una prueba de una muestra normal, es decir:

Ho:pq=0 contra Hy:pug#0

Como es ya habitual, pueden plantearse otro tipo de alternativas:

Ho:pg <0 contra Hj:pg >0

o bien:

Ho:pg >0 contra Hjp:pg <0

12.6.2 Relacién entre el contraste de datos apareados y el de una media (datos normales).

Se dispone de una muestra de datos apareados de tamafio n (es decir, n parejas). Los estadisticos se indican
mediante:

v 32
Xda Sd7
promedio y varianza muestral corregida de la resta de las 2 muestras

Para resolver el contraste descrito antes se dispone de un test 6ptimo basado en el siguiente estadistico de
test:

X
Tcxp = Td n

S

que no es mas que el contraste T para una muestra calculado con cuya distribucién es la t de
Student con (n-1) grados de libertad.

Segun el tipo de alternativa los valores criticos son:
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H; rechazar Hgsi

pd # 0 l TeXPH > tay2
pa >0 Texp > ta
na < 0 Texp < —ta

si T es la variable aleatoria t -Student (n — 1) los valores tq 2 y to son:

prob (T > t,/2) = /2 prob( T >t,) =a

en otras palabras, t,/o es el valor critico bilateral de la T asociada a una probabilidad o mientras que t, es
el valor critico unilateral derecho de la misma v.a.
12.6.3 Intérvalos de confianza para la diferencia

El intervalo de confianza para la media de la variable diferencia es el mismo que el de la media de una muestra
normal, es decir:

. S
Xa+ ta/QTdﬁ

12.6.4 Tamano muestral

Finalmente, el tamafio de muestra también corresponde al mismo caso:

tajp+tiog\? =
n—(“/ X ) S

12.6.5 Ejemplo: efecto de una intervencion sobre el colesterol HDL

Se estudia el efecto de una intervencién destinada a aumentar el colesterol HDL en un grupo de n = 10
pacientes. En cada paciente se mide el nivel de HDL (en mg/dL) antes y después de la intervencién.

set.seed(123)

HDL_antes <- round(rnorm(10, mean = 35, sd = 4), 1)
HDL_despues <- round(rnorm(10, mean = 45, sd = 4), 1)

HDL_antes

## [1] 32.8 34.1 41.2 35.3 35.5 41.9 36.8 29.9 32.3 33.2
HDL_despues

## [1] 49.90 46.4 46.6 45.4 42.8 52.1 47.0 37.1 47.8 43.1

D <- HDL_despues - HDL_antes
D

12.6.5.1 Definicién de la variable diferencia

## [1] 17.1 12.3 5.4 10.1 7.3 10.2 10.2 7.2 15.5 9.9
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12.6.5.2 Planteamiento de las hip6tesis Las hipdtesis del contraste son

Hy:pp=0 frentea Hp:up #0.

mean (D)

12.6.5.3 Calculo del estadistico de contraste

## [1] 10.52
sd (D)

## [1] 3.645941

T <- mean(D) / (sd(D) / sqrt(length(D)))
T

## [1] 9.124436

Bajo la hipotesis nula, este estadistico sigue una distribucién ¢ de Student con n — 1 = 9 grados de libertad.

2 * (1 - pt(abs(T), df = length(D) - 1))

12.6.5.4 Decisiéon mediante el p-valor
## [1] 7.629805e-06

Uso de t.test sobre la variable diferencia

t.test (D)

#i#

## One Sample t-test

#it

## data: D

## t = 9.1244, df = 9, p-value = 7.63e-06
## alternative hypothesis: true mean is not equal to O
## 95 percent confidence interval:

##  7.911851 13.128149

## sample estimates:

## mean of x

## 10.52

Uso de t.test con la opcién paired = TRUE
t.test (HDL_despues, HDL_antes, paired = TRUE)

#i#

## Paired t-test

#i#

## data: HDL_despues and HDL_antes

## t = 9.1244, df = 9, p-value = 7.63e-06
## alternative hypothesis: true mean difference is not equal to O
## 95 percent confidence interval:

##  7.911851 13.128149

## sample estimates:

## mean difference

#it 10.52
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Ambos procedimientos producen exactamente el mismo resultado, ya que en ambos casos el contraste se basa
en la variable diferencia.

La opcién paired = TRUE no define un contraste distinto, sino que indica a R que debe construir internamente
la variable D = HDLgespués — HDLantes ¥ aplicar sobre ella un contraste de una muestra.

12.6.6 Resumen: Datos independientes frente a datos apareados

La distincién entre datos independientes y datos apareados no depende del contraste estadistico, sino del
disenio del estudio y del modo en que se han obtenido los datos.

e Datos independientes: Dos muestras son independientes cuando las observaciones de una muestra no
guardan ninguna relacién directa con las observaciones de la otra.

e Datos apareados: En los datos apareados, cada observacién de una muestra estd emparejada con una
observacién concreta de la otra. El andlisis no se centra en comparar dos poblaciones distintas, sino en
estudiar la distribucion de las diferencias.

Asi pues es importante recordar que no existen contrastes especificos para datos apareados.

El apareamiento se incorpora al analisis transformando los datos originales en una muestra de diferencias, y
aplicando posteriormente un contraste de una sola muestra sobre dicha variable.

12.7 Comparaciones de 2 proporciones (datos independientes)
12.7.1 Premisas e hipétesis

Otra de las pruebas estadisticas mas basicas consiste en comprobar si la proporcién de veces que ocurre un
suceso es la misma en dos grupos diferentes. Se basa en la obtencién de dos muestras donde en cada una de
ellas se contabiliza el niimero de veces que ocurre el suceso estudiado.

Las premisas para aplicar el test que se describe a continuacién son:

e las dos muestras son estocasticamente independientes entre si
e las muestras de cada grupo son dos muestras aleatorias simples de tamanos respectivos ny y ns
e la variable observada en cada grupo corresponde a una variable binomial

El objetivo es corroborar o descartar que dos grupos son homogéneos en la proporcién del suceso que se
contabiliza. De acuerdo a las premisas la variable observada sigue en la primera poblacion una Binomial
(n1,p1) y en la segunda una Binomial (ng, ps). Contrastar la homogeneidad de proporciones corresponde
pues a:

Hop :p1 =p2 contra Hj:pj # pe
Pueden plantearse otro tipo de alternativas:

Ho:p1 <p2 contra Hj:p;>po
o bien:

Ho:p1 > p2 contra Hj:p; <po

12.7.2 Estadistico de test y valores criticos

Los estadisticos necesarios para el test se indican mediante: p; proporcién del suceso en la 1* muestra po
proporcién del suceso en la 2% muestra
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. mpr+ngPy .
p=—"" 4=1-p
ni + no
Para resolver el contraste descrito antes se dispone de un test éptimo basado en el siguiente estadistico de
test:

1= P2
Lexp = — —
q pgq
ny no

cuya distribucién asintética (ver condiciones aqui) es la Normal ( 0,1 ). Segtn el tipo de alternativa los
valores criticos son:

H, rechazar Hgsi
P1 ?é P2 ”Zexr)” > Za /2
pP1 > P2 Zcxp Z Zo
p1 < p2 Zexp < —Zg

si Z es la variable aleatoria normal tipificada, los valores z, /3 y z, son:

prob (Z > za/2) =a/2
prob(Z > z,) = «

en otras palabras, z, /o es el valor critico bilateral de la Normal(0, 1) asociada a una probabilidad o mientras
que z, es el valor critico unilateral derecho de la misma variable aleatoria.

12.7.3 Condiciones de aplicacién del test

Esta prueba tiene cardcter asintético, para que la aproximacién a la Normal(0, 1) sea adecuada se requiere

que:

n; >30 mng>30
nipr > 5 ngpe > 5
12.7.4 Intervalo de confianza para la diferencia de proporciones (datos independientes).

Los limites para el intervalo de una diferencia de proporciones correspondientes a dos muestras independientes
son:

L Pr1(1—p1) | P2 (l—p2
pl—pziza/z\/ Lopy), 20 =po)
ny U»)

el simbolo z, /5 es el mismo valor critico que antes: prob (Z > za/2) = «/2.y corresponde a un intervalo de
confianza 1 — a%.

Este intervalo puede utilizarse de forma alternativa al contraste de hip6tesis para decidir (con nivel de
significacién a %) si hay igualdad de los dos grupos. Se decidird por la igualdad de los grupos si el valor 0
queda incluido en cualquier posicion en el intervalo.

Adn si se realiza el contraste de dos proporciones en primer lugar, es aconsejable obtener el I.C. de la diferencia
de medias si éste ha resultado significativo, puesto que ayudara a interpretar si existe significacién aplicada
ademads de la estadistica.
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Si se dispone de alguna informacion previa y quiere calcularse sélo alguno de los dos intervalos unilaterales,
bastard sustituir z, /5 por z,y descartar el limite superior o inferior del intervalo segtin el caso. Por ejemplo,
el intervalo unilateral derecho corresponde a:

R . p1 (1 —p po (1 —p
—OO,p1—p2:|:Za\/p1( p1) +p2( p2)
ny )
12.7.5 Calculo del tamano de muestra en el contraste de proporciones de datos independientes.

Supongamos que se desea realizar el contraste bilateral:

Ho :p1 =p2 contra Hj:pj # pe

Una vez el experimentador ha elegido el nivel de significacién ( « ) la minima diferencia significativa (A) y la
potencia (/3) debe obtenerse una prueba piloto donde se estiman las proporciones del suceso tanto en las 2
poblaciones por separado como en la poblacién conjunta. Luego puede ya determinarse el tamafio de muestra
adecuado:

~ = = — —~ 2
B (Za/zx/%q +2v/P1 (1 —p1) +pa (1 pz))
B A

Las constantes z,/o y 21— corresponden a las siguientes colas derechas de la v.a. Normal(0, 1)
p(Z > za/Q) =a/2 p(Z>zn_p)=1-0
Si el contraste es unilateral, basta cambiar en la expresion del tamatio de muestra z, /2 por zq-

12.8 Comparaciones de dos muestras: Tabla resumen

Los contrastes vistos en este tema se resumen en:

Premisas Hy Estadistico Distribucion H; Rechazar Hysi :
2 muestras 1 — po = do Texp = t-Student ( 1 — pa # do [Texpll > tay2
normales datos Xy —Xp—do 1y £y —2)
independientes \/Wl*lifiggf”sg (g +n)
varianzas
iguales
p1— p2 > dO Texp Z toz
_ p1 — p2 < do Texp < —to
2 muestras 01 = 09 Fexp = %ﬁ Fisher ( o1 # 09 Fexp > fa2 0
normales datos 2 ng—1,ny—1) Fexp < fi_a/2
independientes
o1 > 02 Fexp Z fa
B o1 < 02 Fexp S flfa
2 muestras pa =0 Texp = %\/ﬁ t-Student (n-1) g #0 | Texp || > ta2
normales datos ¢
apareados
Ha > 0 Texp > ta
Ha < 0 Texp < —ta
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Premisas Hy Estadistico Distribucién H; Rechazar Hgsi :

ny P1 = P2 Ze)fp ? Normal (07 1) b1 7é P2 ||Zexp || > Za)2
ny > 30n:p; > _Di—P2
— ﬂ+ﬂ
5n2p2 2 5 ny ' ng
P1 > P2 Zexp > Zo
p1 < P2 Zexp < —Zq

Notacién.: X7, §12 promedio y varianza muestral corregida de la 1* poblacién Xo, §§ promedio y varianza
muestral corregida de la 2* poblacién X4, 52 promedio y varianza muestral corregida de la resta de las

2 muestras p; proporcién del suceso en la 1* muestra ps proporcién del suceso en la 2% muestra p =

% G =1—p F sigue la distribucién F de Fisher, entonces f, /2, f1_a/2,fa ¥ fi—a son:

prob (F > fa/g) =a/2
prob (F > f,) = «

prob (F < fl—a/z) =a/2
prob (f <f,)=1—-«

si T es la variable aleatoria t -Student, prob (T > ta/g) = /2 y prob (T > t,) = a si Z es la variable normal
tipificada, prob (Z > za/Q) = /2y prob (Z > z,) =«

12.9 Complementos: efecto de las transformaciones de los datos en el test t

Para acabar de comprender el funcionamiento del test T es interesante considerar el efecto que tiene sobre
dicho contrastes dos tipicas operaciones sobre un conjunto de datos:

e cambio de posicién: esto es, sumar una constante a todos los datos.
e cambio de escala: esto es, multiplicar por una constante todos los datos.

12.9.1 Efecto del cambi de posicién

Veamos primero el efecto del primer tipo de cambio desde un punto de vista empirico, tomando dos grupos
de datos independientes (para més detalles, corresponden a los datos del casol de este mismo tema). Los
datos originales (en breve, diferencia de peso de unos pacientes en kilos) y el resultado del test T se detallan
a continuacién para poder comparar con en el cuadro més abajo donde se modificaran:

Supongamos que se ha detectado un error en la balanza que media el peso, sisteméatico para todos los datos,
lo cual implica sumar 2 kilos a todos los datos del estudio. Si se modifican adecuadamente los datos (sumar 2
a todos ellos): se ha de observar que:

e las medias de los dos grupos se han incrementado en dos unidades

e las desviaciones de los dos grupos se mantienen constantes

« toda la inferencia de comparacién de medias se mantiene constante (Estadistico T, p-valor, intervalo,
ete).

Para entender este resultado empirico, y razonando ahora en general, si a todos los datos originales ( xp,
Xa,...Xpn) se les aniade la constante k

vi=x1+ky=xo+k ..., yn =X, +k

la media y la varianza de la nueva variable Y van a ser:
Y=X+k S}=25%
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asi pues, en el caso de tener dos grupos de datos, la varianza de cada grupo -y por tanto también la ponderada-
se mantienen constantes. El estadistico de test va a ser:

Ty — (X1 + k) — (X2 + k) —do T

\/(n11)§$+(n21)§§ (n1+n2)

ni+ng—2 ninz

La conclusién es que el test t no se ve alterado por un cambio de posicion en todos los datos.

12.9.2 Efecto de un cambio de escala

Veamos ahora el efecto del segundo tipo de cambio desde un punto de vista empirico. Con los datos originales
(corresponden a los datos del casol de este mismo tema), el resultado del test T es:

Supongamos que se decide cambiar de unidad, pasando a decigramos en lugar de kilogramos. Equivale a
multiplicar por cien todos los datos del estudio. Modificando adecuadamente los datos siguientes: se ha de
observar que:

¢ las medias de los dos grupos se han multiplicado por cien
¢ las desviaciones de los dos grupos se han multiplicado por cien
o el Estadistico T y el p-valor se mantienen constantes (el I.C. es 100 veces mayor).

Para entender este resultado, razonando de nuevo en general, si todos los datos originales ( x1,Xa,...X, ) se
multiplican por k

v1 = kx1,y2 = kXa,...,yn = kxy
la media y la varianza de la nueva variable Y van a ser:
Vo kX §2 -k

asi pues, en el caso de tener dos grupos de datos, la varianza de cada grupo -y por tanto también la ponderada-
se multiplica por k2. El estadistico de test va a ser:

kX, — kXy —
T — L — kXs — kdo o

(1 —1)k25%+(n2—1)k252 (ny+ns)
ni+ng—2 ning

y se cancelan la constante k en el numerador y el denominador. La conclusion es que el test t no se ve
alterado por un cambio de escala todos los datos.

#+#Muestreo aleatorio simple

Los valores de la muestra son elegidos de modo que las observaciones son independientes dos a dos y todas
siguen la misma distribucién probabilistica.

Una propiedad matematica importante es que la funciéon de densidad de la muestra, entendida como vector
aleatorio, es el producto de las funciones de densidad de sus variables. Igualmente ocurre con la funcién de
distribucién.

En poblaciones finitas, una posibilidad de asegurar la aleatoriedad de los datos consiste en la utilizacién de
numeros aleatorios.

En R es muy sencillo obtener nimeros aleatorios enteros. Por ejemplo para generar diez aleatorios entre 1y
25 hariamos simplemente:

e Si queremos que los nimeros se puedan repetir
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sample(1:25, 10, replace=TRUE)

## [1] 151013 7 9 91023 21 7

e Si queremos que sean aleatorios pero no puedan aparecer dos veces:

sample(1:25, 10, replace=FALSE)

## [1]1 21 6 2 5 8121318 1 9

12.10 Presentacion del caso 1

Una empresa farmacéutica estd probando un nuevo farmaco para adelgazar denominado Prim. En esta
fase del ensayo clinico se pretende comparar el efecto de Prim con un farmaco de la competencia conocido
como Nofat. Se considerard relevante la diferencia si es de al menos 2 kilogramos en promedio entre los dos
farmacos.

En la prueba piloto se desea experimentar sobre 20 personas voluntarias sometidas a una misma dieta, pero
medicadas 10 de ellas con Prim y otras 10 con Nofat. La variable observada serd la diferencia de peso en
kilogramos entre el inicio y el final del estudio. Los datos iniciales son:

Individuo Peso Individuo Peso

1 1275 11 117.5
2 101.0 12 115.0
3 99.5 13 139.5
4 1105 14 130.5
5 1155 15 125.5
6 95.5 16 135.5
7 105.5 17 115.5
8 110.5 18 120.5
9 98.5 19 118.5
10 106.0 20 116.0
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13 Las pruebas “Chi-cuadrado”

13.1 Introducciéon

Con el nombre de pruebas de chi-cuadrado se conoce una variedad de contrastes estadisticos que hacen
referencia a problemas distintos pero que presentan los siguientes rasgos en comun:

o Las muestras corresponden a datos categoricos, directamente o por categorizacién de una variable
numérica; es decir, se observa si un individuo pertenece a un elemento de una particién Aq, Ao, ..., Ay
del espacio muestral.

o El estadistico del contraste tiene una estructura comun:

O; — E;)?
Z( - )

donde

e O; es el numero de observaciones en la categoria i,
e FE; es el nimero de observaciones esperadas en dicha categoria bajo la hipotesis nula.

En todos los casos, el estadistico del contraste tiene distribucién asintética x?2.
Consideramos tres grandes grupos de pruebas:
1. Pruebas de bondad de ajuste (goodness of fit):

(a) todos los pardmetros de la distribucién son conocidos;

(b) algunos pardmetros de la distribucién son desconocidos.
2. Pruebas de independencia.
3. Pruebas de homogeneidad.

13.2 Pruebas x? de bondad de ajuste
13.2.1 Hipdtesis simples

Sea X1, Xo,...,X,, una muestra aleatoria simple (m.a.s.) de una variable aleatoria X. Queremos
contrastar la hipétesis de que X sigue una distribucién completamente especificada Fjy,:

Hy: X ~ Fp,,
Hy: X = Fy,.

Sea R el soporte (recorrido) de la distribucién poblacional y consideremos una particién de R en k
subconjuntos disjuntos Rj, Ra, ..., Ri. Esto induce una particién del espacio muestral en los sucesos

A;={X€eR}, i=1, ..k

Si n; denota el nimero de observaciones muestrales que caen en R;, el vector de recuentos (nq,...,nk) sigue
una distribucién multinomial

(n1,...,ng) ~ M(n;p1,....pk),

donde p; = P(A;).

Este planteamiento transforma el contraste sobre la distribucién de X en un contraste sobre las probabilidades
(pla cee apk):
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HO N P(Al) = p? = / ngD(Z‘),
R;
Hy: P(A;) # p}.

Obsérvese que no se contrasta que el vector de recuentos tenga distribucién multinomial (esto viene dado
por el muestreo), sino si las probabilidades p; coinciden con las impuestas por la hip6tesis nula.

13.2.2 Estadistico de Pearson

A comienzos del siglo XX, Karl Pearson propuso como estadistico de contraste la cantidad
0)2
ni — npf)
D2 — ( 1 7 .
; np}

Este estadistico mide la discrepancia entre las frecuencias observadas y las esperadas bajo Hy. Su interés
fundamental radica en que se conoce su distribucién asintética bajo la hipétesis nula.

13.2.2.1 Teorema (Pearson) Si las probabilidades p{,...,p? son conocidas, entonces
D* £, Xi—l'
Este resultado permite construir un contraste asintético de nivel o que rechaza Hy cuando

2 2
D® > Xk-1,1-a-

13.2.3 Observaciones practicas

o El contraste es asintdtico, por lo que se requiere un tamafio muestral suficientemente grande. En la
préictica se exige que todas las frecuencias esperadas cumplan np{ > 5.

e El contraste depende de la particién elegida. Conviene tomar k > 5 siempre que sea posible para evitar
situaciones poco discriminantes.

13.2.4 Ejemplo 1: Bondad de ajuste

Una compania afirma que el niimero diario de accidentes laborales sigue una distribucién de Poisson de
pardametro A = 2. Un estudio, basado en los accidentes producidos durante 200 dias, da el resultado siguiente:

N2 de accidentes 0 1 2 3 4 5 6 7
Dias 22 53 58 39 20 5 2 1

Para contrastar el ajuste a una distribucién de Poisson debemos calcular las probabilidades

N
— A

il

Las frecuencias esperadas seran n, 0 — 200 0 Cuando 7 = 6,7 los valores son demasiado pequenos, de forma
i i ’ )
que se agrupan los valores en una unica categoria “g > 5"
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T; 0 1 2 3 4 >5 b

n; 22 53 58 39 20 8 200

Y 0.135 0.271 0.271 0.180 0.090 0.053 1

np? 27.067 54.134 54.134 36.089 18.045 10.531 200
n Of’nl 2

(p;T) 0.9486 0.0238 0.2761 0.2347 0.2119 0.6081 2.303

El valor del estadistico de test es, por tanto, 2.303. El p-valor correspondiente, es decir, P (Xg_l > 2.303), es
0.80588 y, por tanto, no podemos rechazar la hipétesis de que los datos siguen una distribucién de Poisson
de pardmetro A = 2. Otra forma de tomar la misma decisién es observar que el percentil 0.95 de dicha
distribucién es xZ o g5 = 11.07, de donde, dado que 2.303 < xZ o 95, vemos que no podemos rechazar Hy.

13.2.5 Ejemplo 2: Ajuste de modelo genético

Un cierto modelo genético para unas plantas cuyas flores pueden ser blancas, rosas o rojas afirma que la
proporcién con la que deben aparecer es de 1: 2 : 1. En un estudio se obtuvieron 112 flores blancas, 242 rosas
y 112 rojas. ;Concuerdan las observaciones con el modelo? Construimos la tabla de célculos y obtenemos:

A; Blanca Rosa Rojas by

n; 112 242 112 467

Py 0.25 0.5 0.25 1

npd 116.7 233 116.7 467
np®—n; 2

% 0.117 0.348 0.193 0.657

El valor critico es el percentil de una distribucién ji-cuadrado con dos grados de libertad, x3 o5 = 5.99, de
donde, dado que 0.657 < x%o_%, vemos que no podemos rechazar Hy.

Obsérvese que el primer ejemplo corresponde a una variable numérica que se ha categorizado, mientras que el
segundo se refiere directamente a una distribucién multinomial.

13.2.6 Hipdtesis compuestas

El test de ajuste que hemos discutido en la seccién anterior corresponde a una situacién poco habitual. En la
practica, lo que nos interesara es decidir si los datos se ajustan a una determinada familia de distribuciones.
Por ejemplo, antes de aplicar un test en el que se supone que los datos siguen una ley Normal, hay que
verificar hasta qué punto es valida esta suposicién.

En este caso nos encontramos en una situacién analoga a la anterior, salvo por el hecho de que la distribucién
no esta completamente especificada sino que depende de un parametro m-dimensional.

X ~ Fp, (0 €0 CR™
k
R=TRec(X) = |H Ri, Ai={XeR}, P(4)=p(0) =
=1
Y= n,...,n),ni =#A;, Y ~M(n;p=(p1(0),...,px(9))).

Una primera idea que se nos podria ocurrir para abordar este problema seria estimar § mediante un estimador
6 y sustituir p{ por p;(6) en (7.1). Esto no serfa mala idea si la estimacién se basase en una muestra distinta
de la que se usa para realizar el ajuste.

Ahora bien, este no es el caso aqui. Si usamos la muestra para estimar los parametros y después hacemos
el ajuste, estamos “forzando la muestra” a seleccionar la distribuciéon poblacional para que se ajuste bien a
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la muestra a través de la estimacién de los pardmetros (estamos haciendo un ajuste condicionado). Para
compensarlo, intentaremos ser “mas exigentes” a la hora de juzgar si las frecuencias observadas se corresponden
con las esperadas, y eso se reflejard en que, en lugar de basarnos en una distribucién x? con k — 1 grados de
libertad, lo haremos en una con k — 1 — m grados de libertad, donde m representara el nimero de pardmetros
que hemos tenido que estimar. Este resultado se expresa en el teorema siguiente:

Teorema: Bajo las condiciones del teorema 1 supongamos que las probabilidades p1,...,pr dependen de
parametros desconocidos 0 = 04,...,0,,. Sean 0 = 01,...,0,, las estimaciones de mdxima verosimilitud de
los pardmetros 6 y supongamos que se verifican las siguientes condiciones de regularidad:
. . ps _9%ps . .
1. Las derivadas parciales 90, 90,00, existen y son continuas.
2. La matriz jacobiana gg:, i=1,...,k, 7 =1,...,m, tiene rango m.

Entonces el estadistico

verifica

es decir, tiene distribucién asintética x? con k — 1 — dim(©) grados de libertad.
Podemos proceder de forma analoga al caso de probabilidades conocidas para establecer el test siguiente:
Definicién 7.2 Test de bondad de ajuste cuando hay que estimar parametros
Sean:
k
X~Fp(0€OCR™) R:Rec(X)=|HR
i=1
Ai={X € R;}, P (4;) =pi(0)
Y=my,...,n%),ni =#A4;, Y ~M(Mmp=(p1(0),...,pr(0))).

Entonces, para contrastar las hipétesis:

Hy: X ~F)<p=(p(0),...,pe(0))
Hy: p# (pi(0),...,px(0))

el test consiste en rechazar Hy si D? > xi_l_dim(@) |_o» donde

es un test asintotico de nivel a. Este resultado establece que una regién critica para el test 7.2 tendra la
forma

W = {D2 > Xiflfdim(@)vlfa}
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donde Xﬁ_m_a es el cuantil 1 — a de una distribuciéon x? con k — 1 — dim(©) grados de libertad.

13.2.7 Ejemplo 3: Ajuste de modelo genético con probabilidades desconocidas

En el ejemplo anterior, cuando hemos ajustado unos datos a unas proporciones del tipo “1:2:1” o0 “9:3:3:1”
estdbamos suponiendo dos cosas:

o Un modelo genético (que no tenemos por qué conocer)
e Unas probabilidades fijadas.

Esto lo hemos sintetizado en un vector numérico (p{,...,p}). Por ejemplo, en (7.2.2) la proporcién “1:2:17

viene de suponer:

« Como modelo: p?,2p(1 — p), ¢,
e Como probabilidades: p = %
A menudo nos interesa ajustar solo el modelo, es decir, decidir si, por ejemplo, el modelo p?, 2p(1 — p), ¢*

describe bien los datos observados para algin p € (0,1). En este caso, antes de comparar los observados n;
con los esperados p;, tendremos que estimar los valores de los p;.

Bajo la suposicién de un modelo multinomial,

Y ~ M(n,p(6), 6=p,
p1(0) = p*,p2(0) = 2p(1 — p),p3(0) = (1 — p)?

la verosimilitud del modelo es:

L(ny,...,nsp(0) o< ()" - (20(1 —p))™ - (¢*)™

Una aplicacién rutinaria del método de maxima verosimilitud da como estimador de méxima verosimilitud de
p:

. 2n1 + no
o 2n1 + 2ng + 2n3

N

Pmv

Supongamos ahora que tenemos unos datos genéticos correspondientes al grupo sanguineo M — N en una
poblacién de 6129 individuos, indios navajos, que son los siguientes:

Grupo M M-N N
Individuos 1787 3039 1303

El estimador de maxima verosimilitud calculado sobre los datos del ejemplo es:

- 21787 + 3039
T 2.1787+2-3039 +2-1303

jYa% =0.539

de donde la tabla con los valores observados y esperados para hacer el test de ajuste es:

M M—N N 5
n; 1787 3039 1303 6129
pi (Parv) 0.539 2. 0.539. 0.461 0.461 1
np; (Parv) 1784 3046 1299.8 6129

A~ 2
(@pi(Parv)—ni)” 0.0067 0.0166 0.0078 0.0311

np; (Prv)
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El valor critico es el percentil de una distribucién ji-cuadrado con dos menos un grados de libertad, x7 .95 =
3.841, de donde, dado que 0.0311 < X%,o.%v vemos que no podemos rechazar Hy.
13.2.8 Ejemplo 4: Ajuste a una distribucién normal

En un estudio sobre bilingiiismo se aplicé una prueba a una muestra de 211 alumnos y se obtuvieron 211
puntuaciones que, una vez tabuladas, eran las siguientes:

Puntuaciéon (< 55] (55 — 60] (60 — 65] (65 — 70] (70 — 75 (75 — 80] (80 — 85]
Frecuencia 4 17 45 67 53 15 10

;Podemos aceptar la hipodtesis de que la puntuacion sigue una distribucién normal? Fijémonos en que aqui
no nos interesa mas que el hecho de que sea normal, no una normal en concreto. Es decir, tenemos:

Hy: X ~ N(u,0)
Hy: X o N(p,0).

En primer lugar estimamos los pardmetros:

X = 68.52
5% =6.44

v
Il
(@)

>

Cada categoria A; es un intervalo del recorrido de la variable: A1 = X € (—00,55], A2 = X € (55,60]..., de

manera que si A; = (a,b], las probabilidades p; = P (A;) se calculardn, si suponemos que Y representa una

variable con distribucién normal de media i = Z y desviacién tipica & = s

pi =i (2,5°) = Pz (X € A;) = Fy (b) — Fy(a)

o (57) o (),

donde @ es la funcién de distribucién de una variable N(0,1). Si calculamos las probabilidades en esos
intervalos y construimos la tabla, obtenemos:

Puntuacién (< 55] (55—-60]  (60—65  (65—-70]  (10—75 (75— 80] (> 80)
n; 4 17 45 67 53 15 10
Di (CE 82) 0.01786 0.07556 0.19774 0.29979 0.2528 0.11871 0.03654
n- 3.77 15.94 41.72 63.26 53.34 25.05 7.92
Di (i‘7 82)

Antes de calcular el valor del estadistico de test hay que fusionar las dos primeras columnas, ya que la
frecuencia esperada es inferior a 5. La tabla final queda:

Puntuacién (< 60] (60 — 65] (65 — 70] (70 — 75] (75 — 80] (> 80)
i 4417 45 67 53 15 10
n- 3.77+ 15.94 41.72 63.26 53.34 25.05 7.92
Dbi (i‘7 82)

El estadistico de test, D?, vale aqui: 5.144. Como hemos estimado 2 pardmetros y la tabla final tiene 6
columnas, obtendremos el valor critico de una x2 con 6 —2 — 1 grado de libertad. En concreto: rechazaremos
Hysi D? > X?g 0.05)" Como esto no ocurre, no podemos rechazar H.
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13.3 Pruebas de independencia en tablas de contingencia

Sea () una poblaciéon que admite dos descomposiciones diferentes en eventos excluyentes. Por ejemplo,
una descomposicién puede hacerse por sexo (hombres/mujeres) y la otra por tabaquismo (fumadores/no
fumadores).

Q:Altﬂ"'HAk:Blw"'wBr’

donde el simbolo | indica unién disjunta. Supongamos que se realizan n observaciones o pruebas independi-
entes, de modo que n;; representa la frecuencia con la que se presenta el evento A; N B;. Podemos disponer
las observaciones en una tabla cruzada o de contingencia de r filas por k columnas:

A, .. Ay

B nip e nig ni.

B'r nr1 T Nrk .
n.q nN.k n

k . : .
donde n;. = ;_; ny; es la frecuencia del evento A; y n.; = > i_ nij es la frecuencia del evento B;.

Supongamos que queremos contrastar la hipétesis de que las dos particiones son independientes, es decir,

Hp: A; es estocdsticamente independiente de By,

lo que equivale a

P(AZQBJ):P(Al)P(BJ), i:17...,k,j:1,...,T.

Si indicamos p;; = P(A; N B;) e introducimos los pardmetros

T k
D1y Prey Zpi-zla Py Pk ijzla
i=1 =1

la hipdtesis nula se expresard como

Dij = Pi-D-j-

Es facil ver que, en este caso, los estimadores de maxima verosimilitud de las probabilidades marginales son
las frecuencias relativas:

Aplicando el Teorema 7.2 se tiene que el estadistico
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verifica

k r n;.mn.;\2
2 E E (ni] B n_ )
D - T4.M.j
=1 j:l n

c
D? —=—= X{r_1y(h_1)-

n—oo

Como consecuencia, el test de independencia para la hipdtesis

consiste en calcular

y rechazar Hy si

T (nlj _ T4.M.j )2

k
2 § § n
D - ni.N.j4
i=1 j=1 n

D? > X1y (r—1), 1—a-

13.3.1 Ejemplo 5: Relacién entre nivel de estudios y preferencias

En un estudio de mercado se intenta determinar si existe alguna relacion entre las preferencias de un grupo de
consumidores por un tipo de vehiculo y su nivel cultural. Se pregunta a 300 personas entre 20 y 50 afios qué
vehiculo poseen y se clasifican en “NINGUNO”, “MOTOCICLETAS”, “COCHES NORMALES” y “COCHES
POTENTES”. El nivel cultural se determina segtin hayan cursado estudios “ELEMENTALES”, “DE GRADO

MEDIO” o “SUPERIORES”. ; Qué se puede concluir a partir de los siguientes datos?

NINGUNO MOTOS C.NORMAL C.POTENTE TOTAL

Elementales
Nivel medio
Superiores
TOTAL

31 49 18 12 110
11 59 26 25 121
12 51 31 36 130
54 159 75 73 361

La tabla de frecuencias esperadas es:

El valor del estadistico de contraste D? calculado sobre estos datos es 29.76. El valor critico de una distribucién

NINGUNO MOTOS C. NORMAL C.POTENTE TOTAL

Elementales
Nivel medio
Superiores
TOTAL

16.5 48.4 22.9 22.2 110
18.1 53.3 25.1 24.5 121
19.4 597.3 27.0 26.3 130
o4 159 (6] 73 361

x2 con (4 —1)(3 — 1) = 6 grados de libertad y nivel de significaciéon 0.05 es 12.59. Dado que

se rechaza la hipotesis de independencia; es decir, parece existir relacion entre el nivel de estudios y el tipo de

vehiculo.

29.76 > 12.59 = X{5_1y(4_1).1-0.05"
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13.4 Pruebas de homogeneidad

Supongamos que tenemos una misma particion

Q:Alw"'wAk’
en r poblaciones:
Ax Ay
1 niy nig 13
r Ny Ny ave
n.g . n
y queremos contrastar la hipdtesis
P11 = P21 = = Pri,
P12 =Pp22 = = Pr2,
Pik = P2k = = Prk-

De forma anéloga al apartado anterior puede establecerse que el estadistico

_yy fre_)L

i=1 j=1

verifica

D* —5 Xt -1y

de modo que la hipdtesis nula se rechazara siempre que

D? > X%k71)(r71),17a-

13.4.1 Ejemplo 6: Homogeneidad en los grupos sanguineos

En un estudio antropolégico se analiza la distribucién de los grupos sanguineos O, A, B, AB entre tres razas
humanas. La siguiente tabla contiene las frecuencias observadas y esperadas, asi como el andlisis realizado
con el programa SPSS, donde se observa que no se puede rechazar la hipdtesis nula de que la probabilidad de
cada grupo sanguineo es la misma en todas las razas.

Tabla de contingencia Raza X Grupo sanguineo

Grupo
sanguineo Total
O A B AB

Raza Caucésicos Recuento 32 11 7 2 52
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Grupo

sanguineo Total
Frecuencia  29.0 8.8 9.4 4.8 52.0
esperada
% de 31.4% 35.5% 21.2% 11.8% 28.4%
grupo
sanguineo

Pigmeos Recuento 47 13 17 9 86
Frecuencia  47.9 14.6 15.5 8.0 86.0
esperada
% de 46.1% 41.9% 51.5% 52.9% 47.0%
grupo
sanguineo
Esquimales Recuento 23 7 9 6 45
Frecuencia  25.1 7.6 8.1 4.2 45.0
esperada
% de 22.5% 22.6% 27.3% 35.3% 24.6%
grupo
sanguineo
Total Recuento 102 31 33 17 183

Frecuencia  102.0 31.0 33.0 17.0 183.0
esperada

A partir de esta informaciéon queremos contrastar si la distribucién de los grupos sanguineos es la misma en
las tres razas consideradas. Formalmente, planteamos el contraste de homogeneidad:

Ho :pij =p2j =psj, j=1,...,4,
H; : no todas las probabilidades anteriores son iguales.

Bajo la hipétesis nula, la frecuencia esperada en la celda correspondiente a la raza i y al grupo sanguineo j
viene dada por

. 1.5
Ly = ———,
n

donde n;. es el total de individuos de la raza i, n.; el total del grupo sanguineo j y n el tamafo muestral
total. Estas frecuencias esperadas son las que figuran en la tabla anterior.

El estadistico de contraste es el estadistico de Pearson

3 4
pPP=%"% (nij ;_Ei‘)Q’

i=1 j=1 v

que mide la discrepancia global entre las frecuencias observadas y las esperadas bajo la hipotesis de homo-
geneidad.

En este caso, la tabla tiene » = 3 filas y k = 4 columnas, por lo que, bajo Hy, el estadistico D? sigue
asintoticamente una distribucién ji-cuadrado con
r—1)k-1)=B-1)(4-1)=6

grados de libertad.

240



El anélisis realizado muestra que el valor observado del estadistico es inferior al valor critico de una distribucién
X al nivel de significacion oo = 0.05, cuyo percentil 0.95 es X3 .95 = 12.59. De forma equivalente, el p-valor
asociado al contraste es suficientemente grande.

Por tanto, no se rechaza la hipé6tesis nula de homogeneidad, y los datos son compatibles con la hipotesis
de que la probabilidad de pertenecer a cada grupo sanguineo es la misma en las tres razas consideradas.

13.5 Ejemplos resueltos en R

La primera version de este documento se cre6 en un momento en que R no era la herramienta universal de
los estadisticos por lo que los ejemplos estan resueltos para ser calculados manualmente. En el caso de las
pruebas chi-cuadrado esto resulta particularmente interesante por lo que se ha mantenido dicha resolucién y
se incluyen a continuacién la resolucién de cada ejercicio con R.

13.5.1 Ejemplo 1: Bondad de ajuste

Datos (200 dias). Se contrasta Hy : X ~ Poisson(A = 2).

n <- 200
obs_raw <- c(0°=22, "1°=53, "2°=58, “3°=39, "4°=20, '5°=5, “6°=2, 77 =1)

# Agrupamos en categoria ">=5" para evitar esperadas pequefas
obs <- c("0 =obs_raw["0"],
"1 =obs_raw["1"],
"2 =obs_raw["2"],
"3 =obs_raw["3"],
"4 =obs_raw["4"],
“>=5"=sum(obs_raw[c("5","6","7")]))

obs

## 0.0 1.1 2.2 3.3 4.4 >=5
## 22 b3 58 39 20 8

sum(obs)

## [1] 200
lambda <- 2

# Probabilidades bajo Poisson(2): 0..4 y >=5
pO0_4 <- dpois(0:4, lambda = lambda)

p_geb <- 1 - ppois(4, lambda = lambda)

p <- c(p0_4, p_geb)

names (p) <- names(obs)

# Comprobacion: suman 1
sum(p)
## [1] 1

# Test chi-cuadrado (probabilidades completamente espectficadas)
testl <- chisq.test(x = obs, p = p, rescale.p = TRUE)

testl

#i#

## Chi-squared test for given probabilities
#i#

241



## data: obs
## X-squared = 2.3031, df = 5, p-value = 0.8058

expected <- as.numeric(testl$expected)
stat_contrib <- (obs - expected) 2 / expected

resl <- data.frame(
Categoria = names(obs),
Observado = as.numeric(obs),
pO = as.numeric(p),
Esperado = expected,
Contribucion = stat_contrib

)

resl

## Categoria Observado pO Esperado Contribucion
## 0.0 0.0 22 0.13533528 27.06706  0.94857241
## 1.1 1.1 53 0.27067057 54.13411  0.02375975
## 2.2 2.2 58 0.27067057 54.13411  0.27607509
## 3.3 3.3 39 0.18044704 36.08941  0.23473759
## 4.4 4.4 20 0.09022352 18.04470 0.21187273
## >= >=5 8 0.05265302 10.53060 0.60812791

sum(res1$Contribucion) # Debe coincidir con el estadistico

## [1] 2.303145

op <- par(mar=c(5,4,2,1))
bp <- barplot(rbind(Observado = as.numeric(obs), Esperado = expected),
beside = TRUE, las = 2, ylab = "Frecuencia",
main = "Ejemplo 1: Observado vs Esperado (Poisson(2))")
legend("topright", legend = c("Observado","Esperado"), bty = "n")
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Ejemplo 1: Observado vs Esperado (Poisson(2))

Observado
50 Esperado
40 —
©
e
o 30
>
(&S]
o
LL
20 —
10 —
0 —
par (op)

13.5.2 Ejemplo 2: Ajuste de modelo genético

Modelo: proporciones 1 : 2 : 1 (multinomial con p = (0.25,0.5,0.25)).

obs <- c(Blanca = 112, Rosa = 242, Roja = 112)
p <- c(0.25, 0.50, 0.25)

test2 <- chisq.test(x = obs, p = p, rescale.p = TRUE)
test2

#it

## Chi-squared test for given probabilities

#i#

## data: obs

## X-squared = 0.69528, df = 2, p-value = 0.7064

expected <- as.numeric(test2$expected)

data.frame(
Categoria = names(obs),
Observado = as.numeric(obs),
Esperado = expected,
Contribucion = (obs-expected) "2/expected
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## Categoria Observado Esperado Contribucion

## Blanca Blanca 112 116.5 0.1738197
## Rosa Rosa 242 233.0 0.3476395
## Roja Roja 112 116.5 0.1738197

barplot (rbind(Observado = as.numeric(obs), Esperado = expected),
beside = TRUE, las = 2, ylab = "Frecuencia",
main = "Ejemplo 2: Observado vs Esperado (1:2:1)")

n n

legend("topright", legend = c("Observado","Esperado"), bty = "n")

Ejemplo 2: Observado vs Esperado (1:2:1)

Observado
200 — Esperado
8 150
c
<&}
>
8]
o 100
LL
50
0 —

13.5.3 Ejemplo 3: Ajuste de modelo genético con probabilidades desconocidas

Se contrasta el ajuste a un modelo Hardy—Weinberg para alelos M/N:

pi(p) =p*, p2(p) =2p(1 —p), pa(p) = (1-p)*
estimando p por maxima verosimilitud.

Datos:

Grupo M M-N N
Individuos 1787 3039 1303
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nl <- 1787
n2 <- 3039
n3 <- 1303
n <- nl + n2 + n3

p_hat <- (2*nl + n2) / (2*n)

## [1] 0.5394844

p_model <- c(M = p_hat~2,
"M-N" = 2%p_hat*(1-p_hat),
N = (1-p_hat)"2)

expected <- n * p_model
obs <- ¢c(M = nl1, "M-N" = n2, N = n3)

# Estadistico de Pearson
D2 <- sum((obs - expected) 2 / expected)

# Grados de libertad ajustados: kK -1 - m=3 -1 -1 =1
df <- 1
p_value <- 1 - pchisq(D2, df = df)

list(
p_hat = p_hat,
expected = expected,
D2 = D2,
df = df,
p_value = p_value

)

## $p_hat

## [1] 0.5394844

##

## $expected

## M M-N N
## 1783.805 3045.390 1299.805
##

## $D2

## [1] 0.02698008

##

## $df

## [1] 1

##

## $p_value

## [1] 0.8695295

barplot(rbind(Observado = as.numeric(obs), Esperado = as.numeric(expected)),
beside = TRUE, las = 2, ylab = "Frecuencia",
main = "Ejemplo 3: Observado vs Esperado (modelo con p estimado)")
legend("topright", legend = c("Observado","Esperado"), bty = "n"
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Ejemplo 3: Observado vs Esperado (modelo con p estimado)

3000 —

2500 —

= N

o o

o o

o o
I

Frecuencia

13.5.4 Ejemplo 4: Ajuste a una distribucién normal

Se dispone de 211 puntuaciones tabuladas:

Observado
Esperado

Intervalo (<55  (55—60]  (60—65  (65—70]  (70—75]

(75—80] (80 — 85

Frecuencia 4 17 45 67 53

15 10

Queremos contrastar Hy : X ~ N(u,0), con py o desconocidos (se estiman).

Importante: como se estiman 2 pardmetros, el contraste usa k — 1 — m grados de libertad tras

posibles fusiones de clases.

obs_raw <- c(°<=55"=4, "55-60"=17, ~60-65 =45, “65-70"=67, 70-75 =53, ~75-80=15, ~80-85 =10)

n <- sum(obs_raw)

mu_hat <- 68.52
sigma_hat <- 6.44
mu_hat; sigma_hat

## [1] 68.52
## [1] 6.44
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# Intervalos: (-Inf,55], (55,601, ..., (80,Inf)
breaks <- c(-Inf, 55, 60, 65, 70, 75, 80, Inf)

p <~ numeric(length(breaks)-1)
for(i in seq_along(p)){
a <- breaks[i]; b <- breaks[i+1]
pli]l <- pnorm(b, mean = mu_hat, sd = sigma_hat) - pnorm(a, mean = mu_hat, sd = sigma_hat)
}
names(p) <- names(c( <=55"=1, "55-60"=1, “60-65"=1, ~65-70°=1, “70-75"=1, ~75-80°=1, ~>=80"=1))
p

## <=55 55-60 60-65 65-70 70-75 75-80 >=80
## 0.01789176 0.07502903 0.19941155 0.29854938 0.25196129 0.11983199 0.03732501
sum(p)

## [1] 1

expected_raw <- n * p

# Fusionamos las dos primeras clases si alguna esperada < 5 (en el texto se fusionan)
obs <- c("<=60" = obs_raw["<=55"] + obs_raw["55-60"],

"60-65" = obs_raw["60-65"],

“65-70" = obs_raw["65-70"],

“70-75" = obs_raw["70-75"],

“75-80" = obs_raw["75-80"],

">=80" = obs_raw["80-85"])

expected <- c("<=60" = expected_raw[1] + expected_raw([2],
"60-65" = expected_rawl[3],
"65-70" = expected_raw[4],
“70-75" = expected_raw[5],
“75-80" = expected_rawl[6],
">=80" = expected_rawl[7])

data.frame(Categoria = names(obs),
Observado = as.numeric(obs),

Esperado = as.numeric(expected))
## Categoria Observado Esperado
## 1 <=60.<=55 21 19.606286
## 2 60-65.60-65 45 42.075836
## 3 65-70.65-70 67 62.993920
## 4 70-75.70-75 53 53.163831
## 5 75-80.75-80 15 25.284549
## 6 >=80.80-85 10 7.875577

# Estadistico de Pearson
D2 <- sum((obs - expected) 2 / expected)

k <- length(obs) # numero final de clases
m <- 2 # mu y sigma estimados

df <-k -1 -m

p_value <- 1 - pchisq(D2, df = df)
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list(D2 = D2, df = df, p_value = p_value)

## $D2

## [1] 5.313888
##

## $df

## [1]1 3

##

## $p_value

## [1] 0.1502038

barplot (rbind(Observado = as.numeric(obs), Esperado = as.numeric(expected)),

beside = TRUE, las = 2, ylab = "Frecuencia",

main = "Ejemplo 4: Observado vs Esperado (Normal con pardmetros estimados)")
legend("topright", legend = c("Observado","Esperado"), bty = "n")

Ejemplo 4: Observado vs Esperado (Normal con parametros estimados)
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13.5.5 Ejemplo 5: Relacién entre nivel de estudios y preferencias

Tabla (Nivel de estudios x Tipo de vehiculo):

tab <- matrix(
c(31,49,18,12,
11,59,26,25,
12,51,31,36),
nrow = 3, byrow = TRUE
)

rownames (tab) <- c("Elementales","Nivel medio","Superiores")
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colnames(tab) <- c("Ninguno","Motos","C. normal","C. potente")
tab

## Ninguno Motos C. normal C. potente

## Elementales 31 49 18 12

## Nivel medio 11 59 26 25

## Superiores 12 51 31 36
addmargins (tab)

#it Ninguno Motos C. normal C. potente Sum
## Elementales 31 49 18 12 110
## Nivel medio 11 59 26 25 121
## Superiores 12 51 31 36 130
## Sum 54 159 75 73 361
testb <- chisq.test(tab, correct = FALSE)

testbh

##

## Pearson's Chi-squared test

##

## data: tab
## X-squared = 29.763, df = 6, p-value = 4.361e-05

testb$expected

## Ninguno Motos C. normal C. potente
## Elementales 16.45429 48.44875 22.85319  22.24377
## Nivel medio 18.09972 53.29363 25.13850 24.46814
## Superiores 19.44598 57.25762 27.00831  26.28809

mosaicplot(tab, shade = TRUE, las = 1,
main = "Ejemplo 5: Mosaicplot (independencia)")
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Ejemplo 5: Mosaicplot (independencia)

Elementales Nivel medio Superiores

_____________________________

Ninguno

_______________

Motos

1
1
C.normal
1

assocplot(tab, main = "Ejemplo 5: Assocplot (residuales estandarizados)")
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Ejemplo 5: Assocplot (residuales estandarizados)

Motos

C. potente

Elementales Nivel medio Superiores

13.5.6 Ejemplo 6: Homogeneidad en los grupos sanguineos

Tabla (Raza x Grupo sanguineo):

tab <- matrix(
c(32,11,7,2,
47,13,17,9,
23,7,9,6),
nrow = 3, byrow = TRUE
)
rownames (tab) <- c("Caucésicos
colnames(tab) <- c("0O","A","B"
tab

#i# 0 A BAB
## Caucadsicos 32 11 7 2
## Pigmeos 47 13 17 9
## Esquimales 23 7 9 6

addmargins (tab)

## 0 A B AB Sum
## Caucésicos 32 11 7 2 52
## Pigmeos 47 13 17 9 86
## Esquimales 23 7 9 6 45
## Sum 102 31 33 17 183

","Pigmeos","Esquimales")

s |IABII)
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# El test de homogeneidad se implementa igual que el test de independencia sobre la tabla de recuentos
test6 <- chisq.test(tab, correct = FALSE)
test6

#i#t

## Pearson's Chi-squared test

#i#

## data: tab

## X-squared = 4.6911, df = 6, p-value = 0.584

test6$expected

## 0 A B AB
## Caucdsicos 28.98361 8.808743 9.377049 4.830601
## Pigmeos 47.93443 14.568306 15.508197 7.989071
## Esquimales 25.08197 7.622951 8.114754 4.180328

mosaicplot(tab, shade = TRUE, las = 1,
main = "Ejemplo 6: Mosaicplot (homogeneidad)")

Ejemplo 6: Mosaicplot (homogeneidad)

Caucaésicos Pigmeos Esquimales
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assocplot(tab, main = "Ejemplo 6: Assocplot (residuales estandarizados)")
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Ejemplo 6: Assocplot (residuales estandarizados)

Caucésicos Pigmeos Esquimales
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14 Estadistica no paramétrica

14.1 Introduccién

En este capitulo presentaremos de forma breve algunos tests no paramétricos para problemas de una, dos o
varias muestras. El objetivo de estos tests es disponer de alternativas a las pruebas de hipo6tesis de comparacién
clasicas cuando no se conoce la forma de la distribuciéon de los datos o la ley de las variables. En particular,
seran alternativas a los tests sobre la media o comparacién de medias cuando no se verifica la suposicién
de normalidad de los datos. Nos referimos a los tests basados en poblaciones normales como contrastes
paramétricos, ya que se basan en comparar medias o parametros de la ley normal. En contraposicién, los que
consideramos aqui y que denominaremos contrastes no paramétricos pueden comparar medianas, cuantiles o
incluso toda la distribucién en bloque. Observemos, pues, que “no paramétrico” no significa que estos tests
no comparen algin pardmetro como la mediana; mas bien significa que no queremos hacer determinadas
suposiciones sobre la funcién de distribucién de las variables.

Desde un punto de vista practico, que es también el que adoptan muchos programas informéticos de anélisis
estadistico, distinguiremos entre:

e Problemas de una muestra

e Problemas de dos muestras con datos apareados
e Problemas de dos muestras independientes

e Problemas de k muestras independientes.

Esta distincién nos permite clasificar las técnicas que estudiamos y compararlas con las correspondientes
pruebas paramétricas:

Problema Test paramétrico Test no paramétrico

Una muestra Test ¢ de una muestra Test de los signos Test de los
rangos con signo

Datos apareados Test t de datos apareados Test de los signos Test de los
rangos con signo

Dos muestras ind. Test t para dos muestras ind. (con Test U de Mann-Whitney

test F previo)
k muestras ind. ANOVA de un factor Test de Kruskal-Wallis

Ademas, algunos tests no paramétricos tienen otras utilidades, como los tests de aleatoriedad, los tests de
rachas, etc.

14.2 Test de los signos
14.2.1 Test para la mediana

Sea X una variable aleatoria con distribucion continua F'y desconocida y M = @59 su mediana o cuantil del
50%, es decir, el valor tal que

P(X<M)=05

Supongamos que queremos contrastar las hipotesis

Hy: M =my
Hy: M #myg
Dada una muestra z1,xs,...,T,, consideremos el “signo” de cada valor muestral por comparacién con la

mediana propuesta por la hipétesis Hy, es decir,
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+  six; > my

signe (z;) = {

—  siax; <myg

El estadistico B = “Numero de signos positivos” es:

n
B (xl,.fQ, et 73771) = ZIJJ1>WO
=1
donde

I |1 six; > mg(signe (x;) =+)
Zi>mo =00 sixy; < my (signe (z;) = —)

Si la hip6tesis nula es cierta, la distribucién del estadistico B serd una binomial de pardmetros ny 1/2;y
es razonable esperar que B tome valores préximos a n/2; mientras que cuando sea falsa es de esperar que
tome valores en las colas de la distribucién. Asi pues, una regién critica para el test serd aquella en la que el
nimero de signos positivos sea demasiado alto o demasiado bajo como para ser coherente con la hipdtesis
nula, que implica que hay tantos positivos como negativos. Podemos tomar como region critica:

W = {B(x) < bays} U{B(x) > bi_a/2}

donde by /2 ¥ b1_q /2 se determinan de forma que la probabilidad de las dos colas de una distribuciéon B (n, %)
sea igual al nivel de significacién « (o algo menor que «), es decir,

SO0 M 066 -

1=b1_a/2

14.2.1.1 Observaciones

e Aunque con probabilidad tedrica cero, porque la variable considerada tiene funcién de distribucién
continua, puede darse el caso x; = my, de signo indefinido. Si no es posible aumentar la precision, se
aconseja eliminar este valor muestral y descontarlo en consecuencia del tamafno de la muestra.

e Si la hipotesis alternativa es M < mg o bien M > my, la region critica se adapta a esta hipotesis de
forma razonable, es decir:

Hi:M<mg = W={B(x)<b,}
Hi: M >myg = W= {B(X) > bl—a/Q}

e Algunos libros incluyen tablas de la distribucién binomial que podemos usar para encontrar los valores
criticos. Para n > 20 podemos aproximar la binomial por una normal.

14.2.1.2 Ejemplo 1 La siguiente tabla recoge una muestra de 40 notas en un examen. Contraste, con un
nivel de significacién 0.05, la hipétesis de que el valor central (mediana) de las notas es 66.

71 67 55 64 82 66 T4 58 79 61

78 46 84 93 72 54 78 86 48 52
67 95 70 43 70 73 57 64 60 83
73 40 78 70 64 86 76 62 95 66
+ + - -+ 0 + - o+ -
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71 67 55 64 82 66 T4 58 79 61

T S S
T S
+ - 4+ 4+ - + + - + 0

Si restamos 66 de las notas observadas y retenemos solo los signos de las diferencias, se obtienen 23 signos +,
15 signos - y 2 ceros. Descartados los ceros, B = 23 sobre un total de 38. Si hacemos un contraste bilateral
con la aproximacién normal, la regién de aceptacién es {—1.96 < z < 1.96}. Dado que

,_(23-05)-38-05 _
V380505

aceptamos la hipdtesis de que la mediana es 66, al nivel 0.05.

Podemos hacer lo mismo con R:

Primero introducimos las notas y calculamos cuantos valores son superiores a 66, es decir, el niimero de signos

positivos.

notes<-c (71,67,55,64,82,66,74,58,79,61,78,46,84,93,72,54,78,86,48,52,67,95,70,43,70,73,57,64,60,83,73,:
notes[notes>66]

## [1] 71 67 82 74 79 78 84 93 72 78 86 67 95 70 70 73 83 73 78 70 86 76 95

B<-length(notes[notes>66])
B

## [1] 23

Y finalmente calculamos la aproximacién normal del estadistico y su p-valor. Aplicaremos una correccién por
continuidad, habitual en esta aproximacion, restando 0.5 al estadistico B

n<-length(notes)-length(notes[notes==66])
n

## [1] 38

z<-(B-0.5-n*0.5) /sqrt (n*0.5%0.5)
round(z,2)

## [1] 1.14
2% (1-pnorm(z))

## [1] 0.256145
2% (1-pnorm(B-0.5,mean=n*0.5,sd=sqrt (n*0.5%0.5)))

## [1] 0.256145

El p-valor, superior al nivel de significacién, hace que aceptemos la hipotesis nula Hy : M = 66.

14.2.2 Test de los signos para datos apareados

El test de los signos puede servir también en el caso de datos apareados. Consideremos una muestra de dos
variables X, Y

(Ilayl) ’ (x27y2) P (znayn)
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con n observaciones en dos situaciones lo mas homogéneas posible. Supongamos que las distribuciones de las
dos variables son similares, excepto quizd en un pardmetro de localizacién como la mediana. Es decir, las dos
situaciones consideradas solo pueden desplazar la distribucién y no modifican su forma.

Ahora queremos contrastar la hipétesis de que no hay diferencia entre las dos situaciones: las diferencias
observadas entre los valores x; y y; se deben al azar; es decir, las dos muestras x1,...,2, € Y1, ..., Y, proceden
de la misma poblaciéon. Esto puede expresarse estadisticamente con la hipétesis Hy de igualdad de las
distribuciones de probabilidad, que con las suposiciones asumidas es equivalente a la igualdad de medianas.
Si la hipotesis Hy es cierta, y la distribucién de la variable diferencia D = X — Y es simétrica respecto del
origen, se verificard

P(X>Y):P(X—Y>O):%

Asi pues, podemos aplicar el test de los signos a la variable diferencia D = X — Y. En general, aunque no
necesariamente siempre, se tomara como valor de mg el 0.

14.2.2.1 Ejemplo 2 Se quiere comparar el nimero de piezas defectuosas producidas por dos maquinas
diferentes. Se observa la produccién durante 10 dias, con la misma produccién diaria para ambas maquinas,
aunque diferente cada dia. Los resultados son:

Dia 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Maquina 1 46 110 70 54 60 120 82 76 37 28
Maquina 2 42 87 75 50 48 108 80 67 40 25

Con un nivel de significaciéon a = 0.06, ;podemos aceptar que la primera maquina produce maés piezas
defectuosas?

Solucién:

El hecho de que la produccién total diaria de ambas méaquinas sea la misma permite considerar los datos
como apareados. Que la produccién diaria sea diferente cada dia aconseja utilizar un test no paramétrico.
Observemos los signos de las diferencias

Dlax 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Signo: + + - + + + 4+ 4+ - +

De modo que B = 8 sobre n = 10. En este contraste, la regién critica es unilateral y concretamente es
W = {8,9,10}, ya que

10
1
P(B>8)=>_ ( ZO> 0.5'% = 0.0547 < o = 0.06

1=8

Dado que la frecuencia observada es 8 y pertenece a la regién critica, rechazamos la igualdad y podemos
aceptar que la maquina 1 produce mas piezas defectuosas.

Para hacerlo con R introducimos los datos en dos vectores de la misma longitud. Calculamos la diferencia y
el niimero de valores positivos. A partir de este nimero calculamos la probabilidad de la cola derecha de una
binomial, ya que la hipo6tesis alternativa asi lo requiere.

maql<-c(46,110,70,54,60,120,82,76,37,28)

maq2<-c(42,87,75,50,48,108,80,67,40,25)

dif<-maql-maq2

dif
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## [1] 4 23 -5 412 12 2 9 -3 3
B<-length(dif [dif>0]) ;B

## [1] 8
dbinom(8,10,0.5)+dbinom(9,10,0.5)+dbinom(10,10,0.5)

## [1] 0.0546875

1-pbinom(B-1,10,0.5)

## [1] 0.0546875

El p-valor es inferior al nivel de significacién 0.06 y, por tanto, rechazamos la hipdtesis nula y aceptamos que
la maquina 1 produce mas piezas defectuosas.

14.2.3 Test para datos binarios

En el caso de una muestra de valores de una variable dicotémica, por ejemplo

a,a,b,b,b,a,a,b,a,...,b
podemos aplicar el test de los signos para contrastar el equilibrio de las probabilidades de ambos valores.

14.2.3.1 Ejemplo 3 Ante un cambio en un servicio publico se realiza una encuesta a 300 personas, a las
cuales se les pregunta si el servicio ha mejorado o empeorado, sin posibilidad de ser indiferente. Ha resultado
que 197 personas han dicho que el servicio ha mejorado y queremos contrastar este hecho con un nivel de
significacién del 0.01.

Bajo la hipétesis nula de equilibrio, el nimero B de personas que afirman que el servicio ha mejorado sigue
una distribucién binomial B(300,0.5), de forma que

197 — 0.5) — 1
L (197-05) 150 _
V300-0.5-0.5

La region critica de una cola es W = {z > 2.33} para a = 0.01, de manera que aceptamos la opinién de que
el servicio ha mejorado.

14.3 Test de McNemar

Es una variante del test de los signos. Supongamos que un conjunto de individuos se clasifica en dos categorias
opuestas, que podemos indicar con los signos +i—. Después de algin estimulo, es posible que algunos
individuos cambien de categoria, de forma que se obtiene la tabla de frecuencias

Después
- -
Antes + a b
- c d

Solo a + d individuos han cambiado. Bajo la hipotesis nula de que las proporciones no cambian, las
probabilidades son

P+—= —)=P(——+)=1/2
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de manera que la frecuencia esperada en estos dos casos es (a + d)/2. Podemos aplicar el test ji-cuadrado

,_(a—(a+d)/2? (d—(a+d)/2? _(a—dp
(a+d)/2 (a+d)/2 a+d

con 1 g.l.

Rechazaremos la hipétesis de equilibrio si x > x2, donde « es el nivel de significacién. Si las frecuencias son
pequenas es conveniente utilizar la correcciéon de Yates

(la —d| = 1)
a+d

14.4 Test de los rangos con signo de Wilcoxon

Visto como una extensiéon del test de los signos anterior, la idea de este test es utilizar, ademas del signo, la
magnitud de las diferencias.

El rango de una observacion es la posicion que ocupa en la muestra ordenada. Por ejemplo, si consideramos
la muestra

l‘1:3 Z‘QZO JJ3:5 334:1.9

la muestra ordenada es

.7;(1) =0 .7;‘(2) =19 .7;(3) =3 LL‘(4) =5

de modo que los rangos son:

r(0)=1 (19 =2 r(38)=3 r()=4

Una parte importante de la estadistica no paramétrica ha surgido de la sustitucion de los valores cuantitativos
de las muestras por sus rangos y de la obtencion de estadisticos de contraste andlogos a los utilizados con
datos cuantitativos.

Podemos encontrar asi, por ejemplo, un test equivalente al test ¢ de Student pero basado en rangos, o un
coeficiente de correlaciéon, denominado de Spearman, con la misma férmula que el de Pearson pero utilizando
rangos.

Ahora nos centramos en la comparacion de medianas, basada en rangos, y no en los coeficientes de correlacion.

Supongamos que la hipétesis nula es la misma que en el test de la mediana, es decir:

H():M:mo
leM#mo

donde M representa la mediana de una variable o, con frecuencia, de la diferencia entre dos variables
apareadas.

Wilcoxon propuso considerar los estadisticos:
T* = Suma de los rangos de las observaciones con signo +
T~ = Suma de los rangos de las observaciones con signo -

Tt = ZT (|2 — mol) Lz, >mq
i=1
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Si Hj es cierta, entonces es de esperar que 7T = T~. El estadistico T+ se conoce con el nombre de estadistico
de Wilcoxon y estd tabulado, de forma que pueden encontrarse valores t, /2 y t1_q/2 tales que

P [TJr < ta/2 | Ho] + P [T+ > tl_a/2 | HO] <«

y definir la regién critica como

W - {T+ < toc/2} U {T+ > tl—a/Q}

14.4.1 Observaciones

o Para valores grandes de n puede utilizarse el hecho de que, bajo Hy, el estadistico T es asintéticamente
normal:

1 1)(2 1
T+NAN(MT+aUT+)a MT+:7n(n4—|— ), U%+:n(n+ 2)§ln+ )

y, por tanto, para muestras grandes podemos basarnos en el estadistico

Tt —n(n+1)/4
Z: ~
Vnln+1)(2n +1)/24

« Una alternativa al estadistico de contraste anterior consiste en considerar el estadistico

N(0,1)

T = min (T+,T_) .

Si Hy es cierta, entonces 7T = T~. Sino lo es, se tendrd 7T > T~ o bien TT < T~, de modo que el minimo
serd un valor “pequeno”. El test basado en este estadistico rechazara la hipétesis nula si T es menor que T,
donde este valor critico se obtiene a partir de una tabla diferente de la tabla de valores criticos para T+.

14.4.2 Ejemplo 4

Dado que en el ejemplo 1 las notas son numéricas, podemos utilizar el test de los rangos con signo para
contrastar Hy : M = 66 frente a Hy : M # 66, con un nivel de significacién del 0.05.

Solucién:

Para calcular el estadistico 7T debemos asignar los rangos correspondientes a los valores positivos de las
diferencias entre las observaciones y el valor 66 propuesto en la hipotesis nula.

En este ejemplo utilizaremos la funcién wilcox.test con el vector notes del ejemplo:

wilcox.test(notes,mu=66,alternative="two.sided",exact=F)

##

## Wilcoxon signed rank test with continuity correction
##

## data: notes

## V = 465, p-value = 0.1726

## alternative hypothesis: true location is not equal to 66

O bien, mediante una aproximacién normal directa:
z<-(465-0.5-38%39/4) /sqrt (38*39%77/24) ; z

## [1] 1.363214
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round (2* (1-pnorm(z)),2)

## [1] 0.17
Esta funcién calcula el estadistico T = 465 y su p-valor con correccién por continuidad.

En este problema existen, ademés de dos ceros, un nimero considerable de empates o ligaduras (del inglés
“ties”), de modo que la funcién wilcox.test no puede calcular el p-valor exacto y por ello se le ha indicado
exact=F.

El estadistico z que hemos calculado de forma directa y su p-valor, sin tener en cuenta las ligaduras, son
bastante similares a los que calcula el algoritmo. Si no se indica nada sobre este parametro, aparecen dos
mensajes de advertencia relativos a este hecho.

wilcox.test (notes,mu=66,alternative="two.sided")

#it

## Wilcoxon signed rank test with continuity correction

##

## data: notes

## V = 465, p-value = 0.1726

## alternative hypothesis: true location is not equal to 66

14.4.3 Ejemplo 5

Dado que en el ejemplo 2 las observaciones son numeéricas y apareadas, podemos utilizar los valores de las
diferencias con el test de los rangos con signo para contrastar si existen diferencias entre las dos maquinas.

Solucion:

En este ejemplo se utiliza también la funcién wilcox.test con los dos vectores de datos del ejemplo y la
opcion paired=TRUE.

wilcox.test(maql,mag2,mu=0,paired=T,alternative="greater",exact=F)

##

## Wilcoxon signed rank test with continuity correction

##

## data: maql and maqg2

## V = 46.5, p-value = 0.02942

## alternative hypothesis: true location shift is greater than O

Observamos que en este caso hemos utilizado la opcién paired=T para indicar que los datos son apareados.
También hemos identificado correctamente la alternativa con alternative="greater". Ademads, como en el
ejemplo anterior, las ligaduras no permiten calcular el p-valor exacto. El p-valor aproximado 0.029 indica el
rechazo de la hipétesis nula.

14.5 El test U de Mann-Whitney

Este test permite comparar dos poblaciones con muestras independientes:

(xl""’xnl)’(ylv"'ay’ﬂ2)

procedentes de dos poblaciones X,Y con funciones de distribucion Fy, Fy respectivamente. Queremos
contrastar la hipotesis Hy : Fixy = Fy frente a alguna de las alternativas

HliFX#Fy Hy:Fx <Fy H,:Fx>Fy
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Si la hipétesis nula es cierta, entonces P(X <Y) = % Ademas, dado que existen nj - ng pares posibles, el
niimero de pares de observaciones (14, ;) que se espera que verifiquen z; < y; estara alrededor de *5*2. Un
estadistico de contraste razonable para decidir si aceptamos o rechazamos la hipd6tesis nula es el nimero de
pares que verifican z; < ¥;, que definimos como:

ny N2

U= Z ZI%@J‘

i=1 j=1

Una desviacién significativa de U respecto al valor esperado “5*2 conducira al rechazo de la hipétesis nula.
Para decidir si U es significativo se consulta la tabla de Mann-Whitney-Wilcoxon, que permite decidir el
rechazo de Hy en funcién del nivel de significacién elegido y de los tamafios muestrales ny y ns.

14.5.1 Observaciones

e Un procedimiento alternativo para calcular U, y a menudo méas comodo, consiste en formar la muestra
conjunta reuniendo las dos muestras individuales y asignar los rangos 1,2,...,n1 + ne a cada uno de
los valores de la muestra ordenada. Puede calcularse U a partir de la relaciéon:

9 (TLQ + 1)

U=W -
2

donde W es la suma de los rangos de las observaciones y;

W= ZT(yj)

Este estadistico W para comparar dos poblaciones fue propuesto por Wilcoxon pero, por la relaciéon anterior,
es equivalente al estadistico U de Mann-Whitney.

o Si no existen ligaduras o empates, la relacién entre el estadistico de Wilcoxon W (suma de rangos
correspondientes a las observaciones Y') y el estadistico U de Mann-Whitney (ntumero de veces que
x; < y;j en la muestra conjunta ordenada) es

ng (ng + 1)

W:
2

+U
Si W’ es la suma de los rangos correspondientes a las observaciones X, entonces

(77,1 + TLQ) (’I’Ll + no + 1)
2

W+W =
De modo que, si U’ es el ndmero de veces que y; < z;, se obtiene

ny (n1 + 1)
2
e Para muestras “grandes” puede utilizarse el hecho de que, bajo Hy, el estadistico U es asintoticamente
normal:

U+U =niny W = .y

nin9 (n1 + ») + 1)
12

ning
2 )

U~ AN (pu,ou), pu = oy =

y, por tanto, para n; > 10 o ng > 10 podemos basarnos en el estadistico de contraste
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- U*n1n2/2
\/nlng (n1 + no + 1) /12

Z ~ N(0,1)

14.5.2 Ejemplo 6

Para comparar la resistencia en kg/cm? de un material suministrado por dos proveedores se midieron dos
muestras de varios elementos:

Proveedor A 202, 229, 215, 220, 223, 233, 208, 228, 209
Proveedor B 221, 207, 185, 203, 187, 190, 195, 204, 212

Con un nivel de significacion del 0.05, indique si existen diferencias entre los materiales suministrados por los
dos proveedores.

Solucién:

Ahora utilizaremos la funciéon wilcox.test con los dos vectores de datos, teniendo en cuenta que son
independientes, que es la opciéon por defecto.

pro.A<-c(202,229,215,220,223,233,208,228,209)
pro.B<-c(221,207,185,203,187,190,195,204,212)
wilcox.test(pro.A,pro.B,alternative="two.sided")

#i#

## Wilcoxon rank sum exact test

#it

## data: pro.A and pro.B

## W = 70, p-value = 0.007775

## alternative hypothesis: true location shift is not equal to 0

No debemos dejarnos confundir por la notacién.

El estadistico calculado es el que hemos denominado U’ = 70 > nin2/2 = 40.5. En cualquier caso, el p-valor
es muy explicito e implica el rechazo de la hipétesis nula de equivalencia.

14.6 Comparacién de medianas

Consideremos una situacién en la que se desea comparar dos poblaciones continuas con distribuciones de
igual forma y tratar de detectar desplazamientos entre ambas distribuciones. Sean x1,..., 2, iy1, ..., Yn, dos
muestras aleatorias correspondientes a cada poblacién e independientes entre si. Si se ordenan conjuntamente
ambas muestras en orden creciente y se considera la mediana M de la muestra combinada, podemos calcular
el estadistico

n1
T= E Ipi<mr
i=1

que sirve para contrastar la hipotesis Hy : Mx = My . Si ambas poblaciones tienen la misma distribucion, es
de esperar que T sea préximo a n1/2. En cambio, si T resulta mucho mayor que n;/2, es razonable suponer
que la mediana Mx de la primera poblacion es inferior a la de la segunda My ; mientras que si T es mucho
menor que n/2, ello parece indicar que Mx es superior a My . Las regiones criticas son:

Alternativa Region critica

Mx < My {T > k}

Mx > My {T <K}

Mx # My {Tgkl}U{TZkQ}
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Si la distribucién de ambas poblaciones es la misma, la distribucién de T' puede obtenerse con facilidad.
Dado que las ny + no observaciones son independientes e idénticamente distribuidas, las ("1:1"2) formas de
asignar n; a la primera muestra (y las restantes ny a la segunda) son equiprobables. Si p es la parte entera
de (ny + ng) /2, existen p de las ny + ng observaciones inferiores a M y se tendrd T = t en todas aquellas
asignaciones en las que resulten ¢ observaciones de la primera muestra de entre las p primeras y ny — t entre
las n1 + ng — p ultimas. Asi

M)
(")

P(T=t)=

donde t puede variar entre max {0,p — no} y min {n1,p}. Se trata, por tanto, de una distribucién hiperge-

ométrica que puede aproximarse, si ny y no son grandes, por una N (n1/2, \/n1n2/4 (n1+ ng))

14.6.1 Ejemplo 7
Con los datos del ejemplo anterior, calcule el estadistico x? y compare las medianas de las dos muestras.
Solucion:

Como ya sabemos, la mediana comin de las dos muestras es M = 208.5. Entonces la tabla para el test de
homogeneidad es

Pro. A Pro. B

valores inferiores 2 7 9
valores superiores 7 2 9
Total 9 9

Asi, debemos calcular el estadistico ji-cuadrado con la correccién de Yates

9 (|2-2—17-7| — 18/2)?
- 1 = 9.

Con un grado de libertad y para un nivel de significacién del 0.05 , la regién critica comienza en x2 5 = 3.841,
de modo que podemos aceptar la hipdtesis nula.

Con tamafios muestrales grandes, el test ji-cuadrado es preferible si no se tiene constancia de que la forma
de ambas distribuciones sea la misma, ya que el test T anterior tiende a aceptar la homogeneidad si
Mx = My aunque la forma de las distribuciones sea diferente. Por la misma razoén, es preferible el test de
Kolmogorov-Smirnov que se explica en la seccién siguiente.

Observemos el calculo de la mediana conjunta con median(c(pro.A,pro.B)).

T<-length(pro.A[pro.A<median(c(pro.A,pro.B))])
T

## [1] 2
phyper(T,9,9,9)

## [1] 0.02834225
1-phyper(6,9,9,9)

## [1] 0.02834225
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La distribucién hipergeométrica permite encontrar los limites de la region critica.

Si queremos hacerlo mediante el test ji-cuadrado, en primer lugar debemos introducir las frecuencias de la
tabla.

numero<-cbind(expand.grid(M=c("inferior a M","superior a M"),
grup=c("A" s ngn ) ))
fr<-c(2,7,7,2)

attach (numero)
taula<-table (M, grup) *fr
taula

#it grup
## M AB

## inferior a M 2 7
##  superior a M 7 2

Y con esta tabla calculamos el test de homogeneidad.

chisq.test(taula)

##

## DPearson's Chi-squared test with Yates' continuity correction
##

## data: taula

## X-squared = 3.5556, df = 1, p-value = 0.05935

El resultado es la aceptacién de la igualdad de medianas. La discrepancia con el ejemplo anterior es posible
debido al reducido niimero de observaciones.

14.7 Test de Kolmogorov-Smirnov para la homogeneidad

Cuando disponemos de dos muestras independientes z1,x2,...,Zn, € Y1,Y2,...,Yn, DProcedentes de dos
poblaciones con distribuciones desconocidas F'x y Fy respectivamente, y queremos contrastar su coincidencia,
es decir, la hipétesis Hy : F'x = Fy, podemos comparar las distribuciones empiricas asociadas a cada muestra.
Esto es posible si conocemos los valores exactos de las observaciones y, en este aspecto, esta comparacion
es preferible al test ji-cuadrado de homogeneidad, que utiliza frecuencias y necesita muchos datos de cada
poblacién.

Las distribuciones empiricas son:

1 1 &
F, = — I, G = — I,
na (2) T ZZZ; x;<z ns (%) g ; yi<z
y el estadistico de Kolmogorov-Smirnov es

Anl,n2 = sup |Fﬂ1 (Z) - G’ﬂz (Z)|
z€R

Si la hipdtesis Hy es cierta, las dos distribuciones empiricas deben estar muy proximas y la medida global
de discrepancia A, ,, serd pequena. Por el contrario, cuando Fx # Fy, el valor de A, 5, serd mayor, de
modo que la regién critica que debemos considerar es de la forma

{Am,nz >a}

El test se basa en el Teorema de Smirnov, que afirma lo siguiente:
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St las distribuciones continuas de las dos poblaciones coinciden Fx = Fy y ny — 00,ne — 00, entonces para

cada A
ning i i —92i2)\2
P ——— A, KA =2 QN = -1
(i A <2) 2@ = 3 (-1

1=—00

donde Q(X) es la distribucion asintdtica de Kolmogorov-Smirnov.

14.7.1 Ejemplo 8

Con los datos del ejemplo 6, calcule el estadistico de Kolmogorov-Smirnov y compare las distribuciones de las
dos muestras.

Solucién:
Los datos han sido introducidos en los vectores pro.A y pro.B, y el test se calcula mediante la funcién
ks.test.

ks.test(pro.A,pro.B,alternative="two.sided")

##

## Exact two-sample Kolmogorov-Smirnov test
#i#

## data: pro.A and pro.B

## D = 0.66667, p-value = 0.03357

## alternative hypothesis: two-sided

En este caso, el p-valor indica el rechazo de la hipétesis nula.

14.8 Test H de Kruskal-Wallis

El test U es un test no paramétrico para decidir si dos muestras independientes proceden o no de la misma
poblacién. El test H de Kruskal-Wallis es una generalizacién para k muestras tomadas de k poblaciones. Asi
pues, es una version no paramétrica de un ANOVA de un factor.

Consideremos k muestras de tamafios n1, ns, . . ., ng recogidas en las k poblaciones, tales que ni+nqo+- - -+ng =
n. Supongamos que ordenamos todas las observaciones de forma conjunta y calculamos las sumas de rangos
para las k muestras Ry, Ro, ..., Ri, respectivamente. Si definimos el estadistico

12 LR
H:<n(n+1)zm>_3(n+1)

i=1

se demuestra que, si existe homogeneidad entre las distribuciones de los k grupos, su distribucién muestral
estd muy préxima a una ji-cuadrado con k — 1 grados de libertad cuando los tamanos muestrales n; son
grandes.

Asi, exigiremos siempre que ni,ns,...,n, sean todos ellos superiores a 5. Para valores pequenos es necesario
consultar tablas especiales.
14.8.1 Ohbservaciones

o El estadistico de Kruskal-Wallis puede escribirse en la forma

12 &

H = mZ'rM (Roz 7Roo)

1=
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donde Re; = R;/n; y Ree = (n+1)/2. De esta forma, el test basado en H se asemeja mucho al test F' en un
disenio de un factor con réplicas.

e Si existen observaciones repetidas, el estadistico H se corrige mediante un factor, de forma que el nuevo
estadistico es

7
_ ()

1 n3—n

H =

donde t; es el nimero de observaciones repetidas para un rango dado en la muestra combinada y r es el
numero de repeticiones. Esta correccién tiene poco efecto sobre el valor de H, incluso en presencia de muchas
observaciones repetidas.

14.8.2 Ejemplo 9

Se desea comparar el peso en gramos de un producto envasado por tres fabricantes, con muestras de tamafio
6 en los tres casos.

Fabr. A 251 250 249 255 258 258

Fabr. B 247 246 250 241 240 242
Fabr. C' 228 236 240 225 236 230

Estudie si existen diferencias entre los tres fabricantes utilizando el test de Kruskal-Wallis.
Solucién:

Para realizar el test de Kruskal-Wallis utilizamos la funcién kruskal.test, que proporciona el estadistico H
0, si es necesario, como en este caso, el estadistico corregido H'.
pes<-c(251,250,249,255,258,258,247,246,250,241,240,242,

228,236,240,225,236,230)

fabr<-c(rep(1,6) ,rep(2,6),rep(3,6))

kruskal.test(pes,fabr)

##

## Kruskal-Wallis rank sum test

##

## data: pes and fabr

## Kruskal-Wallis chi-squared = 14.396, df = 2, p-value = 0.0007482

El p-valor es suficientemente significativo como para rechazar la hipotesis nula.

14.9 Test de Friedman

Este test estda pensado para comprobar si existen diferencias significativas entre k tratamientos o condiciones
experimentales aplicados a n individuos.

Tratamiento
Individuo 1 2 . J e k
1 T11 X112 xlj L1k
2 21 X292 SN 25 e oLk
n Inl In2 . Tnj e Tnk
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Los individuos deben escogerse al azar y de forma independiente, de modo que las filas son independientes
entre si. Sin embargo, como los individuos son los mismos, las columnas son dependientes.

El test de Friedman sirve para comprobar si existen diferencias entre los k tratamientos (efecto columna), en
presencia de efectos individuales (efecto fila). Es una version no paramétrica del disenio de dos factores sin
interaccion.

La hipétesis nula es la igualdad de respuesta o de efecto de los diferentes tratamientos, mientras que la
alternativa es que existen, al menos, dos tratamientos con respuesta diferente.

Para calcular el estadistico no paramétrico, para cada fila por separado se asignan los rangos correspondientes
a los valores observados. Una vez convertida la tabla original en rangos, se calculan las sumas de rangos R;
para cada columna o tratamiento j = 1,..., k. El estadistico es

k
S = k+1§:: —3n(k+1)

La distribucién aproximada de S para valores grandes de n es una ji-cuadrado con k — 1 grados de libertad.
Para valores muy pequenos de n (n < 10) es necesario consultar tablas especiales. La regién critica es de la
forma {S > c}.

Cuando existen ligaduras en una fila, deben promediarse los rangos de los valores repetidos y calcular el
estadistico de Friedman modificado mediante un factor de correccién

k 2 2 2
12 ijl RS —3n°k(k + 1)

S =
nk‘(k-ﬁ-l)—ﬁzzl:l{ j= ltfﬂ_k}

donde g; es el nimero de grupos de observaciones ligadas en la fila ¢ y ¢;; es el nimero de observaciones
ligadas en el grupo j de la fila . Cuando no hay ligaduras se considera, por convenio, que g; =k y t;; =1,y
entonces el término de correccién para el individuo 7 es k — k = 0. Si esto ocurre en todas las filas, entonces
S'=S5.

14.9.1 Ejemplo 10

Se ha consultado a un grupo de 12 personas para que opinen sobre cinco marcas de champi. En concreto,
sus clasificaciones se recogen en la siguiente tabla.

Champu
Ind. A B C D FE
1 5 3 2 4 1
2 4 3 5 2 1
3 3 5 4 2 1
4 4 5 1 2 3
5 3 4 5 1 2
6 5 3 4 2 1
7 2 5 4 3 1
8 3 5 4 1 2
9 3 4 5 2 1
10 4 5 3 1 2
11 5 3 2 4 1
12 5 4 3 2 1

Determine si existen diferencias significativas entre las puntuaciones otorgadas a los champis.
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Solucion:

El test de Friedman se aplica mediante la funcién friedman.test.

nota<-c(5,3,2,4,1,4,3,5,2,1,3,5,4,2,1,
4,5,1,2,3,3,4,5,1,2,5,3,4,2,1,
2,5,4,3,1,3,5,4,1,2,3,4,5,2,1,
4,5,3,1,2,5,3,2,4,1,5,4,3,2,1)
individu<-c(rep(1,5),rep(2,5),rep(3,5),
rep(4,5) ,rep(5,5) ,rep(6,5),

rep(7,5) ,rep(8,5) ,rep(9,5),

rep(10,5) ,rep(11,5) ,rep(12,5))
xampu<-c(rep(seq(1,5,1),12))
friedman.test(nota,xampu,individu)

##

## Friedman rank sum test

##

## data: nota, xampu and individu

## Friedman chi-squared = 25.533, df = 4, p-value = 3.929e-05

El p-valor indica claramente la significacion de las diferencias.

14.9.2 Observaciones

e Puede verse que

(Rej — Raa)’?

12n
S=——
k(k+1) *

k
j=

donde R,; = Rj/n'y Res = (k+1)/2. Esto pone de manifiesto la relacién de este test con el test F' para
detectar el efecto columna en el diseno de dos factores sin interaccién.

14.10 Coeficientes de correlacion no paramétricos

En esta seccién presentamos dos coeficientes no paramétricos que permiten medir la dependencia estocastica
de dos muestras apareadas en poblaciones continuas.

También estamos interesados en los contrastes de independencia que pueden formularse a partir de estos
coeficientes.

14.10.1 Coeficiente 7 de Kendall

Consideremos una muestra aleatoria simple (21, y1), - . ., (Zn, yn) procedente de una distribucién bidimensional.
Sabemos que la frecuencia relativa de los pares tales que (z; — ;) (y; — y;) > 0 es un estimador del pardmetro

. =P{X-X)(Y-Y')>0}

donde (X,Y) y (X’,Y’) son independientes y tienen la misma distribucién conjunta poblacional. La
continuidad de las distribuciones implica que

P{X-X)Y-Y')=0}=0

de modo que
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T =P{X-X)Y-Y)<0}=1-m,

Entonces,

T=my—m_=2my —1

es el llamado coeficiente de asociacién de Kendall, y mide, en cierto modo, la dependencia entre las
variables. De hecho, si X e Y son independientes,

. =P(X <X)PY <Y')+P(X>X")PY >Y')
—P(X>X)PY <Y )+P(X <X)P(Y >Y')=n_

de forma que 7 = 0. El reciproco no es cierto: puede ocurrir que 7 = 0 sin que necesariamente las variables
X e Y sean independientes.

Si Py N representan el nimero de pares tales que (z;—x;)(y;—y;) > 0y (zi—z;)(yi—y;) < 0, respectivamente,
entre las (g) posibles, el estimador natural de 7 es

P N 2
T=——-——=—>-___(P-N
OICRECE A

Ademas, dado que P+ N = (;’), se obtiene

e
n(n—1)

Para una muestra concreta, P se calcula facilmente ordenando la muestra segin la primera componente: es el
ntimero de pares con i < j tales que y; < y;.

El estadistico T' toma valores entre —1 y 1, y un valor alejado de cero indica que 7 # 0 y, por tanto, que las
variables X e Y no son independientes.

La distribucion exacta de T puede calcularse para valores moderados de n. Para n < 10 existen tablas de
valores criticos tales que P(|T| > ko) < .. Para n > 10 puede considerarse la aproximacién

T~ N (0,0%),
2(2n + 5)

dond 0% = m es la varianza asintética del estadistico T'.
n(n —

14.10.1.0.1 Ejemplo 14 La longitud y la anchura de una muestra de 11 hojas de una determinada
planta son:

Hoja 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Long. 6.60 7.11 9.80 6.62 7.10 6.83 6.54 7.14 7.13 12.52 10.41
Anch. 4.24 5.41 5.26 9.53 3.25 4.22 3.98 3.29 3.43 5.57 6.01

Calcule el coeficiente de correlacién de Kendall y estudie si es significativo.

Solucién:
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Para el calculo de los coeficientes de correlacién se utiliza la funciéon cor.test con el pardmetro method y
el valor "pearson", "kendall" o "spearman", segiin si deseamos el coeficiente clasico de Pearson, la 7 de
Kendall o el coeficiente por rangos de Spearman.

Observemos, no obstante, que estrictamente esta funcién no sirve para calcular los coeficientes, sino para
contrastar la hipétesis de que el coeficiente correspondiente es cero. Sin embargo, como el primer paso que
realiza la funcién es el cdlculo del coeficiente, se obtiene este como un efecto colateral.

Otra cuestion muy importante, y que muchos usuarios suelen olvidar, es que si estos tests resultan
significativos, inicamente indican que la correlacion, del tipo que sea, no es cero; en ningtin caso garantizan
que sea suficientemente alta como para hablar de una “buena correlacién”.

Volviendo a los datos del ejemplo:

long<-c(6.60,7.11,9.80,6.62,7.10,6.83,6.54,7.14,7.13,12.52,10.41)
ampl<-c(4.24,5.41,5.26,5.53,3.25,4.22,3.98,3.29,3.43,5.57,6.01)
cor.test(long, ampl, method='kendall')

#it

## Kendall's rank correlation tau

#i#

## data: long and ampl

## T = 34, p-value = 0.3587

## alternative hypothesis: true tau is not equal to O
## sample estimates:

## tau

## 0.2363636

Observemos que el niimero de pares positivos es 34, estadistico que hemos denominado P. El procedimiento
calcula el p-valor exacto para n < 50. En este caso, el p-valor indica que el estadistico no es significativo.

14.10.2 Coeficiente de correlacién por rangos de Spearman

El coeficiente de correlacién de Spearman es el coeficiente de correlacién ordinario (coeficiente de Pearson)
aplicado a los rangos de las observaciones.

El resultado es

6> " d?
=1—= =1 "1
"s n(n? —1)
donde d; = r(x;) —r(y;), i =1,...,n, son las diferencias entre los rangos.

Este coeficiente se utiliza cuando las variables estan medidas en una escala ordinal y el orden muestral es la
informacién mas relevante.

14.10.2.1 Calculo del coeficiente El coeficiente de correlacién rg de Spearman se obtiene sustituyendo
los valores («;,y;) por sus rangos (a;,b;), donde a; = r(z;) y b; = r(y;).

Asi,

IR » e [UE)
VI (@ — )2 S (b — b)?

dondea=b=(n+1)/2y
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de modo que

Por otro lado,

de = W(l —Ts)

lo que conduce a la expresién inicial de rg.

Bajo la hipdtesis de independencia, puede obtenerse la distribucién muestral de rg y, por tanto, los puntos
criticos del contraste para n < 10. Para n > 10, rg es aproximadamente N(0,1/y/n — 1).

14.10.2.1.1 Ejemplo Calcule el coeficiente de correlacion por rangos de Spearman para los datos del
ejemplo 14 y estudie si es significativo.

Solucién:

cor.test(long,ampl,method="'spearman')

#it

## Spearman's rank correlation rho

#i#

## data: long and ampl

## S = 140, p-value = 0.2732

## alternative hypothesis: true rho is not equal to O
## sample estimates:

## rho
## 0.3636364

14.10.3 El parametro poblacional asociado a los coeficientes de correlacién no paramétricos

Si la distribucién conjunta de (X,Y) es F((x,y) y las distribuciones marginales son Fx(x) y Fy (y), entonces
ps es el coeficiente de correlacién ordinario entre las variables V7 = Fx(X) y Vo = Fy(Y), ambas con
distribucién uniforme.

En consecuencia, puede demostrarse que

ps=12 [ / (Fla,y) ~ Fx(r)Fy (4)) dFx (z)dFy (y)
—12 / [ Play) dPx@)iry () -3

La versién probabilistica de la correlacién 7 de Kendall es

= 4/11@2 (F(z,y) — Fx(x)Fy(y)) dF (z,y)

y se verifica la relacién
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-1<31—-2ps <1

Observemos que ps =7 = 0 si F(z,y) = Fx(2)Fy (y), es decir, si X e Y son estocdsticamente independientes.

Para contrastar la hipdtesis nula Hy : pg = 0, puede calcularse el estadistico

f_ T TS

que tiene aproximadamente una distribucién ¢ de Student con n — 2 grados de libertad, siempre que n > 10.
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15 Meétodos de computacion intensiva: El Bootstrap

15.1 Introduccidon: Precisién de un estimador

Los métodos bootstrap que se expondran a continuaciéon son un conjunto de técnicas introducidas por Bradley
Efron de la universidad de Stanford a finales de los afios 70 ([7,9,12]) que se han revelado como una poderosa
herramienta de gran utilidad en diversos campos de la estadistica.

15.1.1 Ejemplos de introducciéon

Empezaremos por considerar algunas situaciones aparentemente sencillas en donde se nos presentaran algunos
problemas dificiles de resolver mediante las técnicas “clsicas” de la inferencia estadistica (convendremos en
denominar asi al conjunto de métodos paramétricos y no paramétricos que constituyen el soporte usual de la
inferencia estadistica).

15.1.1.1 Problema 1: Tiempo de supervivencia Supongamos que estamos interesados en estudiar el
tiempo de vida, en anos, de unos enfermos después de un trasplante de rinén. El parametro que nos interesa
estimar es el tiempo medio de vida tras la intervenciéon. Para estimarlo podemos utilizar la media muestral,
X o la mediana muestral @(X ). Los datos de que disponemos (n = 9) son los siguientes:

Tabla 1 Tiempos de supervivencia

tl t2 t3 t4 t5

0.14 0.18 0.25 0.26 0.37
0.43 051 0.61 0.71

El valor de los estimadores seleccionados, calculados sobre la muestra es:

o Media muestral, X = 0, 384,
o Mediana muestral, Med(X) = 0, 37

15.1.1.2 Problema 2: Coeficiente de correlacion Disponemos de las notas de C.O.U. y
de selectividad de un grupo de 15 alumnos de primer curso de la universidad y deseamos de-
terminar cudn relacionadas se hallan las dos. Puesto que se trata de medidas numéricas pode-
mos medir el grado de relacién entre ambas mediante el coeficiente de correlacién de Pearson:

a Zi;l()il:X)(m_Y) 2 (X =21 Xi/n,Y =31, Yi/n).  La muestra de 15 estudi-
VI ), ()

antes que utilizaremos para el estudio es la siguiente:

Tabla 2 Notas de COU y de selectividad de 15 estudiantes

Estudiante nim. 1 2 3 4 5 6 7 8
Selectividad 5.76 6.35 5.58 5.78 6.66 5.80 5.55 6.61
COU 6.78 6.60 5.62 6.06 6.88 6.14 6.00 6.86

El valor del coeficiente de correlacién sobre esta muestra es:

5 =0,776
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15.1.2 Estimacion del error estandar: soluciones clasica y bootstrap
Una vez calculadas las estimaciones sobre la muestra suele interesar disponer de alguna medida de su fiabilidad.

En el caso de la media muestral podemos calcular su error estandar

> (Xi - X)

6-7:
X n

pero para la mediana y el coeficiente de correlacion, no existe una formula de validez tan general -es decir

rapida de calcular y libre de suposiciones sobre la distribuciéon de la variable o variables- como la anterior.

Antes de pasar a buscar una solucién general para el tipo de problema planteado vamos a establecer una
formalizacién que nos permita tratar ambas situaciones de forma unificada:

o Partimos de unos datos, es decir una muestra de una variable aleatoria, unidimensional o multidimen-
sional, que sigue una distribucién F'.

X:(leXQa"'aXn), X~F

o Existe un parametro de interés 6, que, como en los ejemplos anteriores, puede ser el valor medio, la
mediana o el coeficiente de correlaciéon poblacionales. (Estamos pues suponiendo un modelo estadistico
paramétrico (2, A, {Py,0 € ©}) o abreviadamente X ~ Fyp,0 € © ).

e Deseamos estimar 6 a partir de la muestra.

En las circunstancias anteriores se nos plantean usualmente dos cuestiones basicas:

1. Qué estadistico A(X) resulta el (mas) adecuado para estimar 6 ?
2. Qué tan “preciso” es f como estimador de 6 ?

Una primera aproximacion para responder a estas dos preguntas consiste en acudir a la teoria clasica de
la estimacién maximo-verosimil, que sugiere como solucién a la primera pregunta el uso del estimador
méximo-verosimil de 6, llamémosle 0,y .

Bajo condiciones bastante generales esta teoria establece que el estimador méximo verosimil, éMv, es
asintoticamente normal de media igual al valor del pardmetro 6 y de varianza asintdtica ﬁ, donde 1(0)
representa la informacién de Fisher del modelo.

A 1
e o)

Como es habitual en estos casos error estandar de 0,y se puede aproximar, en muestras grandes, por

donde I(0) suele denominarse informacién observada del modelo, frente a I(#) que se denomina al hacer esta
distincion, informacién esperada.

La aplicacién del método de la méxima verosimilitud al caso de § = Er(X) nos conduce a

A 1 & —\2
i=1
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En el caso de la mediana y el coeficiente de correlacién la respuesta no es tan inmediata. Antes de considerar
el enfoque bootstrap

15.1.3 Estimadores de substitucién (“plug-in”) y Funcionales estadisticos

15.1.3.1 La distribucién muestral (o empirica) Sea (z1,22,...,%,) una realizacién de una muestra
aleatoria simple (X7, Xs,...,X,,) de una v.a. X. Podemos asociar una distribucién a las observaciones
(x1,xa,...,2,) con la pretension de que, en tanto que la muestra “emula” a la poblacién, X, la distribucién de

la muestra F,,(z) emule la distribucién de la poblacién. Esta distribucién se denomina distribucién empirica
o distribucié muestral y se representa por:

Fo(z) = F*(2) = F*(2) = #d' elementos muestrales

n

En la préactica se construye ordenando la muestra

T1, 22,000y Ty —> X(1) < T(2) .- < T(p)
definiendo:
si x < (1)

st Z(p) < < Z(pg1)
six > T(n)

P%(x)::

3O

Ejemplo 1 Extraemos una muestra y obtenemos:

T T2 I3 T4 Ts5 Tg X7

5.1 34 12 176 21 164 4.3

Una vez ordenada queda:

@) Ty T T T Te) T

y si hacemos la representacion grafica:

x0<-c(5.1, 3.4, 1.2, 17.6, 2.1, 16.4, 4.3)
Fn <- ecdf (x0)
plot (Fn)

276



ecdf(x0)

o
— 7 &
©Q _|
o
@
©_
/>'<\O o—
p—
c
o
o——
N
o o—
o 1 _____
o
[ [ [ [
0 5 10 15

La distribuciéon muestral refleja exclusivamente los valores contenidos en la muestra y por lo tanto no
se relaciona directamente ni con la distribucién (conjunta) de la muestra G ((X1, Xs,...,X,)) ni con la
distribucién de la poblacién: F. Sin embargo, como es razonable esperar F,(z) proporciona una imagen
aproximada de la distribucién de la poblacién de donde se ha extraido la muestra. Pueden repasarse las
propiedades de la distribucién empirica en Velez y Garcia (1993,[23)]).

15.1.3.2 Estimadores de substitucién El principio de substituciéon es un método de estimacién, o mas
bien una idea subyacente en algunos métodos de estimacién. El estimador de substitucién de un parametro
6 = T(F) se define como

0="T(F,).

En otras palabras, estimamos la funcién § = T'(F') por la misma funcién de la funcién de distribucién empirica,
F,,, o, en general, por la misma funciéon de algin estimador de la funcién de distribucion, F'.

Un enfoque algo mas formal que el anterior consiste en introducir los el concepto de funcional estadistico.
Este concepto ha resultado de gran utilidad en diversas areas de la estadistica -como el de la robustez- y que
permite utilizar una notacién que arroja considerable luz sobre el significado del bootstrap .

Consideremos la situacién introducida en el parrafo anterior donde se tiene una muestra de observaciones
iid de una cierta funcién de distribuciéon F', siendo F,, la funcién de distribucién empirica de la muestra.
Como hemos indicado, muchos estadisticos importantes pueden representarse como funciones de la funcién
de distribucién empirica, llamémosles T (F;,). Obsérvese que esto significa que T' es una funcién de algin
conjunto F de funciones de distribucién -al que pertenecen F,, y F' - en R :
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T:F—R
G — T(G).

(Es habitual denominar funcional a aquellas funciones en que el conjunto origen es, a su vez, un conjunto de
funciones).

Por ejemplo para la varianza de F, 0?2, el funcional relevante es:

T(F) = / {x / ade(ac)rdF(z)

donde la integral [()dF(x) se puede tomar en el sentido de Riemann-Stieltjes, con lo que T' (F},) es la varianza
muestral

n

T(F,)=8"=1/nY_ (z;—z)*

i=1

La idea central del uso de estimadores que son funcionales estadisticos y que, por tanto se basan en el principio
de substitucién es la siguiente: dado que F;, es un estimador razonable de F' puede esperarse que T (F,,) se
relacione con T'(F') de forma similar siempre que el funcional T(-) se comporte “suficientemente bien” en una
entorno de F. Esta idea conduce a la consideracién de F' como un punto en una coleccién F de funciones
de distribucién y a nociones de continuidad, diferenciabilidad y otras propiedades de regularidad que no
discutiremos aqui dado que escapan de nuestro objetivo. Para un estudio de los funcionales estadisticos puede
consultarse p.ej. Serfling (1980, [20]).

Veamos la utilidad de este enfoque en el problema que nos ocupa:

e Como hemos indicado en la seccién anterior nuestro objetivo es estimar algin pardmetro 8, que general-
mente podra expresarse como 0(F) siendo F' la funcién de distribucién de cada X; en (X7, Xo,..., X,,).
Por ejemplo:

0 = Bp(X) = 0(F)
0 =Med(X)={m: Pr(X <m)=1/2} = 6(F)

« Para estimar 0 utilizaremos un estimador de substitucién 6 ( @ es un funcional de F, ), es decir
0 =0 (F,). Por ejemplo:

e Centrandonos en § = X podemos ver como la medida de precisién que deseamos obtener, su error
estdndar, también es un funcional de F :

o(x) [ e [2dP(@)] dF(2)
B vn

y que el estimador de su varianza es el mismo funcional aplicado sobre F}, es decir:

=ox(F)

9x

B
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& 1/n>" z;—z)°
by = (X):\// > ( ) oo (F).

vn vn

Vemos pues que una forma de obtener una estimacién del error estandar de un estimador, &; consiste en

substituir F' por F;, en la expresion del error estandar “poblacional” de 6,0, = 04(F), siempre que ésta sea
conocida. De forma esquematica el proceso consistird en:

~

05 = O’é(F) = o) (Fn) =04-

El método anterior presenta el inconveniente obvio de que cuando la forma (el funcional) de o;(F') es
desconocida no es posible realizar la substitucion de F por F;,. Este es por ejemplo el caso del error estandar
de la mediana o el coeficiente de correlacién. En el apartado siguiente se presenta el método bootstrap a
partir del cual es posible realizar la aproximacién que nos interesa

5‘@ ~ Ué (Fn>

sin que sea necesario conocer la forma de o,(F).

15.1.4 El bootstrap

15.1.4.1 Estimacion de la distribucién en el muestreo En la seccion anterior se ha propuesto el
principio de substitucién para estimar el error estandar de un estimador, es decir:

o4(F) = 04(F),

supuesta conocida la forma del funcional o4(F) y dado un estimador FdeF , que suele ser la funciéon de
distribucién empirica Fj,.

Sea X "R F una muestra aleatoria simple y R, (X, F) una funcién medible de la muestra que por tanto
depende también de F'y de n. El estimador 6, considerado hasta el momento, es un caso particular de tal
funcién. Llamemos Hp () a la funcién de distribucién de R, (X, F), es decir:

Hppn(z) =P{R,(X,F) <z}

En general nos referiremos a ella simplemente como Hg(x), omitiendo la dependencia de n.

Cuando R, (X, F) = 6 entonces el error estandar de 6 coincide con la desviacién tipica de Rn(X, F) es decir:

op(0) = Vvarg (Rn(X, F))

Una alternativa al conocimiento de la forma de o4(F') consiste en estimar directamente la distribucién Hpg(z)
y tomar su varianza como un estimador de vargy (R, (X, F')), es decir:

Pp{Rn(X,F) <2} = Hp(z) = Hp, (z) = Pp, {R, (X*, F,) < z}
o2(F) = varg, (0) = vary, (0) = o2 (F,)

6 6

La notacién X* hace referencia al hecho de que la muestra proviene de la distribucién F), en vez de F.

e X* recibe el nombre de muestra bootstrap o remuestra.
o La distribucién Hp, (z) se denominara la distribucién bootstrap de R, (X, F').
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El principio bootstrap consistirda en utilizar la distribucién bootstrap como base para realizar inferencias
sobre R, (X, F).

Esta aproximacién resulta muy atractiva de entrada, en tanto que permite prescindir de suposiciones previas
-como la normalidad de los datos- para hacer inferencia. Existe sin embargo un problema importante y es
que, en la mayoria de los casos de interés, no es posible obtener analiticamente la distribucién bootstrap de
R, (X, F), con lo que aparentemente, el método bootstrap no tendrad ningtn interés practico.

Resulta sin embargo que, en muchos casos, es posible aproximar de forma, razonablemente buena la distribucién
bootstrap mediante simulacién de Monte Carlo. Esto determina que, en la préactica, la situacion haya sido la
contraria de la descrita en el parrafo anterior, es decir el método ha adquirido una gran popularidad dada la
posibilidad que ofrece de realizar inferencia de forma relativamente automatica.

Ejemplo 1 Sea X una variable discreta con distribucién de Bernouilli,

X~ b(L,p), { P(X:(l)):

Sea O(F) = P(X = 1) el pardmetro de interés cuyo estimador de substitucién es (F) = 6 (F,,) = X. Sea

— A

Rn(X,F) =X — O(F)

el error de estimacién. Dada una muestra x = (X1, Xs,...,X,,) la probabilidat, condicional, de que en una
muestra de F),,x*, un valor valga 1 sera x :

P(X:=1)=% & X*~b(1,7).

~

Esto permitira estimar R, (X, F) = X — §(F) por

Rp(X* FE)=X*—0(F,)=X"—Z

El célculo exacto de las caracteristicas de la distribucién bootstrap de R, (X*, F},) puede ahora realizarse,
simplemente teniendo en cuenta que, para cualquier remuestra, el valor x es fijo: entre las remuestras = hace
el papel de pardmetro que correspondia a 6 entre las muestras. Tenemos pues que, si denominamos varg (R*)
a la varianza bajo la distribucién bootstrap de R, (X*, F},) :

vary, (R, (X*, F,)) = varg (R*) = varp ()_(* — :Tc) = varg (X*) +0=

il-z 3(1-23)

non n

El ejemplo anterior refleja una situacién, poco habitual, en que es posible obtener el estimador bootstrap
de la varianza, analiticamente. Otro ejemplo, correspondiente a la distribucién bootstrap de la mediana se
encuentra en Efron ([9]). Otra forma de plantear el estudio de la distribucién bootstrap consiste en construirla
por enumeracion de todas las muestras posibles. Excepto en los casos en que el tamano de la muestra es
muy pequeiio el problema es dificil de abordar computacionalmente. Holmes ([14]) discute brevemente este
problema en http://www-stat.stanford.edu/~susan/courses/s208 /node12.html.

15.1.4.2 Muestreo bootstrap de Monte Carlo Como se ha discutido en la secciéon anterior la idea
basica del bootstrap consiste en estimar el error estandar - u otra caracteristica de la distribucién- a partir
de muestras bootstrap de F),, que se obtienen substituyendo F,, por F' en la etapa de muestreo (en vez de
hacerlo en la célculo de 04(F) ). Es decir en vez de realizar el muestreo:

P22 X = (X1, Xo,..., X))
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se hace

F, 220 X* = (X7, X5,..., X))
Esto significa que muestreamos extrayendo muestras de tamaiio n de F),, es decir que X* = (X7, X5,..., X})
es una muestra aleatoria de tamafnio n obtenida con reemplazamiento de la muestra original ( X7, Xo,..., X,

).
La muestra resultante del muestreo bootstrap, X*, recibe el nombre de muestra bootstrap o remuestra.
El célculo del error estandar a partir de las remuestras debe de aproximarse habitualmente mediante un

algoritmo de Monte Carlo, dado que no suele conocerse explicitamente la forma de la distribucién bootstrap .
Este algoritmo consiste en:

1. Extraer B muestras, xj,X5,...,X5 de F,
2. Calcular 0 (x7),...,0 (x%)
3. Sea

6

1 B
= =3 00x0)
b=1

entonces el el error estandar bootstrap de é, O'B(é) se puede aproximar por:

. 1 S o~
Gp(0) = mZ_:(e(x;f)—ev)

b=1

Cuando

B—oo = bp(0) > 6u(0) = 05(0) = 5, (F)

15.1.5 Ejemplo 1 (continuacién)

Como hemos visto anteriormente el muestreo bootstrap equivale a tomar muestras con reemplazamiento de la
muestra original -es decir extraer n valores de la muestra original con probabilidad 1/n para cada uno de
ellossobre las que se calcula el estimador del pardmetro de interés. En los listados siguientes ! se puede ver el
aspecto de las primeras remuestras de un muestreo bootstrap con B = 100 y el valor del pardmetro calculado
sobre cada una de ellas.

Ejemplo ntim 1: Muestra inicial de 9 tiempos de supervivencia y 5 remuestras extraidas de ella.

Muestra original
Datos para calcular el error estandar bootstrap de la mediana.
0.14 0.18 0.25 0.26 0.37 0.44 0.51 0.61 0.71
El valor del parametro sobre la muestra original es: 0.37
Remuestra numero: 1
0.14 0.26 0.37 0.44 0.51 0.51 0.61 0.61 0.71
El valor del parémetro sobre la remuestra n : 1 es: 0.51
Remuestra numero: 2
0.14 0.18 0.18 0.26 0.37 0.61 0.71 0.71 0.71
El valor del parametro sobre la remuestra n : 2 es: 0.37
Remuestra numero: 3
0.18 0.18 0.18 0.25 0.26 0.26 0.26 0.37 0.44
El valor del parédmetro sobre la remuestra n : 3 es: 0.26
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Remuestra numero: 4
0.14 0.18 0.18 0.25 0.26 0.44 0.51 0.51 0.71
El valor del parametro sobre la remuestra n : 4 es: 0.26
Remuestra numero: 5
0.18 0.26 0.26 0.26 0.37 0.37 0.44 0.51 0.71
El valor del paréametro sobre la remuestra n : 5 es: 0.37

Ejemplo ntim 2: Muestra de notas de COU y selectividad de 15 estudiantes de primer curso de universidad

[70]Un hecho que merece la pena comentar, en tanto que en una primera aproximaciéon puede generar dudas, es
como se realiza el remuestreo en variables bidimensionales o k-dimensionales. La respuesta es, evidentemente,
que en una muestra de tamano n deben sacarse n pares, en variables bidimensionales, o k-tuplas, en variables
k-dimensionales, con reemplazamiento, manteniendo siempre juntos las coordenadas originales en cada punto.

Muestra inicial Datos para calcular el error estandar bootstrap
del coeficiente de correlacil'on.

(6.76, 6.78)( 6.35, 6.60)( 5.58, 5.62)( 5.78, 6.06)

(6.66, 6.88)( 5.80, 6.14)( 5.55, 6.00) ( 6.61, 6.86)

(6.51, 6.72) ( 6.05, 6.26) ( 6.53, 6.24) ( 5.75, 5.48)

( 5.45, 5.52) ( 5.72, 5.76) ( 5.94, 5.92)

El valor del paradmetro sobre la muestra original es: 0.776
Remuestra no 1:(5.55, 6.00)( 6.66, 6.88)( 5.72, 5.76)

(6.51, 6.72) ( 6.53, 6.24) ( 5.75, 5.48) ( 5.72, 5.76)

(6.78, 6.06)( 5.58, 5.62)( 5.94, 5.92)( 6.35, 6.60)

(6.05, 6.26)( 5.78, 6.06)( 5.76, 6.78)( 5.80, 6.14)

El valor del parametro sobre la remuestra n : 1 es: 0.71
Remuestra numero: 2 ( 6.61, 6.86) ( 6.35, 6.60) ( 6.61,

6.86) ( 6.66, 6.88)( 6.61, 6.86)( 5.75, 5.48)( 6.53,

6.24) ( 5.72, 5.76) ( 5.80, 6.14) ( 6.35, 6.60) ( 5.72,

5.76) ( 6.35, 6.60) ( 5.45, 5.52) ( 5.55, 6.00) ( 5.80,

6.14) E1 valor del parametro sobre la remuestra no: 2 es: 0.91
Remuestra numero: 3( 5.76, 6.78)( 5.45, 5.52)( 5.58,

5.62) ( 5.45, 5.52) ( 5.80, 6.14) ( 6.61, 6.86) ( 6.35,

6.60) ( 6.66, 6.88)( 5.76, 6.78)( 5.94, 5.92)(5.55,

6.00) ( 5.75, 5.48)( 5.45, 5.52)( 6.05, 6.26)( 5.55,

6.00) El1 valor del pardmetro sobre la remuestra no: 3 es: 0.75

Realizado el remuestreo se obtienen los siguientes resultados:

. . . o\ 211/2 . o
e Media muestral 61990 = 0,156, 0o =, 155 (O’OO = # {Z (XZ- — X) } ) El ajuste entre la estimacién
bootstrap y el valor teérico es muy bueno.
e Mediana muestral 6199 =, 106
o Coeficiente de correlacién 6199 =,130 0o =, 114 ( 6o, representa el error estandar del coeficiente de
correlacién segin la teorfa normal).

En general para estimar errores estandares basta con B = 100. P.ej. en el caso de la mediana del ejemplo
anterior se obtiene:

B 25 50 100 250 1000
op 087 .109 .106 .102 .102

15.1.6 Resumen: del mundo real al mundo bootstrap
Podemos resumir lo visto hasta aqui en las ideas siguientes:

e La mayoria de los métodos usuales para obtener errores estandares son versiones aproximadas de:
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6=0(F,)
o El bootstrap permite evaluar o (F),) directamente a base de “fuerza bruta” (método de Monte Carlo).

Esquematicamente se puede considerar que al aplicar el bootstrap disponemos de alguna forma de estimacién
del modelo completo de probabilidad P = Pp, a partir de los datos observados X, y sabemos como producir
un modelo estimado P = Pr,. Este el paso crucial del método.

Una vez disponemos del modelo estimado P podemos utilizar el método de Monte Carlo para generar
remuestras, X*, segin las mismas reglas por las que los datos originales son generados de P. La variable

bootstrap, 6 (X*), es observable dado que conocemos P y X* con lo que el muestreo de Monte Carlo nos
permitird conocer la distribucién de 6 (X*). De esta forma podremos sobre ella estimar las caracteristicas

que nos interesen como, en nuestro ejemplo, el error estandar, que serd Varp [0 (X*)} .

15.1.7 Otros aspectos

15.1.7.1 Bootstrap paramétrico y no paramétrico FEn ocasiones puede disponerse de informacién
sobre la forma de F. Por ejemplo, se puede aceptar razonablemente que el tiempo de vida sigue una
distribucién exponencial. Si esta suposicién se considera vilida, la distribucion dependerd tan solo del
pardmetro o = (EpX) .

En vez de estimar F por F,, y generar las remuestras a partir de ésta, un procedimiento alternativo consiste
en estimar el pardmetro -p.ej. mediante su estimador maximo-verosimil, llamémosle &, — y obtener las
remuestras generando muestras de una distribucién exponencial de parametro asy .

Es decir en vez de remuestrear aproximando F' = F,, por F, y extrayendo muestras con reemplazamiento de
la muestra original:

F,~F, 2%, X*= (X7, X} .., X).

n

lo haremos aproximando F, por Fj generando mediante métodos de Monte Carlo, muestras a partir de

esta distribucion.

mv Y

Fo~Fps,, —2%, Y*=(Y,YS,...,Y)

n

Este procedimiento se conoce como Bootstrap paramétrico. Una diferencia obvia con el procedimiento anterior
es que, en general, los elementos de la remuestra no perteneceran a la muestra original.

Ejemplo 1 Si en el ejemplo nimero 1, en donde considerdbamos los tiempos de supervivencia, realizamos la
suposicion, razonable, de que éstos se distribuyen segin una distribuciéon exponencial

f(z;a) = aexp(—azx),z > 0,00 > 0

podemos utilizar el estimador F,, ~ Fjy en donde

MV

ST

ayy =

Para generar muestras segtin la distribucién exponencial nos podemos basar en el procedimiento de inversién
que, aplicado a la funcion de distribucién de la ley exponencial, garantiza que la variable

1
X=—-In(1-U), U~ Unif.(0,1),
a
sigue una distribucién exponencial 2.
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15.1.7.2 Numero de remuestras necesario Como ya hemos comentado suele ser necesario recurrir a
algun tipo de muestreo de Monte Carlo para evaluar los estimadores bootstrap. Una pregunta de inminente
interés practico es cuantas remuestras deben realizarse para que la aproximacion de Monte Carlo del estimador
bootstrap se aproxime “razonablemente” al auténtico valor del estimador bootstrap. Si llamamos:

1. ox(f) al error estandar de 0,
2. o (0) = o(0) al estimador bootstrap del error estandar de 0, y

~

3. 6p(0)=6n (é) a la aproximacién de Monte Carlo del estimador bootstrap del error estandar de 0, la

pregunta relevante es cuan mayor es el error cometido para estimar op(6) si, en vez de basarnos en

A A~

op(f) lo hacemos en 65(0) 7

Efron ([11])deduce una férmula para el coeficiente de variacién (es decir el cociente entre la desviacién tipica

~

y la esperanza) de 65(0), condicional sobre una muestra dada:

N 1/2
A+2 /

oV (&B(é) | x) - =5

donde A es la curtosis de la distribucién (bootstrap) de 6. La notacién indica que los datos observados, x,
se consideran fijos en esta expresion. Cuando B — oo la expresion anterior — 0y o — & el estimador

bootstrap del error estdndar, “ideal”. Sean ahora CV (O'B(é)) y CV (&B (é)) los coeficientes de variacién
incondicionales (es decir los CV condicionales promediados sobre

["1]todas las posibles muestras) de o5 (0) y 65(0) respectivamente. En este caso la relacién entre ambos
coeficientes de variacion viene dada por la expresion:
. 1/2

E[A] +2

cv (&B(é)) =3OV (o) + | =55

~

La tabla siguiente muestra C'V () para diversos valores de B y CV (op) suponiendo que sea E[A] = 0.
Valores de CV (op) > 0,10, lo que, segtin Efron [11], es habitual en la practica, se observa poca mejora a

partir de B = 100, lo que sugiere que, para estimar el error estandar este puede ser un nimero de remuestras
adecuado.

B

CV(6) 25 50 100 200 oo
25 20 27 26 .25 .25
20 24 22 21 21 20
15 21 18 17 .16 .15
10 17 14 12 11 .10
05 15 11 .09 .07 .05
0 14 10 07 05 0

Razonamientos similares sugieren que para los intervalos de confianza el nimero de remuestras deberia ser
mucho mayor, del orden de 1000 o 2000.

En un articulo de Booth y Sarkar ([3]) se critica el razonamiento anterior argumentando que es preciso
controlar la variabilidad derivada del remuestreo de Monte Carlo, para evitar que las conclusiones del uso del
bootstrap difieran entre dos repeticiones del mismo célculo como resultado de factores como las semillas de
los generadores de ntimeros aleatorios.
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15.1.8 Ejercicios

1. Sea z(1) < () < ... < z(7) una muestra ordenada de tamafio n = 7. Sea x* una muestra bootstrap y
s (x*) la correspondiente replica bootstrap de la mediana. Muestre que:

a) s(x*) coincide con uno de los valores originales de la muestra z(;), i = 1,2,...7.
b) P [s(x) = z(;] = p(i) donde

(i) :jio{Bi (5in ) =i (s ) ],

donde Bi(j;n,p) es la probabilidad binomial (?)pj(l — p)" 7. (Los valores numéricos de p(i) son
.0102,.0981, .2386, .3062, .2386, .0981, .0102.) Estos valores se utilizaron para calcular un error estdndar
B=0o (mediana) = 37,83 con el grupo tratamiento con los datos de supervivencia de 9 + 9 ratones (“mouse
data set”). 2. Aplique la ley débil de los grandes niimeros para demostrar que, si s (x*) es la media muestral

7 el estimador bootstrap del error estdndar

1 & :
o = {<B_1) > ls(x;) - S(')}Q}

b=1

siendo s(+) = Zle s(x*p) /B, tiende hacia

n

{Z(m —@2/#} ,

=1

cuando n tiende a infinito. 3. Tomamos una muestra aleatoria de tamano n con reemplazamiento de una
poblacién de tamano N. Muestre que la probabilidad de que no aparezcan repeticiones en la muestra se
obtiene del producto:

L(-2)

4. Sean X y S la media y la desviacién tipica de un conjunto de N valores X1, X, ..., Xy :

X:ZXZ», S = {i(Xi—X)Q/N};.

i=1 i=1

a) Extraemos una muestra (z1,xo,...,z,) de Xi,..., Xy con reemplazamiento. La desviacién tipica de
la media muestral, r = Z?Zl x;, se indica como oz,y suele denominarse el error estandar de la media.
Demuestre que:

Oz — ——

Vn
b) Supongamos que el muestreo se realiza sin reemplazamiento (es decir es preciso que n < N. Demuestre
que:
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¢) Como puede verse el muestreo sin reemplazamiento da lugar a un menor error para z. Proporcionalmente

qué tan menor serd en el caso de los datos de las escuelas norteamericanas de abogacia (N = 84,n = 15)
o

5. Dado un conjunto de n valores distintos pruebe que el niimero de muestras bootstrap distintas es:

2n —1
n.
Cuantas son para n = 157.

15.1.9 Practicas

1. Es posible, aunque poco practico implementar el bootstrap por uno mismo en cualquier lenguaje de
ordenador.

a) Las instrucciones contenidas en BOOTSD1. R y BOOTSD1B. R? en realizan remuestreo no paramétrico
sobre la media de tiempo de supervivencia de 9 ratones asignados a un tratamiento destinado a prolongar
la supervivencia después de una intervencién quirtrgica. El resultado se compara con el error estandar
de la media.

b) Las instrucciones contenidas en BOOTSD2.R realizan remuestreo no paramétrico sobre la mediana del
tiempo de supervivencia de 9 ratones asignados a un tratamiento destinado a prolongar la supervivencia
después de una intervencion quirdrgica. El resultado se compara con el error estandar teérico de la
mediana,

— 1
var(M) = m,

donde f() es la funcién de densidad evaluada en la mediana de la muestra, M.f () se estima mediante un
estimador kernel. ¢) Las instrucciones contenidas en BOOTSD3. R y BOOTSD3B. R realizan remuestreo no
paramétrico sobre el coeficiente de correlaciéon de las notas de COU y selectividad de 15 estudiantes. En
este caso no disponemos, en general, de una férmula tedrica con la que comparar y, en todo caso la varianza
auténtica debe estimarse por simulaciéon. 2. En ocasiones se dispone de alguna hipdtesis razonable sobre la
distribucién de los datos, lo cual sugiere la utilizacién de un remuestreo paramétrico. Modificar el mecanismo
de remuestreo del ejercicio anterior para que las remuestras del tiempo de supervivencia se realicen mediante
la generacion de muestras de tamafio n = 9 de una distribucién exponencial de parametro @ = . Comparar
los resultados obtenidos con los del remuestreo no paramétrico. 3. El jackknife ofrece un procedimiento
alternativo al bootstrap para estimar la varianza de un estimador. Modifique las rutinas del ejercicio 1

[*2]para calcular también el estimador jackknife de la varianza de los estimadores. Compérelo con el estimador
bootstrap. (Solucién JACKSD1.R ) 4. El bootstrap, junto con el jackknife pueden utilizarse para estimar el
sesgo y para obtener estimadores corregidos para el sesgo.A partir de la siguiente muestra obtenida mediante
un generador de nimeros aleatorios N(0, 1)

X =0,3996, 1,5074, 0, 5640, —1, 3542, —0, 5846, 0, 4271, —0, 7518
0,4622, —0, 4563, —0, 0783

a) Calcular el sesgo bootstrap y jackknife del estimador de la varianza muestral y compararlo con el estimador
exacto %02, que en este ejemplo es conocido al proceder los datos de una distribucién simulada. b) Repetir
varias veces los célculos y observe como varian las estimaciones. ;Como explica la variacion observada?.
¢) {Como se modifica la variabilidad de las estimaciones del sesgo al aumentar el niimero de remuestras?.
Podemos estimar esta variabilidad mediante simulacién o mediante jackknife after bootstrap 5. Si no se
dispone de un “patron-oro” con el que comparar las estimacionesbootstrap, jackknife u otras- del error
estandar pueden validarse estos métodos por simulacién. Por ejemplo, para realizar esta validacion en el caso
del error estandar bootstrap del coeficiente de correlacion ejecutaremos el siguiente algoritmo: a) Repetir un
elevado nimero de veces s = 1,...,5 (p.ej. S = 10000 ) el siguiente proceso:
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1) Generar una muestra de una distribucién bivariante, p.ej. una normal, N(u, X).
2) Calcular sobre ella el coeficiente de correlacién ps, y el error estdndar bootstrap 6

b) La desviacion tipica muestral, s, de los coeficientes de correlacién fpi, ..., fs es una buena estimacién del
error estdandar de p y la media muestral de los errores estandar bootstrap, 3 es una buena estimacién
del error estandar bootstrap del coeficiente de correlaciéon. ¢) Cuanto més similares sean s; y & B mejor
serd la calidad de 6p cémo estimador de o,.

15.2 Estimacién y correccion del sesgo de un estimador
15.2.1 Introduccién

Supongamos que tenemos un modelo estadistico paramétrico, X ~ Fy, una muestra aleatoria simple de X,

X=X,Xo,.... X,
y un estimador § = T (X1,Xs,...,X,) del pardmetro. Una forma razonable de valorar qué tan préximos son
los valores de 6 de los de 0 es ver si, en promedio, los valores de 6 coinciden con el valor medio de 6.

Bajo las condiciones anteriores, si Er(T (X)) representa la esperanza de O=T (X1, Xs,...,X,) la diferencia

br(T) = Ep(T(X)) — 0

recibe el nombre de sesgo del estimador 6 para estimar 6. Si el sesgo vale cero, es decir si:

0 = Ep(T(X)),¥0 € ©

diremos que 6 es un estimador insesgado de #. Ejemplo 1 Los dos ejemplos mas habituales son la media y la
varianza muestrales

e La media muestral es un estimador sin sesgo de pu.

e La varianza muestral es un estimador sesgado de la varianza poblacional. En concreto el sesgo vale
—1_2
—0".
n

El uso de estimadores sin sesgo es conveniente en muestras de tamaifio grande puesto que, en éstas, Vary(6)

es a menudo pequeria y entonces si Er(0) = 0 4+ bp(6) es muy probable obtener estimaciones centradas en
este valor en vez de en el entorno de 6.

Ejemplo 2 Sea X7, Xo,...,X, una muestra aleatoria simple de X ~ U(0,0). Sea T7 = maxi<i<n (X;) el
estimador del maximo de la distribucion. Obviamente podemos decir que T < 6 y por tanto la estimacion es
siempre sesgada. La distribucién en el muestreo de 77 es

Ho(0) = Py [Ty < 1] = (;)n

y su funcién de densidad

El valor medio de vale:

/] n—1
n(t n tntl
Erty=[ t-|2(Z dt = —
e /0 [9(0) ] 0" n+1
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de donde el sesgo de T para estimar 6 vale

_ "y e=_ 1y
n-+1

br(6) _n—i-l

Podemos preguntarnos sino podriamos mejorar este estimador corrigiendo el sesgo de forma andloga a como
se suele hacer con Sy asi utilizar el estimador T} = 2ELTy que verifica E (T7) = 6. Si buscamos el estimador
de minimo, riesgo en el sentido del error cuadratico medio, es decir el estimador que minimiza F [(9 — T)2]
obtenemos

n+2
n+1 !

=

que es preferible a T} pero no es insesgado puesto que:

By (1) = 2y (1) - 2

El ejemplo anterior muestra que debido a la descomposicién

EQMp(T) = Varp(T) + b%(T)

puede ser preferible un estimador sesgado a uno insesgado. En general, sin embargo, eliminar el sesgo no es
una mala estrategia. Esto viene avalado por la teoria de la estimacién sin sesgo en donde restringiendo la
clase de los estimadores a los estimadores insesgados se obtiene una solucién constructiva que permite obtener
estimadores insesgados de varianza minima en condiciones bastante generales. En el contexto actual dicha
teoria no suele tener aplicacién por lo que vamos considerar formas de reducir el sesgo mediante aplicacién de
los métodos de remuestreo.

15.2.2 Estimacion bootstrap del sesgo

Si en la definicién del sesgo

bp(T) = Er(T(X)) - 0(F)

en donde A(F) indica la dependencia del pardmetro respecto de la distribucién F, substituimos F' por una
estimacién F', obtendremos el estimador bootstrap del sesgo:

bp(T) = Ep (T (X*)) — 0(F)

Algunas observaciones importantes sobre esta definicién son las siguientes:

« La substitucién de F por F se realiza en dos puntos: Ep(T(X)) y en 0(F)
* Definiendo asi el estimador bootstrap del sesgo no es preciso que T(X) sea un estimador de substitucion
pero si debe serlo 0(F).

En ocasiones sera posible calcular directamente by (7'), siempre que sepamos céomo calcular Ez (T (X*))

y 0(13'), pero en general serd preciso aproximarlos por remuestreo de Monte Carlo mediante los mismos
algoritmos de remuestreo que hemos visto en el capitulo anterior. Veamos algunos ejemplos en los que es
posible el célculo exacto de by (T).

Ejemplo 1 Si §(F) es la media de la distribucién, (F) = [ XdF,yT(X) es la media muestral entonces
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bp(T) = B (T (X)) = 0(F) = Ep (X¥) — X
B (L 30X7) - X=X - X =0

es decir el estimador bootstrap del sesgo es cero coincidiendo con el sesgo auténtico de X para estimar u.

Ejemplo 2 Si 6(F) es la varianza de la distribucién, 6(F) = [ (X — fXdF)2 dF, y T(X) es la varianza
muestral entonces es facil ver que

br(T) = —50%y
bp(T) = =52 X0 (X = X)

Como hemos indicado estos y otros casos sencillos suelen ser la excepcién. En general deberemos recorrer
a remuestreo de Monte Carlo para estimar b;(7"). El algoritmo es muy similar al utilizado para estimar el
error estandar:

1. Extraer B muestras, X7,X3,..., X} de F,
2. Calcular T'(X7),..., T (X%)
3. Sea

1 -
r= EZH(XZ)
b=1

>

entonces el estimador bootstrap del sesgo, b (7T') se puede aproximar por:

15.2.3 Ejemplo 1. Estimacion del sesgo del estimador de la varianza

Supongamos que tomamos una muestra de una poblacién normal de media p = 0 y varianza conocida o2 = 1.
El estimador de substitucién de la varianza es

En este caso podemos calcular el sesgo exacto y el estimador bootstrap del sesgo. Si a continuacién calculamos
el estimador bootstrap aproximado del sesgo podremos compararlo con los anteriores.

Una muestra de tamano n = 10 de dicha distribucién, obtenida mediante un generador de ntimeros aleatorios,
es la siguiente

X = 0,3996, 1,5074, 0, 5640, —1, 3542, —0, 5846, 0, 4271, —0, 7518,
0,4622, —0, 4563, —0, 0783.

La varianza muestral estimada sobre la muestra vale:

S%(X) = 0,60971.

El el sesgo exacto y el estimador bootstrap del sesgo valen respectivamente:
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1
bp(T) = 7502 =—01x1=0.1

1 _ 0,60971
bp(T) = =5 3 (Xi = X)" = === = —0,06007L,

Para obtener la aproximacién de Monte Carlo realizamos 100 remuestras, estimamos S? sobre cada una de
ellas y calculamos el promedio de las 100 estimaciones. El estimador bootstrap aproximado del sesgo vale

by (57) = 5% — S3(X) =
=0,57060 — 0,60971 = —0, 03911

Es importante observar que este valor se halla influido por el remuestreo de Monte Carlo. Otras extracciones
de 100 remuestras dan lugar a valores distintos del sesgo que pueden oscilar considerablemente desde -0.01
hasta 0.1. Esto sugiere la necesidad de realizar un remuestreo con un mayor nimero de remuestras. Un
estudio de simulacién en donde se repite 100 veces el remuestreo con 100, 250, 500 y 1000 remuestras muestra
el efecto del niimero de remuestras sobre la dispersion de las estimaciones del sesgo

15.2.4 Correccién del sesgo de un estimador

FEn ocasiones es deseable eliminar o reducir, dentro de lo posible, el sesgo de un estimador. Si 6 = T(X)

—

és un estimador de 6 y b(T') un estimador del sesgo de T'(X), entonces una forma de reducir el sesgo de la
estimacién es definir el estimador corregido para el sesgo,

—

6 =T(X)—b(T)

El estimador del sesgo puede obtenerse por cualquier procedimiento que resulte adecuado, ya sea

e mediante una férmula analitica “ad hoc”,
« el estimador bootstrap del sesgo, by (T'), si se sabe cémo calcularlo,

« el estimador bootstrap del sesgo aproximado por Monte Carlo b (T'), o
e otros métodos como el jackknife que se discutird mas adelante.

Si utilizamos el estimador bootstrap aproximado por Monte Carlo para corregir el sesgo obtenemos el
estimador bootstrap de 6 corregido para el sesgo o méas precisamente, el estimador de 6 corregido para el
sesgo mediante bootstrap:

Este estimador no debe confundirse con la media bootstrap i que no es, en general un estimador adecuado
de 6.

La correccion del sesgo no debe realizarse de forma indiscriminada. Puede darse el caso que el estimador
corregido para el sesgo tenga una varianza mayor que el estimador original, con lo que el error cuadratico
medio aumente en vez de disminuir. Una posibilidad, de cara a decidir si vale la pena o no corregir el sesgo
es estimar el error estandar del estimador corregido para el sesgo mediante bootstrap, es decir calcular 09’5. Si

el error estandar bootstrap estimado de §* y de 0* es aproximadamente el mismo

O~ 0

¥
> ¥

dado que el sesgo es menor
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N ~* N A*
by (07) < b (0°)
entonces puede ser interesante, en terminos de reduccion del error cuadratico medio, la reduccién del sesgo.

15.2.5 El jackknife

El jackknife fue introducido por Quenouille en 1949 para estudiar el sesgo de un estimador. Es basicamente
un método de “remuestreo” consistente en eliminar un punto de la muestra original y recalcular el estimador.
Esto da lugar a n estimaciones ligeramente distintas a partir de las cuales se estimara el sesgo.

15.2.5.1 El estimador jackknife del sesgo Sea {X ~ Fp,0 € O} y sea X una muestra aleatoria simple
de X. La muestra jackknife i-esima, X ;) es:

X = (X1, X9, o, X1, Xig1, 0, X))

es decir la muestra original de la que se ha eliminado la observacién X;. Sea ahora 0 = T,,(X) un estimador
del pardmetro € que puede ser, o no, un estadistico de substitucién. Sea

0y = Tin-1y) (X)) = Ty (X1, Xoy oo, X1, X1, 0, X)) -

El estimador jackknife del sesgo definido por Quenouille es:

. . . . 1 o= 4
bJ = (Tl - 1) <9() — Gn) s donde: 9() = E ;9(1)
A partir del estimador jackknife del seso puede definirse el estimador jackknife corregido para el sesgo:
Gy =0-by=0(n—1) (0~ 0,)

A veces este estimador recibe directamente el nombre de estimador jackknife de 6. ;Como se explica que el
estimador jackknife tenga menor sesgo que el original? Supongamos que b; sea un estimador insesgado del
sesgo de 6, es decir

Entonces tendremos que:

b(éJ)zE[eﬂ,]— :E[é—bJ}—e
—E@) - B (b)) -0
=0+b(0) b)) —0 =0
=

Es decir, si by es un estimador insesgado del sesgo de 6 entonces 6 no tendra sesgo:
E (b)) =b(0) — E (0,) =0
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Evidentemente el problema reside en que, en general, no es posible establecer analiticamente si by esta
centrado, o no, en el sesgo de ,b(A). Efron ([7]) da un argumento heuristico, no del todo formal, para
argumentar que, como minimo, el sesgo de 0 suele ser inferior al de 0. Para ello se basa en el hecho de que
muchos estimadores sesgados son asintéticamente insesgados dado que, a menudo el sesgo es una funcion del
tamafio muestral que tiende a 0 cuando n — oo, es decir

b(d) = o(1)

Ejemplos conocidos de esta propiedad son la variancia muestral o el maximo de una muestra en una distribucién
uniforme (0, ). Para los estimadores de este tipu suele exisatir un desarrollo asintético de la esperanza en
potencias de n, del tipo:

A aq as as
E@)=0+—+=+—=+...
@) =0+ "+ S+ 5+,

donde las a; dependen tnicamente de F' pero no de n,a; = a;(F'), de forma que podemos poner el sesgo de 0
como

Suponiendo que el desarrollo (2.7) exista entonces podemos justificar que el sesgo de 0, es inferior al de 6.
Veamos como. Si suponemos que

entonces

y por lo tanto, dado que

el sesgo de é(,) tiene la misma expresién que el de é(i). Podemos calcular la esperanza del estimador del sesgo,
es decir:




La expresion anterior muestra que, bajo determinadas suposiciones, b es correcto hasta el orden n~2 com

estimador del sesgo de 0,,.

Reuniendo lo anterior para determinar el sesgo de 6; tendremos:

b(6s) =b (60 —bs) =
o (0) 5 (i) -
b 1
= —— O —_
n(n —1) + (n2>
que es de un orden inferior a b (én), lo que explica porqué, en general, 6, tendra menos sesgo que 0,,.

Aun insistiendo en el hecho de que la aproximacion que hemos realizado es heuristica su validez es bastante
grande. Por ejemplo para los estimadores maximo verosimiles suele existir un desarrollo asintético de la
esperanza con lo que en este caso la afirmacién seria cierto.

15.2.6 Ejercicios

1. Supongamos que utilizamos la mediana muestral para estimar la media poblacional § = Ep(X).
Describa el estimador bootstrap del sesgo biasp.
2. Sea biasjack el estimador jackknife del sesgo de un estimador 6 :

biasyacx = (n— 1) (é(‘) . é) :

siendo

~ N é() = Zzl:l é(l)/n7y
9(1) =0 (l‘l,.’L’Q, ey Li—1y Ljid1y - - - ,CCn)

Mostrar que, si § = 7 entonces 9(.) — 0= 0, es decir I&ESJACK = 0. 3. Demuestre que si 0 = 7 el estimador
jackknife del error estandar definido por

n

— n—1 A~ A\ 2
EEjack = " Z (e(i) - 9(~))
i1

coincide con el estimador insesgado del error error estandar de la media

s/vn= | > (@i =) [{(n—1)n}.
=1
15.3 Intervalos de confianza bootstrap
15.3.1 Introduccion

Como hemos visto en el apartado anterior, un aspecto importante en la estimacién de un parametro es el
grado de precision de dicha estimacién. Una forma de incluir la medida de la precisién en la estimacion
consiste en utilizar estimadores por intervalo, es decir, estimar § mediante un subconjunto 7" C © del espacio
paramétrico que verifique:
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T={tcO|POT)=(1-a)}

Hay muchos métodos para construir intervalos de confianza (IC de aqui en adelante). Bajo ciertas circunstan-
cias es posible obtener IC exactos, entendiendo como tales aquellos en que el recubrimiento real del intervalo,
P(0 € T) es igual al recubrimiento nominal 1 — & con que se pretende estimar el pardmetro.

El método del pivote o el de Neyman, que se estudian en los cursos introductorios de Estadistica Matematica,
pueden dar IC exactos en algunos casos, como la media de una poblacién normal o el pardmetro de una ley
exponencial. Son sin embargo escasas las ocasiones en que se verifican las condiciones de aplicacién de estos
métodos. En muchas situaciones de interés es preciso recurrir a intervalos de confianza aproximados en los
que el recubrimiento real es tan solo aproximadamente igual al nominal es decir P( € T) ~ 1 — .

El bootstrap se ha revelado como una técnica de gran utilidad de cara a construir IC aproximados. Como
hemos visto en la primera parte de este tema su naturaleza esencialmente no paramétrica permite abordar
gran tipo de situaciones en los que las condiciones de aplicacién de otros métodos “clasicos” no se verifican.

Una ventaja adicional de los métodos bootstrap es que, mediante procedimientos sofisticados, en los que
aqui no entraremos, es posible conocer qué tan bueno es el grado de aproximaciéon de un IC aproximado,
valga la redundancia. Dicho de otra forma, se puede cuantificar la diferencia entre el recubrimiento real y
el nominal. Ello ha permitido no tan sélo crear una amplia gama de metodos de construcciéon de IC sino
también determinar en qué grado la estimacién que estos ofrecen debe de considerarse aceptable.

El niimero de técnicas que se basan en la distribucién bootstrap del estadistico para, en una forma u otra,
obtener intervalos de confianza es muy elevado. Para evitar que, como se suele decir, el gran ntiimero de
arboles no nos impida ver el bosque, nos centraremos en tres categorias: los intervalos de confianza estandar,
los intervalos de confianza estudentizados o bootstrap-t y el grupo de los denominados métodos percentil,
todos ellos ideados por Efron que fue introduciendo sofisticaciones en una interesante idea inicial.

15.3.2 Intervalos de confianza estandar

El concepto de IC estandar no va necesariamente ligado al bootstrap . La idea en que se basa consiste en
suponer que, dado un pardmetro ¢, un estimador centrado ¢ de 6 y el error estandar de 0, oy,se verifica de
forma aproximada que:

=0 £, N,1).

T
Bajo esta suposicién un IC aproximado al nivel de confianza (1 — «) seré:

~ ~

0 — 21_0/204,0 — 204,20

donde z;_q /2 es el percentil 100(1 — «/2) de la distribucién normal N(0,1). En una situacién paramétrica,
o, puede ser el error estdndar asintético del estimador maximo-verosimil o incluso una expresién exacta. P.ej.
sif= D, €l coeficiente de correlacién muestral, entonces, supuesta la distribucién de la poblacién normal
bivariante, podemos usar el estimador de la teoria normal:

onorm = (1= p?) /(n—3)"/?

Cuando no se conoce la forma de o, puede utilizarse el estimador bootstrap del error estdndar, opoor
definido en la seccién anterior, que, como hemos visto puede siempre aproximarse mediante el algoritmo de
Monte Carlo.

Los IC estandar resultan muy atractivos -han sido y son muy utilizados en la practica- por el hecho de ser
automaticos: es posible escribir un programa que a partir de cualquier conjunto de datos estime el pardmetro
y los construya.
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Su inconveniente principal reside en el hecho de que son aproximados, con lo pueden dar lugar a intervalos
inexactos. Vale la pena destacar que, de hecho, suelen ser doblemente aproximados puesto que en la préactica
se realizan a menudo no una sino dos aproximaciones:

1. La suposicién de normalidad, que no es necesariamente cierta, sobre todo en muestras pequenas,
2. A menudo el error estandar es funcion del parametro desconocido, es decir o5 = 04() con lo que no
podemos basarnos en la aproximacion

£ N(0,1),

siné en esta otra, de velocidad de convergencia mas lenta, y por lo tanto méas errénea en muestras pequenas:

£, N(0,1).

Un ejemplo conocido de esta doble aproximacion es el caso de la proporciéon muestral que estima la probabilidad
de observar un suceso A, P(A) mediante

n .
> Y v 1, si se presenta un suceso A

p=— %= { 0, si no se presenta el suceso

donde el error estandar de p es:

que debe aproximarse en la practica por:

5 D4
P n

Otros ejemplos de sta doble aproximacion los tendremos cuando utilicemos el estimador aproximado por
montecarlo del estimador bootstrap del error estandar o el estimador del error estandar del coeficiente de
correlacion,(3.1), en donde substituyamos p por su estimador mdximo verosimil, p.

15.4 Intervalos de confianza basados en tablas bootstrap
15.4.1 El caso de la t de Student

Cuando el pardmetro de interés es la media poblacional de una distribucién normal X ~ N(u,0), que
estimamos mediante la media muestral, §# = X, existe una solucién conocida para que no sea preciso realizar
la doble aproximacién

X —p

54

<N(0,1)

Tomando 65 = s/v/n — 1, donde s representa la desviacién tipica muestra, és decir el estimador maximo
verosimil de o, la distribucién del estadistico anterior es una ¢ de Student con n — 1 grados de libertad, es
decir:



Basandonos en esta aproximacion el intervalo de confianza que se obtiene para 6 es:

A~ A

0=t 11-0/2050 —th_1,a/204

donde t,,_1,1_q/2 es el percentil 1 — a/2 de la distribucién ¢ de Student con n — 1 grados de libertad.

Este intervalo es exacto si X ~ N(u, o) y el pardmetro a estimar es la media, py tiene el efcto de ensanchar
el intervalo para compensar el error cometido al tener que estimar o5, con 5. Esto se debe al hecho de que
la distribucién ¢ de Student es ligeramente més ancha que la N(0,1) a la cual tiende cuando n — oo.

Si, por ejemplo tomamos los datos de tiempos de supervivencia de los ratones del grupo control, discutidos
en el capitulo 1

52,10, 40, 104, 51,27, 146, 30, 46

con media y error estandar

X =56,22,65 =s/vVn—1=13,33

obtenemos el intérvalo de confianza “aproximadisimo” al 95% basado en la normal:

56,22 + 1,645 x 13,33 = [34,29, 78, 15|

y el intervalo de confianza basado en la ¢ de tudent:

56,22 + 1,86 x 13,33 = [31,22,81,01].

La correcciéon que efectua el segundo tipo de intérvalo es valida tnicamente para la media. Otros estadisticos
como la mediana no pueden aprovecharla por lo que un intervalo de confianza estindar para la mediana seria
del tipo:

Med + 1,645 x époor(Med).

15.4.2 Intervalos de confianza basados en tablas bootstrap

Hasta el momento hemos podido constatar que la aproximacién normal falla, especialmente con muestras
pequenas si tenemos que estimar oy.

Tambien hemos visto un caso, la media muestral en que este problema se compensa utilizando unas tablas
diferentes a las de la N(0, 1), las de la ¢ de Student. Observamos que lo que ha sucedido es que hemos ganado
en precision al precio de perder generalidad ya que hemos pasado de usar unas tablas validas para todas las
muestras a necesitar una distinta para cada tamano muestral. Encima esta mejora con “coste” solo es valida
para el caso de la media muestral. Para la inmensa mayoria de los estadisticos restantes no es valida.

El bootstrap-t fuerza esta idea de ganar precisién perdiendo generalidad y pasa de tener una tabla distinta para
cada tamano muestral a tener una tabla distinta para cada muestra. Es decir lo que hace este procedimiento
es construir una tabla a medida para cada muestra. Esta tabla se utilizara para construir intervalos de
confianza exactament de la misma forma en que se procedia con la N(0,1) o con la ¢,_1.

El algoritmo para el calculo de los intervalos de confianza es el siguiente:

1. Sea X la muestra original y 6 = T'(X)
2. Extraer B muestras, X7, X35,..., X5 de F,
3. Sobre cada una de ellas:
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a) Calcular 6F =T (X;),04(X5) =03
b) Calcular

*
o, —0 .
= = 4
T
Este algoritmo dara lugar a B valores 27, 23, ..., 25 que, una vez ordenados zE“l), 22‘2)7 . ,ZE‘B) representan la

aproximacién de Monte carlo a la distribucion bootstrap del estadistico

ZZQ:Q
%9

4. El percentil o de de Z* lo estimaremos por el valor £(®) que verifica que

#{z <H} _
= =
5. El intervalo de confianza basado en el bootstrap- ¢ sera finalmente:

a,

o (1—a/2)a 5 Na/2)a
6 — i /)aé,e—t(/)é.
Aplicando este método a la media del grupo control se obtiene

56,22 — 1,53 x 13,33,56,22 + 4,53 x 13,33 = [35,82, 116, 74].

Si comparamos los tres intervalos desarrollados hastra el momento observamos lo siguiente:

Intervalo Extremos

Normal [34,29, 78, 15]
t de Student [31,22,81,01]
Bootstrap- ¢t [35,8,116,7].

Pdemos observar que, mientras el extremo inferior és muy parecido en los tres casos el IC basado en el
bootstrap tiene un extremo superior mas alargado, como consecuencia de que en 1 muestra aparecen 2 valores
muy grandes.

El estadistico Z = &= ¢ cuya distribucién aproximamos doblemente mediante bootstrap recibe el nombre

de pivote aproximado, lo que da a entender que su distribucién no depende de 6. Esta propiedad es la que
permite utilizarlo para construir el intervalo de confianza basado en el bootstrap-t.

La clave del buen funcionamiento del bootsrap- ¢ estd precisamente en qué tan buena aproximacion a la
distribucién del pivote podemos lograr mediante el remuestreo. Estudios teéricos bastante complejos demues-
tran que, en muestras grandes el recubrimiento del bootstrap-t tiende a aproximarse mas al recubrimiento
nominal, es decir el recubrimiento que se desea que tengan los intervalos de confianza en el momento de
construirlos, que los intervalos estandar o basados en la ¢ de Student. El bootstrap- ¢ es una generalizacion de
la t de Student que extiende su aplicabilidad de la media muestral a estadisticos de posiciéon como la media,
la mediana, la media recortada o el percentil de la muestra.

Resumiendo:
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IC estandar (t de

Intervalos IC estdndar (Normales)  Student) Bootstrap-t
Propiedades Simétricos Simétricos No simétricos
Tablas Muy inexactos Poca exactitud Los mas exactos
Una sola Una para cada n Una por muestra

15.4.3 El bootstrap-t y las transformaciones

A pesar de sus buenas propiedades el bootstrap- ¢t no es la “panacea” en cuanto a intervalos de confianza,
puesto que presenta algunas dificultades.

e El céalculo de los intervalos basados en el bootstrap-t puede ser muy costoso computacionalmente. Como
hemos visto se basa en calcular o aproximar los percentiles de Z; definido como

Z*_éé‘—é_T(XZ)—T(X)
Y5 5%y

pero, dado que, en general, no se dispone de una férmula cerrada con la que calcular 7, (Xj) suele recurrirse
de nuevo al bootstrap (una alternativa es el jackknife) es decir debemos remuestrear cada remuestra para
estimar el error estandar, lo que conlleva de nuevo un error de aproximacién:

Sk, kk
Op =~ Op, B,

Teniendo en cuenta que para construir intervalos de confianza suelen considerarse necesarias unas 1000 — 2000
remuestras, si cada una tiene que remuestrearse entre 100 y 200 veces estamos hablando de un nimero total
de remuestras que oscila entre 100.000 y 400.000 , lo que, segun para que modelos puede resultar bastante
costoso.

e Para que el bootstrap-t funcione correctamente el estimador del error estandar debe ser estable, es
decir no debe tener una gran variacién entre muestras. Algunos estimadores del error estdndar varian
mucho entre muestras, y, en estos casos el bootstrap- ¢ puede dar resultados erraticos. Para acabar de
empeorar la situacién el estimador bootstrap del error estdndar no es estable, es decir no tan sélo da
lugar a que el proceso sea costoso sino que puede hacer que no sea bueno.

Un caso conocido, en donde el bootstrap- ¢t no funciona correctamente es el coeficiente de correlacién. Si
aplicamos sin mas el bootsrap- ¢ a los datos de las notas de los 15 alumnos presentados en el capitulo 1 ,
tomando By = 1000, B; = 25 y a = 0.10 obtenemos

[ﬁ’bnfv ﬁsup] - [_0, 026, 07 90}

que, para un valor de p de 0.776 parece excesivamente ancho (Un test basado en estos intervalos nos llevaria
a considerar no significativa la correlacién entre ambas notas, lo cual contradice la intuicién de los datos).

15.4.3.1 Transformacién normalizante para el coeficiente de correlaciéon Los textos de estadistica
matematica sugieren que para hacer inferencia sobre el coeficiente de correlacién, si los datos siguen una
distribucién normal bivariante puede aplicarse lo que se conoce con el nombre de transformacién normalizante
de Fisher para el coeficiente de correlacién. Esta permite normalizar el coeficiente de correlacién muestral, p
aplicandole la transformacién arco tangente hiperbélica, tanh™!. Dado que se trata de una transformacién
mondtona ello permite la construccion de intervalos de confianza por el procedimiento siguiente:

1. Dado j el coeficiente de correlacién calculado sobre una muestra la transformacién tanh ™' (p) da lugar
a un estadistico aproximadamente normal:
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152 g 1
tanh ™ (p) = 6 = N (t1g,04), u¢:¢+ﬁa 7T n-3)

2. A continuacién se construye un intervalo de confianza “normal” para ¢

[(2317552} , b= Bg — Za/z%ﬂflgz = pgt 2a/204

3. Invirtiendo la transformacién se obtienen intervalos de confianza para p.

pu =t | (04 2<n[j— 5) -2
=t (5 gy + 2

Por ejemplo, con los datos de las notas de 15 alumnos si

e a=0,05 el intervalo de confianza obtenido es [0,592, 0,926]
e a = 0,10 el intervalo de confianza obtenido es [0, 4487, 0,9495].

15.4.3.2 Aplicacion del bootstrap- ¢ sobre la escala transformada La idea de transformar los
datos para construir los intervalos de confianza puede expresarse, esquematicamente:

~ tanh = 71C estandar |2 2 nh =1 . a=0,10
p-ttmiy IO esandar (G g L [ o] ("2 [0,4487,0,9495))

Si procedemos de forma similar pero una vez en la escala transformada calculamos intervalos de confianza
basados en el bootstrap- ¢

~e %] tanhTl L A a=0,10
[61.05] === l5t. ) ("2 10,45,0,93)

ﬁ tanh Bootstrap- t

é

obtenemos unos intervalos distintos, aparentemente mejores, que los que obteniamos para el coeficiente de
correlacién al trabajar sobre la escala sin transformar. Si el coeficiente de confianza es menor la diferencia
resulta atin mds exagerada. Un intervalo bootstrap- ¢ al 98% es [—0.66,1.03] en la escala original y [0.17,0-95]
en la transformada.

Resumiendo: El bootstrap-t no da lugar a intervalos que se conserven al transformar los datos. En el ejemplo
anterior los mejores intervalos son los construidos en la escala transformada ( qAﬁ ) puesto que sabemos que
la transformacion es realmente normalizante. De hecho si calculamos los intervalos de confianza estandar a
partir de (5 y los invertimos obtenemos valores similares a los obtenidos con el bootstrap- ¢ basado calculado

sobre ¢ e invirtiendo.

90% 98%

Ext. inf Ext. sup Ext. inf Ext. sup.
bootstrap-t directo  -0.026 0.90 -0.66 1.03
bootstrap-t para ¢  0.45 0.903 0.17 0.95
e inversion
IC estandar para qAS 0.591 0.926 0.449 0.949

¢ inversion

El bootsrap- ¢ funciona “tan bien como lo correcto” es decir el intervalo estandar en la escala normal, cuando
se conoce la transformacion normalizante.

En general no conoceremos esta transformacion y tendremos que considerar distintas alternativas:
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e Suponer que existe aunque no la conozcamos. Esto nos llevara a los métodos percentil desarrollados
por Efron
e Estimar la transformacién utilizando el bootstrap.

15.5 Intervalos de confianza basados en percentiles bootstrap
15.5.1 Intervalos basados en percentiles de una distribucién normal

Los métodos percentil fueron ideados por Efron entre 1979 y 1987 ([7, 9, 10, 11]) quien en sucesivos trabajos
fue refinando la idea original en que se basan.

Una forma de motivar el método es observar que los intervalos de confianza estdndar son intervalos basados
en los percentiles de una distribucién. Consideremos X ~ Fp un modelo estadistico, 6 un estimador de 0,
y 65 un estimador del error estdndar de 0. El intervalo de confianza estdndar que hemos presentado en el
capitulo anterior era de la formas:

é— Z(lia)&é, é — Z(a)ﬁ'é} = [éinfyésup}
Consideremos una variable aleatoria @ distribuida normalmente con pardmetros é, G, es decir
§~N (é, &é)

El intervalo de confianza estandar [éinf ,ésup ] consiste precisamente en los percentiles ay(1l — «) de esta

distribucién, es decir
oinf =9
Osup = gl—<.

Ejemplo 1 Consideremos el caso de los tiempos de supervivencia de los 9 ratones del grupo. Poniendo
§ =& =86,85,6; = s//n=25,23 y tomando o = 0,05 obtenemos el intervalo de confianza estandar:

|:éinf7 éSup:| = [457 3, 128, 4]

Si hacemos 1000 replicas bootstrap y representamos su histograma vemos que se aproxima bastante a una
distribucién normal, es decir llamando 6* = 6 tenemos

A~

0 N (é — 86,85,65 = 25, 23) .

El razonamiento anterior junto con una aparente normalidad sugeriria que los percentiles 5% y 95% se
asemejen a los intervalos estandar. Estos valores valen:

[A* ) }:[47,3, 126,4].

inf» Ysup
Es decir, si la distribucion bootstrap es aproximadamente normal entonces los percentiles de ésta coinciden

bastante aproximada con los extremos de los intervalos estandar. En este paralelismo se basan los métodos
percentil desarrollados por Efron
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15.5.2 Los intervalos percentil
El ejemplo de la seccién anterior sugiere como utilizar el bootstrap para construir intervalos de confianza.

El método percentil para construir un intervalo de confianza de coeficiente de confianza 1 — 2« consiste en
tomar com extremos inferior y superior respectivamente los percentiles o i 1 — « de la distribucién bootstrap
del estimador. En general deberemos aproximar dicha distribuciéon por Monte Carlo por lo que el intervalo
percentil aproximado estara formado por los valores consistird en los valores

|: inf» :upi| - |:02<B-a)702<3~(1—(x))
de la distribucién ordenada de estadisticos bootstrap 92*1), ey éZ‘B). Si la distribucién bootstrap es normal el
intervalo percentil y el estandar seran muy similares.

Si el estimador es asintéticamente normal, entonces para muestras grandes tambien se obtendran valores
parecidos.

El problema se presenta cuando la muestra es pequena o el estimador no es asintoticamente normal. Si ambos
intervalos difieren jcual debemos utilizar?

15.5.2.1 Una situaciéon en la que podemos saber qué intervalo es mejor Vamos a considerar un
caso en el que conocemos el intervalo exacto por lo que podremos decidir si se ajusta mejor el intervalo de
confianza estandar o el percentil.

Sea X ~ N(u=0,0=1), sea § = e, es decir en este ejemplo § = e = 1, y el estimador méximo verosimil

es 0 = e*. La distribucién de e es asimé trica. Si generamos una muestra de 10 observaciones podemos
comprobar como los intervalos difieren mas que en el caso anterior.

er Error estandar 1.C. estandar 1.C. percentil

1.25 0.34 0,59,1,92]  [0,75,2,07]

Hay una buena razén para pensar que los intervalos percentil son preferibles a los estandar: la necesaria
suposicién de normalidad no esta en absoluto clara para e® ni tan sélo si la distribucién de X, como en este
caso es normal. Los IC estandar, que son simétricos, recubriran desigualmente la distribucién.

Una forma de solucionar esta dificultad consiste en transformar los datos mediante una transformacion
normalizante, de forma que qg = g(é) sea aproximadamente normal. En este caso conocemos la transformacion
normalizante: g(#) = log(f). Si llevamos a cabo la transformacién construimos los intervalos de confianza
estandar y percentil en la escala normalizada veremos que resultan muy similares. Esto es razonable puesto
que ahora trabajamos de nuevo con una distribucién normal.

Resumiendo una forma de soslayar el problema de la falta de normalidad de 6 consiste en:

1. Transformar los datos mediante una transformacién normalizadora.
2. Construir los intervalos de confianza en la escala normalizada
3. Invertir la transformacion.

Ejemplo 1 Simulando 10 valores como en la introduccién de la seccién tendremos:

Escala IC Estandar  IC Percentil

Escala Original [0,65,1,53] [0,75,1,71]
Escal Normalizada [-0,35,0,53] [-0,28,0,54]

Escala original

(inversién de la [0,71,1,69] [0,75,1,71]

transformacién)
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La tabla nos muestra cémo los intervalos estandar “correctos” construidos por el método de “transformacién
— Intervalo — Intervalo invertido” son mucho més parecidos a los intervalos percentil que los intervalos
estandar “incorrectos” en la escala original inicial. Dicho al revés los intervalos percentil dan la soluciéon
correcta directamente sin necesidad de realizar la transformacion. Ademés al hacer la transformacion e
invertir los intervalos se obtienen los mismos extremos que en la escala original. Podemos considerar que
la bondad de los intervalos percentil proviene de que funcionan como si incorporasen autométicamente la
transformacién normalizante, dando de salida los intervalos que de otra forma requieren tres pasos para su
obtencion.

Ademads y aqui estd la clave del interés del método, mientras que con el método general’es preciso conocer la
transfoprmacion no pasa asi con el percentil. De hecho basta con que exista la transformaciéon normalizante
para que el método funcione.

Ejemplo 2 Un estudio de simulacién en el que se repitié 100 veces el proceso del ejemplo anterior, tomando
B = 1000 da lugar a los siguientes intervalos “promedio”

Escala I1C Estandar IC Percentil

Escala Original  [0,452,1,677]  [0,599, 1,932]
Escal Normalizada [—0,606,0,619] [-0,5742,0, 585

Escala original

(inversién de la [0, 580, 1, 995] [0,599, 1, 932]

transformacién)

Queda de nuevo claro que los intervalos percentil dan sobre la escala original unos valores similares a los que
se obtienen de los intervalos estandar transformando e invirtiendo la transformacion.

Los resultados anteriores se formalizan en lo que Efron denomina “Lema percentil” Lema 1 Supdéngase que la
transformacién ¢ = g(0) normaliza perfectamente la distribucion de 6, es decir que

¢~ N (¢,7%)

siendo ¢ = g(f) y 7 una constante (es decir ademds de normalizar, la transformacion estabiliza la varianza).
Entonces, si G() es la distribucién bootstrap de 6, el intervalo percentil basado en los percentiles de ésta:

O Bip| =[G (@), 67101 = )]

coincide con el intervalo resultante de transformar la estimacion e invertirla de nuevo

s g ] = [o7 (6 21-97) 71 (5 =07)]

con la ventaja adicional de que no es preciso conocer la transformacion sino tan sélo (suponer) que existe.

Podemos ver los intervalos percentil como un algoritmo computacional para extender la efectividad y la
utilizacién universal de los IC estandar:

e Silos IC estandar son adecuados entonces los IC percentil coincidiran con ellos.
e Si los IC estandar no son apropiados, es decir lo serian si pudiéramos aplicar una transformacién
normalizante, entonces los IC percentil realizan la transformacién automéaticamente.

La ventaja principal del método es que no es preciso conocer la forma de la transformacién.
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15.5.2.2 La propiedad de respetar las transformaciones La tabla anterior ilustra también una
propiedad importante de los IC percentil que, como vimos en el capitulo anterior, no poseen los intervalos
basados en el bootstrap- t : Los intervalos percentil sén invariantes bajo transformaciones o dicho de otra
manera el método “respeta” las transformaciones: El intervalo percentil para cualquier transformacion
monotona del pardmetro ¢ = g(6) es simplemente el intervalo percentil para 6 transformado mediante g() :

|:(£inf7 ésup:l =g (éinf) » g (ésup)

Esta propiedad, interesante donde las haya no es compartida ni por el bootstrapt ni por los IC estandar.
En la figura nim 1. puede verse de forma esquematica el funcionamiento del método percentil.

Este método, a pesar de su automatismo, no resulta adecuado en todas las situaciones. Es por ello que Efron
fue realizando sucesivos refinamientos que dieron lugar al método percentil corregido para el sesgo o BC' y al
método percentil corregido para el sesgo de forma acelerada, BC|,.

Los tres métodos tienen en comin que utilizan para calcular los intervalos de confianza los percentiles de la

N

distribucién bootstrap del estimador, G(6).
Figura 5.1: Funcionamiento del método percentil
Utilizaremos G (9) para referirnos a la aproximacién por Monte Carlo de dicha distribucién.

El método percentil incorpora de forma automaética las transformacién normalizante g. Sucede sin embargo
que hay situaciones en que no existe una transformacion normalizante que transforme 6 en ¢ ~ N ((b, 72).

Una de tales situaciones se da cuando el estimador 6 presenta un cierto sesgo, como es el caso del coeficiente
de correlacion muestral.

~

Consideremos, p.ej., fp(#) la familia de densidades del coeficiente de correlacién muestral en muestras de
tamano n = 15 de una distribucién normal bivariante. En este caso no existe la transformacién, puesto que si
asi fuera se tendria que

Proby (6 < 6) = Proby(¢ < ¢) = 0,50,
pero si para el valor 6= 0,776 de nuestro ejemplo integramos la funciéon de densidad f7776(9A) se obtiene
Pr0b0:,776(é < 9) =0,431.

Una explicaciéon de este malfuncionamiento se encuentra en el hecho de que aunque existe una transformacién
normalizadora frecuentemente utilizada, el inverso de la tangente hiperbdlica, la media del pardmetro en la
escala transformada, 4 tiene la forma ¢+ cte

Para solucionar este problema Efron propuso el método del percentil corregido para el sesgo, BC. Este
método, como el anterior, presupone la existencia de una transformacién normalizadora g del parametro 6,
pero no requiere que la distribucién normal resultante esté centrada en g(6). theorem 1 Sea 6 un pardmetro
que se desea estimar, § = §(F) y § = 6 (F,,) un estimador de #. Supongamos que existe una transformacién

monétona y creciente, g tal que si ¢ = g(0), 6 =g(@) y ¢* =g (é*) se verifica:
&NN(Qﬁ*ZoT,TQ)a QB*NN((ZAS*ZO7—77—2)7

V0y para cierta constante z,. Entonces para cualquier o,0 < o < 1 el intervalo

[6*1 (@ {22, — 2a2}) , G~ (® {22, + za/z})]

es un intervalo para 6 al coeficiente 1 — «, siendo
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A~

2y = 0 L(G(B)

y G la distribucién bootstrap del estadistico. Con los datos del ejemplo 2, del coeficiente de correlacién
podemos construir los intervalos de confianza que hemos discutido hasta el momento, obteniendose la tabla
siguiente:

Tabla 3 Intervalos de confianza exactos y aproximados al 90 % para el coeficiente de correlacién | 1. Exactos
(teoria normal) | [.496,.898] | D/T =044 | | — | :— | :— | | 2. Estdndar | [.587,.965] | D/T = 1.00 | | 3.
Estandar transformados | [.508,.907] | D/T = .49 | | 4. Percentil ordinario | [.536,.911] | D/T = .56 | | 5.
Percentil corregido (BC') | [.488,.900] | D/I = .43 |

El valor D/I mide la simetria de los intervalos mediante el cociente entre la distancia del extremo superior
hasta 0 (D) respecto a la distancia desde el extremo inferior. Como puede verse los intervalos de confianza
obtenidos por el método del percentil corregido por el sesgo se asemejan mucho més a los intervalos exactos,
que los obtenidos por el método percentil ordinario, o los intervalos de confianza estdndar, o estandar
transformados.

Los intervalos BC efectivamente corrigen el problema anterior. Sin embargo Schenker (1985, [19]) demostrd
que este método funcionaba mal para la varianza de una poblacién normal. Esto se debia a la no existencia
en este caso de una transformacién normalizadora con a = 0, es decir, que sea a la vez normalizadora y
estabilizadora de la varianza. Como indica Efron (1982, [9]), estos dos objetivos son antagénicos en algunas
de las familias de distribuciones méas usuales (como p.ejemplo la binomial o la Poisson).

Esto hizo replantearse el problema a Efron quien en 1987 ([11]) construyo el método BCa corregido para
el sesgo y acelerado, que con la correccién introducida por una nueva constante a, requiere tinicamente
la existencia de una transformacién normalizante g. theorem 2 Sea 6 un pardmetro que se desea estimar,
0 =0(F)y60=0(F,) un estimador de . Supongamos que existe una transformacién monétona y creciente,

~ P

g tal que si ¢ = g(0), ¢ = g(0) y se verifica:

ASS

—¢
%

~N(=20,1), Tp=14a¢
para ciertas constantes z, y a tales que 74 > 0. Entonces para cualquier o, 0 < o < 1 el intervalo

¢ (oo [3]1) 67 (o femen [1-3])))

es un intervalo para 6 al coeficiente 1 — «, siendo

2o+ 21—a
1—a(zo+ 21-a)

zpe, o] = 2o + . Yzi—a = 07 (a)

La demostracién de este teorema, que no se incluye aqui, puede verse en Efron (1987, [11]) o en Cristébal
(1992, [4)).

Como en los casos anteriores, el intervalo de confianza 5.3 puede construirse sin el conocimiento de la
transformacion normalizante g, inicamente aceptando que existe. Lo que si es necesario conocer son los
valores de las constantes z, y a que se discutirdn mas adelante.

En el caso particular en que z, = a = 0 el intervalo queda reducido a

G Ha/2),G7 (1 - a/2)
[ )

es decir el percentil ordinario. Si a = 0 el método del BC, se reduce al del percentil corregido para el sesgo.
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El método BC al igual que el del percentil ordinario es automatico de calcular, mientras que el método
BC, requiere un cierto trabajo analitico para determinar una constante, denominada de aceleracién. En
compensacion al inconveniente que esto representa el método BC,, es el que resulta mas exacto de los tres.

En la tabla siguiente se presentan de forma resumida los distintos intervalos. Como puede observarse al pasar
de los IC estdndar a los IC percentil, percentil BC' o percentil BC, aumenta la complejidad en la forma de
los extremos, pero simultaneamente cada método resulta correcto bajo condiciones méas generales que sus
predecesores, lo cual los hace, supuestas calculables todas las constantes necesarias, de mayor aplicabilidad.

Tabla 4 Cuatro métodos de construccién de IC aproximados para un pardmetro 6 | Cuatro métodos de

construccién de IC aproximados para un pardmetro 6 | | | ||| :—|:—|:—|:—|:— || Método | Abreviacién
| Extremo de nivel a | Es correcto si | | | 1. Estandar | 0gla] | 0 4+ 642z |  ~ N (6,0?) | o constante | |
| | | Existe una transformacién monétona ¢ = g(#), ¢ = g(0), tal que: | | | 2. Percentil | Opla] | G~ (a) |

¢~N (¢,72) | 7 constante | | 3. BC' | 6pcla] | G 1 (P22 +2)) | o~ N (¢ — 207, 7%) | 2o, T constante | |
4. BCa | 00,l0) | G4 (@ |20+ 2525 ] ) 16~ N (6= 2075,72) | mo =1+ ag [ || | ]]]

El célculo de la constante de aceleracién a es el punto débil de este método, en tanto que al tener que
realizarse previo al calculo de los intervalos, les resta automaticidad. Dicho calculo se basa en los resultados
que se presentan a continuacién. theorem 3 Sea 6 un pardmetro sobre el cual queremos encontrar intervalos
de confianza basados en un estimador é, cuya funcién de densidad (o de probabilidad, segin el caso), es fy,
derivable en 6. Supongamos que existen transformaciones hq, ho biyectivas y derivables tal que si ¢ = hy(0) y
b = ha(f) se verifica

hSS

—¢
$

~ N (=20,1), Tp=14a¢
Entonces la constante de aceleracién a puede aproximarse por:

0

a =~ %73 [39 log fe(é)}

0=0

siendo v5(X) = us3(X)py 8/ %(X) el coeficiente de simetrfa de X. El teorema anterior resuelve el problema del
calculo de a en el caso paramétrico. En el caso no paramétrico el cilculo de a requiere la determinacion de la
funcién de influencia empirica de § = T (F},) definida como:

U — i DL A)Fa 4 AG) T (F)

b =1,2,...
A—0 A » ! B "

siendo J; una delta de Dirac en z;, es decir una variable aleatoria degenerada cuya funcién de masa de
probabilidad vale 1 en x; y 0 en R — x;. theorem 4 En las hipotesis del teorema 1, la constante de aceleracién
puede aproximarse por

n 3
2= Ui
n 213/2
[>2im1 UF]
La constante a se denomina de aceleracién porque tiene el efecto de cambiar constantemente las unidades

naturales de medida al movernos a lo largo del eje ¢. Efectivamente por las hipétesis del teorema 1 podemos
poner:

1
a~ —
6

To = Too [1+a(é— ¢o) /T¢o]

con lo que se obtiene
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_ d(7_¢/7_¢0)
d((¢— do) /74,)

para cualquier valor fijo de ¢¢. Esto muestra que a mide el cambio 74 relativo al cambio en en unidades de
desviacion estandar en ¢.

a

15.5.2.3 Ejemplo: IC para la varianza de una poblacién normal Schenker (1985, [19]) cita un
ejemplo tomado de una poblaciéon normal de pardmetros conocidos en donde se ve como el método BC' no
funciona correctamente. Si en este caso se calcula el intervalo BC, con valores z, = 0,1082 y a = 0, 1077 se
obtiene una aproximaciéon mucho mejor a los intervalos exactos, que podemos calcular aqui por el hecho de
encontrarnos en una situacién paramétrica conocida.

Tabla 5 | Intervalos de confianza exactos y aproximados al 90 % para la varianza de una poblacién normal | | |
— | =— | 1. Exactos (teorfa normal) | [,63152,1,885?] | | 2. Basados en la verosimilitud | [,46652,1, 535
| | 3. Percentil corregido ( BC' ) | [,580S 2, 1,6952 ] | | 4. Percentil acelerado ( BC, ) | , 63052, 1,8852 ] |
15.5.3 Ejercicios

1. Sea X una v.a. con media 6 i desviacién estandar s(6). Sea g(z) una transformacién aplicada sobre X.

a) Expanda g(X) en serie de Taylor para mostrar que:

var(g(X)) ~ ¢'(6)? var(X)

b) Mostrar que la transformacién

tiene la propiedad var(g(X)) ~ constante. 2. Supéngase X;/6 son iid. ~x2i=1,...,ny que § = X.
Mostrar que la transformacion estabilizadora de la varianza para 6 es:

9(0) = (n/2)*?log

3. Supéngase X;/6 son ii.d. ~ x?,i =1, .-+, 20. Realizar un estudio de simulacién para comparar los
siguientes intervalos para 6 basados en X suponiendo que el auténtico valor de 6 és 1 .

15.5.4 Practicas

El objetivo de las practicas siguientes es estudiar el comportamiento de los distintos métodos de construccién
de intervalos de confianza bajo condiciones diferentes.

Para facilitar el calculo conviene disponer de una funciéon que construya los IC estandar y percentil de forma
automéatica. Por ejemplo las funciones ICStd() y ICPerc()realizan estos cdlculos

1. Comparacion de los IC estdndar y percentil cuando la distribucion del estimador es normal: Tomamos
como parametro la media, u,y como estimador la media aritmética, X
2. a) Generar muestras de tamafio 10 de una distribucién normal N(10, 2)

b) Estimar el EE como sqrt(var(x)/n)
¢) Remuestrear con B = 1000
d) Representar la distribucién bootstrap. jParece normal? e ) Construir el IC estandar y el IC percentil

3. Comparacién de los IC estandar y percentil cuando la distribucién del estimador no es normal: Tomamos
como pardmetro exp{u} y como estimador (el estimador méximo verosimil) exp{X}. El error estdndar
asintotico de este estimador es la raiz cuadrada de la inversa de la informacién de Fisher del modelo y
vale 0; = exp{X}o/\/n y puede estimarse como 6; = exp{X}s/\/n
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4.

b)

c)
d)

a) Generar muestras de tamano 10 de una distribucién normal N(0, 1)

Estimar el EE como exp{X}s/\/n

Remuestrear con B = 1000

Representar la distribucién bootstrap. jParece normal? e ) Construir el IC estdndar y el IC percentil.
(Cual de los 2 resulta mas fiable?.

Para responder a la pregunta anterior podemos normalizar la distribucién del estimador a través de la

transformacién lg(exp(X))
a) Generar muestras de tamaifio 10 de una distribucién normal N(0, 1)

Estimar el EE como exp{X}s/\/n

Remuestrear con B = 1000

Construir el IC estdndar y el IC percentil. e ) Transformar la distribucién bootstrap tomando logaritmos
neperianos. Representar la distribucién transformada. Parece normal? f) Construir el IC estandar y el
IC percentil. Para el IC estandar tomese el error estandar usual de la media, o, si se prefiere, tomese
dicho error con s = 1.

Inviértase la transformacion. Los intervalos resultantes de invertir los IC estdndar deberian ser ahora
correctos puesto que provienen de una distribuciéon normal. Que ha sucedido ahora con los IC percentil?.

Repita un estudio similar al anterior para el coeficiente de correlacién tomando como transformacién
normalizante la transformacién z de Fisher: arctan h(p)

Para ver que tan bien funciona un intervalo de confianza podemos plantear un estudio de simulacién en
donde se compare el recubrimiento real del IC con el nominal. Para ello debemos comparar el% de
veces que el IC contiene al pardmetro “real”, conocido por tratarse de una simulacién, con el nivel de
confianza nominal, con el que se ha construido tedricamente el intervalo. Otra caracteristica interesante
de estudiar es la forma del IC. Para ello podemos calcular el cociente “Brazo Derecho/Brazo Izquierdo”
definido como : “(Extremo superior-Valor del pardmetro)/(Valor del pardmetro-Extremo inferior)
Realizar un programa que compare el funcionamiento de dos métodos de construccién de intervalos de
confianza basandose en el algoritmo siguiente:

a) Repetir 1... S veces:

bk

Generar una muestra de una poblacién de distribucién conocida
Para cada intervalo de confianza que se estudia:

Construir el IC

Determinar si cubre (1) o no (0) el pardmetro y acumular el resultado
Calcular la forma (D/I) y acumular el resultado

Calcular la longitud (D-I) y acumular el resultado

Estimar el recubrimiento, la longitud y la potencia de los intervalos mediante el promedio de las
cantidades acumuladas anteriores

Los estudios de simulaciéon ayudan a decidir qué método resulta mas adecuado atin cuando no se conozca el

resultado exacto (no se disponga de resultados tedricos con los que comparar). Tomando los datos de 20

1.

pacientes afectados de SIDA (variable CD4 del dataframe cd4 en la libreria) queremos estudiar las propiedades
del estimador del mayor valor propio de la matriz de covarianzas. Deseamos:

Una aproximacién de su distribucién muestral. Es normal?

2. Una estimaciéon del error estandar

3.

Un intervalo de confianza. ;Qué metodo podemos elegir?. ;Que argumentos estan a favor de los IC
estandar?, del bootstrap-t, de los métodos percentil?. Realice un estudio de simulaciéon para comparar
los métodos competitivos y decida cual resultard mas adecuado.
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15.6 Contraste de hip6tesis mediante bootstrap
15.6.1 Introduccién

Muchas aplicaciones estadisticas implican la realizacién de contrastes o pruebas de significacién para establecer
la plausibilidad de una hipétesis cientifica. Distintos métodos de remuestreo, como los tests de permutaciones
o los tests de Monte Carlo ya se utilizaban para la elaboracién de contrastes antes de la aparicion del bootstrap.
En primer lugar se revisan algunos de los conceptos basicos sobre contraste de hipdtesis

15.6.1.1 Revision de conceptos basicos de contraste de hipétesis FEn un contraste de hipotesis se
desea aceptar o rechazar una hipétesis nula que especifica cierta clase de distribuciones para los datos F.
Un contraste de hipdtesis se basa en un estadistico de test T'=T (X7, Xo, ..., X,,) que mide la discrepancia
entre los datos, (X1, Xa,...,X,), v la hipdtesis nula. En general valores grandes de T son evidencia en contra
de Hy. Si el valor observado del estadistico de test es ¢ el nivel de evidencia en contra de Hy se mide por la
probabilidad de significacién:

p=Py T >t} =P{T>t|Hy) =P{T>t|FeFy}

también llamada p-valor o NSA por Nivel de Significacién Alcanzado. Cuanto menor sea el p-valor mayor sera
pués la evidencia en contra de Hy. El test de hipdtesis consiste en calcular el p-valor y ver si es demasiado
pequeno segun ciertos criterios “usuales”. En general si NSA > 0,10 se aceptard Hp, si NSA < 0,01 se
rechazard y para valores intermedios la decisién dependerd del decisor. El punto de corte entre aceptar
o rechazar la hipdtesis recibe el nombre de nivel de significacién del test y por lo tanto podemos resumir
diciendo que se rechazard la hipotesis nula si NSA < a.

En la elaboracién de un test de hipdtesis hay dos aspectos a tener en cuenta:

e la eleccion del estadistico de test y
e el calculo del p-valor

15.7 Eleccion del estadistico de test

En problemas paramétricos la distribucién de los datos esta completamente especificada, salvo por un nimero
finito de parametros desconocidos. Hay una hipétesis alternativa H; que describe qué alternativas a la
hip6tesis nula se pretenden detectar o se suponen mas probables, en el caso de que ésta sea falsa. Esta
hipétesis alternativa suele guiar la eleccién del estadistico de test, generalmente a través de la funcién de
verosimilitud

L(i(’e) = fX17X27~--;Xn (.131,1‘2,. sy Ty | 0)

Por ejemplo si ambas hipdtesis son simples, Hy : 6 =6y, H; : 0 = 61, entonces el mejor estadistico de test
se obtiene a través del lema de NeymannPearson, de la razén de verosimilitudes:

T=1L ()N(; 91) /L ()N(; 90) .

Si las hipotesis son compuestas la solucién puede todavia basarse en la verosimilitud, a través, por ejemplo,
del test de razén de verosimilitud.

En el caso no paramétrico la eleccién del estadistico de test es menos obvia pero también deberia basarse en
mayor o menor grado en lo que ocurre cuando la hipdtesis nula es falsa
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15.8 Calculo del p-valor

En muchos casos la hipétesis nula es compuesta. Por ejemplo Hy : X sigue una distribucién Normal,
(Fu, ={F | F ~N(u,0)}. Esto deja pardmetros desconocidos y por lo tanto F' no estd completamente
especificada, con lo cual el p-valor no estard bien definido, dado que P{T >t | F' € Fx} puede depender de
cual F' de entre todas las que satisfacen la hipotesis nula se tome. Hay distintas soluciones posibles:

1. Podemos escoger T' de forma que tenga la misma distribucién VF € Fz. Un ejemplo és el test de
comparacién de medias en poblaciones normales con varianza, comun, desconocida. Bajo la hipdtesis
nula pu1 = peo estadistico de test tiene una distribucién t-Student que no depende de los valores de p1 ni

Ha.

2. Otra posibilidad es eliminar los parametros desconocidos cuando Hy es cierta. En alginos casos esto
puede hacerse condicionando por un estadistico suficiente bajo Hy. Un ejemplo de es el test exacto de
Fisher para contrastar la igualdad entre dos distribuciones. Dadas 2 muestras

Yi,....Yo~Fy,Z1,.... 2y ~Gyg
y la muestra conjunta resultante de combinarlas:
Xl,X27...,XN,N =n+m
Fisher demostr6 que bajo la hipétesis nula Hy : Fy = Gz el estadistico de orden

X(l),X(g), c ,X(N)

es suficiente para F, G y la probabilidad de una muestra dado este estadistico es

1
PFY:GZ {Xl,XQ,...,XN ‘ X(l) = .’E(l),X(Q) = x(g),...,X(N) = :L'(N)} = E

A partir de este resultado, dado un estadistico de test T, plantea un test condicional que permite estimar el p
-valor enumerando todas las muestras y contando en cuéles el valor del estadistico de test es superior al valor
observado en la muestra, t,ps :

1
Pry—c, {T > tos | ©1), 22, ..., T ()} = Z i
{ml,xg,...,mN\T>t} ’
B {# ordenaciones de 1, %2, ..., 2N : T > tops}
o n! '

Si, por ejemplo, tomamos como estadistico de test la diferencia (en valor absoluto) entre las medias de las
muestras el test consiste en determinar en cuantas de ellas la diferencia es mayor que la diferencia observada
sobre la muestra. Si la hipdtesis nula es cierta es de esperar que un elevado nimero de muestras lo cumplan,
mientras que si no lo es habra pocas, tantas menos cuanto mas distintas sean ambas muestras.

15.8.1 Contrastes de hipétesis bootstrap

Del planteamiento realizado en el apartado anterior queda claro que al realizar un contraste de hipdtesis el
p-valor debe calcularse bajo la hipétesis nula.

Las dos opciones presentadas son soluciones clasicas aplicadas en gran nimero de contrastes, especialmente
cuando la distribucién de la poblaciones es normal. Los tests bootstrap no suelen basarse ni en la primera
opcion ni en segunda sind que explotan una tercera posibilidad consistente en estimar F' mediante una funcién
de distribucién Fy que satisface la hipétesis nula, es decir una funcién de distribucién que verifique Fy e Fau.
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Si llamamos .5 al valor observado del estadistico de test sobre la muestra original, el p-valor bootstrap se
define como:

p* = P{T (X*) Z tobs | FO} = PFO {T (X*) > tobs}
donde X ™ indica que las X son remuestras independientes de Fy.

15.8.1.1 Ejemplos Presentamos algunos ejemplos con problemas basicos como hipdtesis sobre medias o
varianzas que permiten la comparacién de los métodos bootstrap con procedimientos familiares.

15.9 Ejemplo 1: Comparaciéon de medias

Supongamos que tenemos 2 muestras independientes que indicamos por Xy1, X19,..., X1, y Xo1, Xoo, ..., Xom
y que deseamos contrastar la hipotesis Hy : g1 = pe. Aqui intervienen dos distribuciones, F, G con sus

correspondientes aproximaciones empiricas, F', G. Hay distintas elecciones possibles para Fy = (F Hy, G Ho) :

e Una posibilidad es “forzar” que las medias de F Ho Y G H, sean iguales. Esta posibilidad se muestra con
més detalle a continuacién.
e Otra posibilidad es igualar ambas distribuciones empiricas a la de la muestra combinada es decir

FO = (meb ,Fcomb ), donde Fcomb asigna probabilidad 1/N, N = n + m a cada valor observado.

Como estadistico de test puede utilizarse la diferencia de medias, X, — X2, o un estadistico estudentizado
como el estadistico ¢ de Student habitual para la comparaciéon de dos medias:

XX
TX) = a\/1/n+1/m’

cong = {[n-sit+m-s3| /[n+m— 2]}1/2. El p-valor a calcular es:

~

p = Prob {T(X) > tobs | 11 = /1,2}.

El planteamiento bootstrap de este problema consistird en estimar este p -valor, p, mediante el p -valor
bootstrap, p*

p* = Prob, {T (Y™) > tobs | Y, = Yg}

en donde el requisito de estimar la probabilidad bajo la hipétesis nula, es decir como sobre una “poblacion”
(“mundo real”) en donde iy = g se realiza substituyendo dicha poblacién por la “muestra” (“mundo
bootstrap”), Y que se ajusta a la hipétesis Y7 = Ya(= X) donde

le + nXQ

m-+n

X:

1

vy donde las remuestras X* pueden generarse a partir de ﬁHO que asigna probabilidad -y % respectivamente

a los valores

(Yi1...Yim; Yo1...Yay)
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obtenidos de Y;; = X;; — X; + X. Como puede comprobarse en la tabla siguiente esta transformacion de los
datos da lugar a dos nuevas muestras cuyas varianzas muestrales son iguales a las de la muestra inicial y
cuyas medias aritméticas coinciden y son iguales a X.

El p-valor bootstrap p* se puede aproximar mediante el siguiente algoritmo de Monte Carlo, en donde se
observa que aqui, el remuestreo bajo la hipétesisi nula consiste en extraer muestras de Fy, por separado en
la primera y la segunda submuestras.

1. Generar b = 1,..., B pares de remuestras a partir de F 7, definida en el parrafo anterior y calcular
sobre cada una de ellas el estadistico de test T

(Y11 . Ylm; Y21 e Y—Qn)

I I
(Y Y Y5y Y5 ), - T7
(Y77...Y%, Yo . Yon)y — T3
(Y77 ... Y5, Y. Y5 ) — Th

2. Aproximar el p -valor bootstrap p* mediante

ﬁ* _ #{Tl;k Z tObS} Np*
B
3. Si p* < « se rechaza la hiopotesis nula.

15.10 Ejemplo 2: Prueba de independencia

Supongase que observamos n pares de valores

X, Y
(xiyy=| %2 %
X, Y,

v que deseamos contrastar la independencia entre X e Y :

Hp: X e Y son estocasticamente independientes.

Es razonable utilizar un estadistico de test que no tan sélo permita calcular el p-valor sino que cuando
la hipdtesis nula no se verifique también lo indique. Una posibilidad es basar el estadistico de test en el
coeficiente de correlacién muestral. Algunas elecciones posibles para T son:

e T(X;Y)=|r(X;Y)]|, el coeficiente de correlacién muestral.

P TGY) = | Vi 2
son normales- no depende de p, es decir que es pivotal.

, una versién estudentizada del anterior, cuya distribucion -si las poblaciones

o T(X;Y) =supy, v, ‘F — é1é2‘ basado en la diferencia entre la la funcién de distribucion empirica
de la muestra original y la funcién de distribucién bajo la hipdtesis nula que seria el producto de la
funciones de distribucién marginales.

El planteamiento bootstrap del problema se basa en la idea utilizada en el tercer estadistico. Si indicamos
por F' la funcién de distribucion empirica de la muestra original:
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Xq) 0 . 0 -

1 1
X(2) 0 0 " m
X(n) % 0 0 .
G 1 1 1

la distribucién empirica bajo la hipétesis nula asignara a cada par de valores el producto de sus funciones de
distribucién marginales Fr, = G1G3 :

Fu Ya) Y2 : : : Yin) G
X d d ' ' ' d v
Xe) ne ne ' ' ' ne 0
Xn) W 0z 0z 5
Ga 0 % o

Para realizar un test de independencia es preciso estimar:

p=Prob{T(X;Y) > tops | F = G1G2}.
o~ N

Hy

El planteamiento bootstrap de este problema consistird en estimar este pvalor, p, mediante el p -valor
bootstrap, p* :

p* = Prob, {T (X*Y*) > tops | Bty = Gléz}

Este p-valor bootstrap se aproximara por Monte Carlo mediante el siguiente algoritmo:

1. Generar b= 1... B remuestras a partir de F H, ¥ calcular sobre cada una de ellas el estadistico de test

escogido
(X7 Y7), ..o (XY0), — 17
((XT7Y1*)5 (Xg,Yn*))B - TE

2. Aproximar el p -valor bootstrap p* mediante

- #{T};k Z tobs} o
p -5 P
3. Si p* < « se rechaza la hipétesis nula.
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15.10.0.1 Resumiendo: Estimacién de F bajo Hy A pesar de que existen diversas estrategias para la
estimacion de F' bajo la hipétesis nula la idea bésica es procurar realizar la estimacion bajo las restricciones
impuestas por la hipétesis nula. En terminos practicos esto significa que, cuando ello sea posible, se mire de
adaptar el proceso de remuestreo para generar las remuestras directamente a partir de la hipétesis nula.

De forma maés general si F' es la estimacién que se considera mas apropiada para F' en condiciones generales, y
0 es una medida de distancia entre distribuciones escogeremos FHO de forma que minimice § (ﬁ', G) entre todas
aquellas distribuciones G' que verifiquen Hy. Posteriormente se remuestreara a partir de F .- La distancia
d(,)puedenoconsiderarseexplicitamente.Dehe— cho puede tomarse el minimo valor de § como estadistico de
test.

Los ejemplos introductorias nos han mostrado distintos enfoques para la estimacién de la distribuciéon bajo la
hipétesis nula, y por lo tanto para el remuestreo bajo la hipétesis nula

e En el primer ejemplo (comparacién de medias) se ha modificado el soporte de la distribucién empirica,
puesto que se ha remuestreado a partir de una nueva muestra adaptada a la hipotesis nula. Se ha
realizado un desplazamiento de la muestra y de su distribuciéon empirica pero no de la distribucién
bootstrap del estadistico de test que no se ha visto afectada.

o En el segundo ejemplo (independencia entre variables) podemos considerar que la muestra original era
toda la tabla cruzada (X;,Y;),i=1...n,5 =1...ny que la distribucién empirica asigna masa de
probabilidad 1/n a todos los pares tales que i = j, es decir (X;,Y;) y 0 a los restantes. En este caso
el proceso de remuestreo de FHO solo ha modificado los pesos o probabilidades de cada par ( X;,Y; ),
asignandoles un pesol /n? pero sin modificar sus valores, es decir sin cambiar el soporte.

15.10.1 Relacion entre contrastes de hipdétesis, intervalos de confianza y el bootstrap

Cuando la hipdtesis nula se refiere a un valor concreto de un parametro, Hy : 6 = 6y, puede utilizarse la
relacién entre pruebas de hipétesis e intervalos de confianza para estimar el p-valor o para aceptar o rechazar
la hipdtesis nula a partir de un intervalo de confianza.

15.10.1.1 Conceptos béasicos de intervalos de confianza Supongamos que disponemos de un esti-
mador, 0, centrado en 6 y con distribucién normal

A

Sea (éinf s Osup ) un intervalo de confianza de nivel 1 — 2« para 6, es decir si sobre una muestra dada el valor

de 6 ha sido éobs entonces
éinf - éobs - Zl_a *0p, ésup = éobs B 04
donde
Py {9 S (éinf, ésup)} =1-2«

en el sentido habitual de los contrastes de hipétesis. Este intervalo no tiene tan sélo un recubrimiento global
de 1 — 2« sind que unilateralmente los recubrimientos son de « a cada lado, es decir

P9{9<éinf}:a, yP9{9>ésup}=Oz

Esta segunda propiedad es més fuerte que la anterior puesto que la implica mientras que la implicacion
contraria no es necesariamente cierta.
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15.10.1.2 Relacién entre los intérvalos de confianza y las pruebas de hipétesis Supongamos
ahora que el auténtico valor de 6 fuera 6;,¢ . Tendriamos:

é ~ N (éinf, Ué)

y es facil ver que

Asi para cualquier valor de 6§ menor que éinf tendremos
Py {0200} <o [v0 < B
Similarmente, para cualquier valor de § mayor que ésup tendremos

mli<in)<a [0

~ ~

La légica del intervalo de confianza ( 6in¢ ,0sup ) puede explicarse en terminos de 6.5 y 6.6 :

e Escogemos una probabilidad pequena «

e Decidimos qué valores del parametro inferiores a éinf son implausibles porque dan una probabilidad
menor que « de observar una estimacién tan grande cémo (o mayor que) la que hemos observado

e Decidimos qué valores del parametro inferiores a ésup son implausibles porque dan una probabilidad
menor que « de observar una estimacién tan pequena cémo (o menor que) la que hemos observado

En resumen:

1. el intervalo de confianza de nivel 1 — 2q, ( Oins ,9sup ) es el conjunto de los valores plausibles de 6,
habiendo observado fops , cuyos valores no son rechazados por los tests de plausibilidad 6.5 y 6.6.

2. los tests de plausibilidad 6.5 y 6.6 ’on tambien los niveles de significacion para los contrastes de hipdtesis
asociados

e El valor en los tests de plausibilidad 6.5 es el nivel de significacién para el test de alternativa unilateral
de que el verdadero valor del pardmetro es mayor que 6 y

o El valor en los tests de plausibilidad 6.6 es el nivel de significacién para el test de alternativa unilateral
de que el verdadero valor del pardmetro es menor que 6.

Los resultados anteriores permiten que, en muchas situaciones, sea posible llevar a cabo una prueba de
hipotesis construyendo un intervalo de confianza y comprobandoi si el valor de la hipdtesis nula se encuentra
en el intérvalo.

15.10.1.3 Pruebas de hipdétesis, intervalos de confianza y bootstrap Como acabamos de ver la
relacién entre intervalos de confianza y pruebas de hipotesis es muy fuerte. De hecho lo es tanto que no tan
s6lo podemos utilizar el intervalo de confianza para aceptar o rechazar la hipotesis nula siné que también
podemos utilizarlo para calcular el p -valor asociado al test.

Supongamos que Bops, €l valor observado del estadistico de interés es mayor que 0 y escojamos « de forma
que el extremo inferior del intervalo 6;,¢ de nivel 1 — 2a sea exactamente igual a 0 . Entonces segin 6.4

Py—g {é > éobs} =«

Ejemplo 1 Con los datos de dos grupos de ratones, control y tratamiento tenemos, suponiendo normalidad:
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Xr =86,9, Sp/V7=252
Xc=56,3, Sc/V7=14,3
Xp=Xr—Xc=230,6 Sp=288

Un intervalo de confianza al 95% para la diferencia, es

XD + SD : 1; 96;
de donde el extremo inferior del intervalo es

Xinf = 7267 6.

Tomando un valor « tal que: 2,/ = 1,06 conseguiremos que el extremo inferior valga 0 .

Cuando como en el ejemplo anterior ( § = p; — po, ) la hipétesis nula es 6 = 0, el p-valor, tal como se ha
definido en 6.1:

NSA = Py, {é > éobs}

coincide con el valor de a que ha sido preciso fijar para que el extremo inferior del intervalo de nivel 1—2a, Oins ,
valga 0 . Es decir a través del intervalo de confianza (en concreto a traves de fijar el valor para 6i,¢ ) hemos
obtenido el p-valor del test correspondiente, tal como se habia indicado que er posible realizar.

Veamos un ejemplo:

La figura muestra la distribucién bootstrap de la diferencia de medias con los datos de los tiempos de
supervivencia para dos grupos de ratones.

Podemos utilizar esta distribucién para formar intervalos de confianza para la diferencia entre el grupo
tratamiento y el grupo control con una diferencia media observada de f,,s = 30, 23.

Qué valor de o hara que el extremo inferior del intervalo sea igual a cero?. Si consideramos el método del
percentil aplicado a un estadistico 8} la respuesta es

{#ég < o}

Qo = B ’

es decir la proporcién de réplicas bootstrap en donde é; es menor que 0 , con lo que, por la definicién del

método percentil, Oing = 0(@0) = (. El valor ag coincide, como hemos indicado en el parrafo anterior, con el
NDS de 6 es decir:

@:M

Las B = 1000 réplicas bootstrap de la figura anterior dieron unos valores de

{#é;; < 0}

NSA (éobs) == 0,132

Este es un valor similar al que se obtendria remuestreando bajo la hipé tesis nula o mediante el test de
permutaciones comentado en el apartado anterior que, en este ejemplo concreto da un valor de 0.137
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Los célculos anteriores se basan en el intervalo percentil ordinario. Efron (1993) describe cémo hacerlo
de forma general basandose en los intervalos percentil BC,, de los que los intervalos percentil son un caso
particular.

Es importante contrastar las dos aproximaciones a la resolucién del problema del contraste de hipotesis: El
histograma de la distribucién bootstrap de la diferencia esta centrado entorno del 0,5, mientras que el del
test bootstrap estas centrado entorno del 0 . En este sentido NDSyo0t mide qué tan lejos esta 6, del 0

mientras que NDS (éobs) mide qué tan lejos estd el 0 de fops . Efron (1993) sugiere que los ajustes que

realiza el método del BC, pueden verse como una forma de reconciliar estas dos aproximaciones.

15.11 Validez de los métodos bootstrap
15.11.1 Introduccién

A la vista de las técnicas que acabamos de discutir, los métodos bootstrap aparecen como una valiosa
herramienta, utilizable en muchas situaciones en las que no se dispone de una solucién exacta. Debemos
fijarnos sin embargo que la justificacién que se ha dado para su utilizacién era, de entrada, de tipo intuitivo:
dado que en general los estimadores del error estandar de un estimador son de la forma

O’é = O’é(F)

entonces, cuando no se conoce la forma explicita de o4(F) se puede calcular, mediante bootstrap, directamente
G4 (Fn) y utilizarlo para estimar oy.

La idea anterior parece correcta, pero “qué garantia tenemos de que, en cada caso concreto, esta aproximacién
sera correcta?

Yendo maés alld del error estandar, la idea que hay detras de los métodos bootstrap consiste en utilizar la
distribucién bootstrap del estadistico -aproximable por Monte Carlo- en substitucién de su distribucién
muestral (habitualmente desconocida). De nuevo debemos preguntarnos si esta aproximacién serd correcta en
cada situacion en que la utilicemos.

No se trata ahora de descubrir que todo lo anterior era una falacia, sino de remarcar el hecho de que, para
utilizar un método determinado, por muy intuitivo o correcto que este nos parezca, debemos de justificar de
alguna forma su validez en una situacién dada.

En el caso del bootstrap esto se puede hacer de diversas formas. Sin embargo la mayoria de ellas requieren
resultados cuya complejidad escapa por completo al nivel al que se realiza nuestra discusiéon. Por lo tanto, y
simple- mente a modo de ilustracién, nos limitaremos a enunciar un resultado que justifica asintéticamente la
validez del bootstrap, en ciertas situaciones, y a discutir como puede probarse la validez del método mediante
simulacion.

15.11.2 Teorema central del limite bootstrap

El siguiente teorema, enunciado de forma casi simultanea por P. Bickel de la universidad de Berkeley y
K. Singh de Stanford a principios de los 80, establece la normalidad asintética de la media bootstrap y la
convergencia del error estindar bootstrapen probabilidad condicional hacia el error estandar de la media.

Aun cuando parezca que “para este viaje no hacifan falta alforjas”, dado que la distribucién asintética de la
media muestral es conocida, este resultado es sugerente como minimo por dos motivos:

e En un caso conocido se obtienen mediante el bootstrap los mismos resultados que con la teoria clasica.

e La mayor parte de los resultados asintéticos relativos a los métodos bootstrap para situaciones diversas
son parecidas a este teorema de Bickel: Establecen que la distribucion bootstrapconverge hacia la misma
distribucién asintética que la distribucién del estadistico con lo que la primera - y las caracteristicas
calculadas sobre ella- es una buena aproximacién de la tltima.
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El enunciado del teorema es el siguiente: theorem 1 Sean (X7, Xs,...,X,) B F con varianza finita, o > 0.
Sea F,, la funcién de distribucién empirica de (X1, Xa,..., Xn) v (X7, X3,..., X)) una muestra obtenida de

F,,. Sea:

T = Vi (% - X)

donde X =n~t>0 | X; vy X; =n"1Y ", X7. Entonces:

1. (Bickel y Freedman (1981, [2] ), K. Singh (1981, [22]) y Shie Shie Yang (1988, [21]): La distribucién
condicional de T}*, dada (X1, Xa ..., X,,), converge débilmente hacia una distribucién normal N (O, (72)7
cuando n — 0.

2. (Unicamente en Bickel y Freedman (1981, [2])). Sea

n

~ 1 —
§% =N (x; - X;)”

3

Entonces:

en probabilidad condicional es decir que Ve > 0 :

P

15.11.3 Validacién del bootstrap mediante simulacién

A

S* — O" >e| (Xy,Xo,. .. ,Xn,)} — 0, casi seguramente.

Como hemos comentado, la teoria asintética para el bootstrap es muy compleja. Una forma alternativa de
determinar si un método bootstrap funciona es mediante simulaciéon de Monte Carlo (este método es de
aplicabilidad general aunque aqui se considera tan sélo en el contexto de los métodos bootstrap. Puede
consultarse Lewis (1988[16]) para una exposicion general del tema).

La validacion del bootstrap mediante métodos de Monte Carlo consiste en simular la poblacién original de
forma que los estimadores calculados sobre el conjunto de la muestra nos den una buena aproximacién de
los valores poblacionales. Una vez estimados éstos podremos compararlos con los estimadores que deseamos
validar, mediante su valor medio a lo largo de todas las simulaciones.

Por ejemplo, para realizar esta validacion en el caso del error estandar bootstrapdel coeficiente de correlacién
ejecutaremos el siguiente algoritmo:

1. Repetir un elevado nimero de veces s =1,...,5 (p.ej. S = 10000 ) el siguiente proceso:

a) Generar una muestra de una distribucién bivariante, p.ej. una normal, N (u,X).
b) Calcular sobre ella el coeficiente de correlacion pg, v el error estdndar bootstrap 65

2. La desviacién tipica muestral, s; de los coeficientes de correlacién gy, ..., ps es una buena estimacién del
error estdandar de p y la media muestral de los errores estandar bootstrap, 3 es una buena estimacién
del error estdandar bootstrap del coeficiente de correlacion.

3. Cuanto mas similares sean s; y 65 mejor serd la calidad de 65 cémo estimador de 0,

Una simulacion realizada con el programa EMSS en donde se han generado se generaron S = 10000 muestras
de una poblacién normal bivariante con auténtico valor del coeficiente de correlacién p = 0,5 y n = 15 da los
resultados siguientes:

Tabla 6 Comparacién de estimadores del error estdndar X ~ N(u,X),S = 10000 | Bootstrap (B = 128) |
0.197 | | +— | +— | | Teoria normal | 0.207 | | Verdadero valor | 0.208 |
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Cémo se ve en la tabla 6 el estimador bootstrap del error estandar es una buiena aproximacién, pero el
estimador de la teoria normal funciona atin mejor, dado que la situacién en que se ha realizado la simulacién
es precisamente una normal bivariante.
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