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Presentacion

Objetivo

El objetivo de estas notas es presentar un material de soporte para la asignatura de “Inferencia
Estadistica” del Méster interuniversitario de Bioiestadistica y Bioinformatica impartido conjunta-
mente por la Universitat Oberta de Catalunya (UOC) y la Universidad de Barcelona (UB).

Esta asignatura adolece de las caracteristicas habituales de las asignaturas de posgrado, y espe-
cialmente de un posgrado de estadistica (y bioinformética), que muestran algunas de las cosas que
no debe de ser esta asignatura:

e No puede ser un primer curso de estadistica, porque se supone que los estudiantes del master
ya lo han cursado en sus grados. Por no decir que, a quien viene a especializarse en estadistica
se le puede suponer una base minima.

e Tampoco debe ser como los segundos cursos de estadistica de algunos grados, que tratan
temas como la regresién, el disefio de experimentos o el analisis multivariante, porque esto
ya se trata en diversas asignaturas del master.

.. Que debemos pues esperar que sea este curso?

o Puestos a pedir, este curso deberia servir para repasar y consolidar los conceptos basicos que
la mayoria de estudiantes traerdn consigo.

o Ademas, y sobretodo, debe proporcionar una visién general, lo mas completa posible dentro
de las limitaciones de tiempo, del campo de la inferencia estadistica

e Y, naturalmente, esto significa proporcionar aquellos conceptos sobre los que se apoyaran
muchas de las restantes asignaturas como “Regresiéon modelos y métodos”, “Diseno de Ex-
perimentos”, “Andlisis Multivariante”, “Anélisis de la Supervivencia” o “Anélisis de datos
6micos”.

Prerequisitos y organizacion del material

Uno de los problemas “eternos” en el estudio de la estadistica ha sido siempre la falta de acuerdo,
entre la comunidad de docentes, de cual deberia ser el nivel matematico a que se impartan los
Cursos.

En los cursos de pre-grado ha habido un cierto consenso, y con los afios el nivel de formalismo
ha disminuido, incluso en estudios de tipo “STEM?”, tendiendo a centrarse en la aplicacion de
los conceptos, por ejemplo usando R, més que en un tratamiento formal (“matemético”) de los
mismos.

Aunque esto puede ser practico para aquellos estudios en los que la estadistica és una asignatura
de un grado, es también obvio que dicha aproximaciéon no permite profundizar en muchos de los
puntos que se tratan.


https://www.uoc.edu/es/estudios/masters/master-universitario-bioinformatica-bioestadistica
https://www.uoc.edu
https://www.ub.edu

Es por ello que en este curso seguiremos la indicacién habitual en cursos similares de asumir que
el estudiante:

e Se siente comodo con el lenguaje algebraico, desarrollo de expresiones, sumatorios etc.

o Estd familiarizado con el calculo diferencial en una o varias variables, aunque esta familiari-
dad no serd imprescindible para seguir la mayoria de los contenidos del curso.

e Conoce el lenguaje estadistico R, que en muchas ocasiones nos ofrecera una soluciéon directa
a los problemas de céalculo.

Referencias

Los prerequisitos anteriores corresponden basicamente a las matemaéticas del bachilerato. Algunas
funetes adiconales pueden ser:

e Iniciacién a las matemdticas para la ingenieria. M. Besalt y Joana Villalonga

— Coleccion de (100) videos de soporte a las matematicas para la ingenieria


http://cimanet.uoc.edu/cursMates0/IniciacionMatematicas/pdf/PID_00273914.pdf
https://www.youtube.com/playlist?list=PLv8FweHfYYMo6Lr2zt6H4znq5KuBacq28

Agradecimiento y fuentes utilizadas

Salvo que uno desee escribir un libro sobre algo muy extrafio, siempre habran otros libros o
manuales similares al que se esta planteando.

La respuesta a la pregunta, “Y entonces, ;porque hacer un nuevo matrerial?” suele ser mas una
excusa que una explicacién sélida.

Una posible razén puede ser para ajustarlo al mdzimo al perfil del curso para al que se destinan
dichos materiales, condicién que otros textos, pensados para cursos y audiencias distintas, pueden
no satisfacer. En este caso adoptaremos esta explicacién y el tiempo decidira si el objetivo se
alcanza.

Dicho esto, debemos agradecer a las distintas fuentes utilizadas, el que hayan puesto a disposicién
sus materiales para poder reutilizarlos. Entre estos destacamos:

El proyecto Statmedia

Statmedia es un grupo de innovacién docente de la Universidad de Barcelona, cuyo objetivo es
desarrollar nuevas herramientas que ayuden en la ensefianza de la estadistica aplicada, mejorando
asi el rendimiento académico de los alumnos y su motivacion hacia la estadistica.

Partiendo de la idea que el aprendizaje debe basarse en casos practicos para motivar y fomentar
la participacion de los estudiantes. Se desarrollé primer proyecto, Statmedia I, un texto multi-
media de estadistica que ademés de los contenidos, relativamente ampliados, para un curso de
introduccién a la estadistica, incorporaba:

e Una serie de casos para motivar e ilustrar los conceptos introducidos.
e Un conjunto de gadgets interactivos con los que interactuar y experimentar y
o Ejercicios de respuesta multiple para verificar los conceptos trabajados.

Aunque el proyecto Statmedia ha seguido evolucionando en multiples direcciones, Statmedia I,
como tantos otros, no sobrevivio al desarrollo tecnoldgico, y la evolucion (o decadencia) del lenguaje
Java lo llev6 a dejar de ser funcional.

Para estos apuntes hemos recuperado, y en ocasiones adaptado o modificado, algunos de los con-
tenidos de Statmedia I, que habian estado escritos con gran pulcritud. Esto se ha hecho siguiendo
las indicaciones de la licencia (CC-Share-alike) que permite adaptar contenidos atribuyendolo a
sus autores y citando la fuente.

Los gadgets originales ya no son funcionales pero muchos de ellos han sido re-escritos en R como
aplicaciones Shiny (disponibles en: https://grbio.upc.edu/en/software/teaching apps) y se
enlazaran desde los puntos necesarios del texto.

Dejando aparte (ademds) de la licencia, vaya nuestro agradecimiento explicito al equipo de pro-
fesores del Departamento de Estadistica de la Universidad de Barcelona, redactor de la versién


https://grbio.upc.edu/en/software/teaching_apps

inicial del proyecto, que es la que hemos utilizado: Antonio Arcas Pons, Miquel calvo Llorca,
Antonio Minarro Alonso, Sergi Civit Vives y Angel Vilarroya del Campo.

Antoni Arcas, Antonio Minarro and Miguel Calvo (2008) Statmedia projects in Statistical Educa-
tion

Otros materiales utilizados

o Alex Sanchez y Francesc Carmona (2002). Apunts d’Estadistica Matematica Licencia CCO
1.0 Universal

o Molina Peralta, I. and Garcia-Portugués, E. (2024). A First Course on Statistical Inference.
Version 2.4.1. ISBN 978-84-09-29680-4. Licencia CC BY-NC-ND 4.0

o Peter K. Dunn (2024) The theory of distributions. Licencia CC BY-NC-ND 4.0


https://www.emis.de/journals/BEIO/files/BEIOv25n1_HE_A.Arcas+A.Minarro+M.Calvo.pdf
https://www.emis.de/journals/BEIO/files/BEIOv25n1_HE_A.Arcas+A.Minarro+M.Calvo.pdf
https://github.com/ASPteaching/ApuntsEstadisticaMatematica
https://bookdown.org/egarpor/inference/
https://bookdown.org/egarpor/inference/
https://bookdown.org/pkaldunn/DistTheory

1 Probabilidad y Experimentos aleatorios

1.1 Introduccion

1.1.1 Fendmenos deterministas y fendmenos aleatorios

Supongamos que disponemos de un dado regular con todas las caras pintadas de blanco y con un
nimero, que ird de 1 a 6sin repetir ninguno, en cada una de las seis caras.

Definamos los dos experimentos siguientes: Experimento 1: Tirar el dado y anotar el color de la
cara resultante. Experimento 2: Tirar el dado y anotar el nimero de la cara resultante. ;Qué
diferencia fundamental observamos entre ambos experimentos? Muy simple! En el experimento 1,
el resultado es obvio: saldrd una cara de color blanco. Es decir, es posible predecir el resultado.
Se trata de un experimento o fenémeno determinista.

En cambio, en el experimento 2 no podemos predecir cudl sera el valor resultante. El resultado
puede ser : 1,2,3,4,5 0 6 . Se trata de un experimento o fenémeno aleatorio.

El conjunto de resultados se anotara con el simbolo: Q. En este caso, Q = {1,2,3,4,5,6}. En
los fenémenos aleatorios, al hacer muchas veces la experiencia, la frecuencia relativa de cualquier
elemento del conjunto de resultados debe aproximarse siempre hacia un mismo valor.

1.1.2 Sucesos

Supongamos que se ejecuta un experimento aleatorio. Se nos puede ocurrir emitir un enunciado
que, una vez realizada la experiencia, pueda decirse si se ha verificado o no se ha verificado. A
dichos enunciados los denominamos sucesos.

Por otro lado, los sucesos van asociados a subconjuntos del conjunto de resultados. Cada suceso
se corresponderd exactamente con uno, y sélo con un, subconjunto del conjunto de resultados.

Veamos un ejemplo: Experimento: Tirar un dado regular. Conjunto de resultados : Q =
{1,2,3,4,5,6} Enunciado: Obtener multiplo de 3. Subconjunto al que se asocia el enunciado:
A = {3,6} Nos referiremos habitualmente al suceso A.

1.1.2.1 Sucesos y conjuntos

Al conjunto de resultados €2, se le denomina suceso seguro. Al conjunto @ ( conjunto sin elementos),
se le denomina suceso imposible. Al complementario del conjunto A (A€), se le denomina suceso
contrario o complementario de A. A partir de dos sucesos A y B, podemos formar los sucesos
siguientes:

e A interseccién B, que anotaremos como:

ANB
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e A unién B, que anotaremos como:

AUB

A interseccién B, significa que se verifican a la vez A y B. A unién B, significa que se verifica A o
B ( se pueden verificar a la vez).

1.2 Funcién de probabilidad

Légicamente, una vez tenemos un suceso, nos preocupa saber si hay muchas o pocas posibilidades
de que al realizar la experiencia se haya verificado.

Por lo tanto, seria interesante el tener alguna funciéon que midiera el grado de confianza a depositar
en que se verifique el suceso.

A esta funcién la denominaremos funcién de probabilidad. La funcién de probabilidad sera, pues,
una aplicacién entre el conjunto de resultados y el conjunto de ntimeros reales, que asignard a cada
suceso la probabilidad de que se verifique.

La notacién: P(A) significara: probabilidad de que se verifique el suceso A . Pero claro, de funciones
de probabilidad asociadas a priori a una experiencia aleatoria podrian haber muchas.

Lo que se hace para decir qué es y qué no es una funcién de probabilidad es construir una serie
de propiedades (denominadas axiomas) que se exigirdn a una funcién para poder ser catalogada
como funcién de probabilidad.

Y, ;jcudles son estos axiomas? Pues los siguientes: Sea S el conjunto de sucesos. Axioma 1: Para
cualquier suceso A, la probabilidad debe ser mayor o igual que 0 . Axioma 2: P(Q) = 1 Axioma 3:
Para sucesos A;, de modo que cada par de sucesos no tengan ningin resultado comun, se verifica
que:

()~ Sr

De este modo, pueden haber muchas funciones de probabilidad que se podrian asociar con la
experiencia.

El problema pasa entonces al investigador para decidir cual o cuales son las funciones de proba-
bilidad mas razonables asociadas con la experiencia que estd manejando.

1.2.1 ;Diferentes funciones de probabilidad para una misma experiencia aleatoria?

Supongamos la experiencia de tirar un dado regular. A todo el mundo se le ocurriria pensar que la
funcion de probabilidad se obtiene de contar el niimero de resultados que contiene el suceso dividido
por 6 , que es el numero total de resultados posibles. Asi pues, la probabilidad de obtener un
multiplo de 3 seria igual a 2/6, la probabilidad de obtener el ntimero 2 seria 1/6 i la probabilidad de
obtener un nimero par seria 3/6. Es decir, parece inmediato construir la funcién de probabilidad
que, ademds, parece unica. A nadie se le ocurre decir, por ejemplo, que la probabilidad de obtener
un ndimero par es 5/6 !

11



n S0, to ido muy facil. mos vis ue existe una tunica funcién r ili
En este caso, todo ha sido facil. Hemos visto que exist a unica funcién de probabilidad
que encaje de forma logica con la experiencia y, ademas, ha sido muy sencillo encontrarla.

Pero esto, por desgracia, no siempre es asi. En muchisimas ocasiones resulta muy complejo el
decidir cudl es la funciéon de probabilidad.

En el tema de variables aleatorias y de funcién de distribucién se explica el problema de la mod-
elizacién de muchas situaciones reales.

1.3 jCoémo se calculan las probabilidades?

No siempre es facil conocer los valores de la funciéon de probabilidad de todos los sucesos. Sin
embargo, muchas veces se pueden conocer las probabilidades de algunos de estos sucesos. Con la
ayuda de ciertas propiedades que se deducen de manera inmediata a partir de la axiomatica es
posible calcular las probabilidades de mas sucesos.

Por otro lado, en caso de que el nimero de resultados sea finito y de que todos los resultados
tengan las mismas posibilidades de verificarse, la probabilidad de un suceso cualquiera se puede
calcular a partir de la regla de Laplace:

Si A es un suceso :

Numero de casos favorables

Probabilidad (A) =
robabilidad (A) Ntumero de casos posibles

donde: Numero de casos favorables = Numero de resultados contenidos en A( cardinal de A)
Numero de casos posibles = Numero total de resultados posibles (cardinal del conjunto total de
resultados)

En este caso, el contar nimero de resultados, ya sean favorables o posibles, debe hacerse por medio
de la combinatoria.

Veamos con unos ejemplos muy sencillos y visuales cémo se obtienen y qué representan los casos
posibles y los casos favorables.

También es posible obtener de manera aproximada la probabilidad de un suceso si se puede repetir
muchas veces la experiencia: la probabilidad del suceso seria el valor al que tenderia la frecuencia
relativa del suceso. Podéis consultar mas detalles acerca de esta aproximacion.

En este caso, la cuestion estriba en poder hacer muchas veces la experiencia en condiciones inde-
pendientes.

1.4 Propiedades inmediatas de la probabilidad

Veremos a continuacién una serie de propiedades que se deducen de manera inmediata de la
axiomatica de la probabilidad.
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1.4.1 Succeso imposible

El suceso imposible se identifica con el conjunto vacio, puesto que no hay ningin resultado asociado
a él. La probabilidad del suceso imposible es:

P0)=0

1.4.2 Suceso implicado
Decimos que un suceso, B, esta implicado por otro suceso A, si siempre que se presenta A, también
lo hace B. Por ejemplo, si al tirar un dado se obtiene un dos (suceso A), ello implica que ha salido

un numero par (suceso B). En terminos de conjuntos, A es un suceso que estd contenido en B
(todos los resultados de A también pertenecen a B ), por lo que:

P(A) < P(B)

1.4.3 Complementario de un suceso

Sea A° el suceso formado por todos los elementos de €2 que no pertenecen a A (Suceso complemen-
tario de A). La probabilidad de dicho suceso es igual a:

P (A®) = 1— P(A)

1.4.4 Ocurrencia de algun suceso

La probabilidad de la unién de dos sucesos A y B es igual a:
P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(ANB)

1.4.5 Probabilidad de que ocurra algun suceso

Si tenemos una coleccion de k sucesos, la probabilidad de la unién de dichos sucesos sera:

P (LkJAz) = y P(Ai)—ZP(AmAj)JrZP(AimAjnAk)+...+(—1)k+1-P(A1m..mAk)

i= i<j
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1.4.6 Probabilidad de que ocurran dos (o mas) sucesos a la vez

No existe una expresién cerrada tinica para la probabilidad de que ocurran dos o méas sucesos a
la vez, pues esto depende de si los sucesos que consideramos son dependientes o independientes,
conceptos éstos, que introduciremos en la préxima seccién.

Lo que si que existe es una cota para dicha probabilidad, es decir, podemos decir que valor alcanza
dicha probabilidad, como minimo.

P (ﬁA) 21—§;P<A¢)

1.5 Probabilidad condicionada

Imaginemos que en la experiencia de tirar un dado regular supiéramos de antemano que se ha
obtenido un nimero par. Es decir, que se ha verificado el suceso: {B = ntimero par}*“

Pregunta: ;Cuéal es ahora la probabilidad de que se verifique el suceso mayor o igual a cuatro?
Loégicamente, el resultado seria : 2/3. Por lo tanto, la probabilidad del suceso A = mayor o igual
a cuatro se ha modificado. Evidentemente, ha pasado de ser 1/2 ( cuando no tenemos ninguna
informacién previa) a ser 2/3 (cuando sabemos que se ha verificado el suceso B). ;Cémo podemos
anotar esta ultima probabilidad (2/3) ? Muy sencillo. Anotaremos P(A/B), que se lee como
probabilidad de A condicionada a B . Asi, en este ejemplo,

P(A/B) = 2/3
P(A) =1/2

En términos generales, estamos en condiciones de poder definir la probabilidad condicionada, y lo
hacemos como:

P(A/B) = P(ANB)

P(B)
Podemos ahora visualizar de una manera practica y divertida el ejemplo anterior. Siguiendo con
la notacion utilizada, el suceso A serd lo que denominamos suceso de obtencién, mientras que
el suceso B serda lo que denominamos suceso condicionado. La pantalla nos proporcionara los
casos posibles para el condicionante elegido y los casos favorables, calculando mediante la regla de
Laplace la probabilidad del suceso.

1) Elegid suceso a estudiar. Desplazad, si procede, las barras de puntos.
2) Elegir suceso condicionante. Desplazad, si procede, las barras de puntos.
3) Comprobad los sucesos posibles y los favorables.

La probabilidad condicionada se comporta, entonces, como una funcién de probabilidad. Es decir,
verifica los tres axiomas siguientes:

Axioma 1:

P(A/B) >0
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Axioma 2:

P(Q/B) =1

Axioma 3:

[e°] (&)
P (U Ai/B> =Y P(A,/B)
i=1 i=1
para sucesos A; con interseccién vacia dos a dos.

1.5.1 Sucesos dependientes y sucesos independientes

Sean A y B dos sucesos con probabilidad mayor que 0 . Evidentemente, si

P(A/B) =P(A)
B no ha modificado la probabilidad de que suceda A. En este caso diremos que son sucesos
independientes.

En caso contrario diremos que son sucesos dependientes. En el ejemplo del apartado anterior, se
observa que los sucesos son dependientes puesto que las probabilidades anteriores no coinciden.

Se verifica que independencia de los sucesos A y B es equivalente a decir que la probabilidad de
la interseccion es igual a producto de probabilidades de los dos sucesos.

Se verifica también que si A y B son independientes: a) El complementario del suceso A y el suceso
B son independientes. b) El complementario del suceso A y el complementario del suceso B son
independientes. ¢) El complementario del suceso B y el suceso A son independientes.

1.5.2 Incompatibilidad e independencia

Dos sucesos con interseccién vacia se denominan sucesos incompatibles. Esto, ;qué implica? Pues,
que si se verifica uno seguro que no se verifica el otro, ya que no tienen resultados en comiin. Por
lo tanto es el caso extremo de dependencia. Obtenemos en este caso que:

P(A/B) =0

y, en consecuencia, si P(A) y P(B) son diferentes de cero, la probabilidad condicionada anterior
es diferente de P(A), y asi se deduce la dependencia.

La tnica posibilidad de que se dé incompatibilidad e independencia a la vez, es que alguno de los
dos sucesos tenga probabilidad igual a cero.
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1.6 Dos Teoremas importantes

1.6.1 Teorema de las probabilidades totales

Sea () el conjunto total formado por una particién (coleccién de sucesos con interseccién vacia dos
a dos):

La probabilidad de cualquier otro suceso A , se puede obtener a partir de las probabilidades de
los sucesos de la particiéon y de las probabilidades de A condicionado a los sucesos de la particién,
de la manera siguiente:

P(A) =" P(A/H,) - P (H,)
=1

Esto es lo que se conoce como teorema de las probabilidades totales.

1.6.2 Teorema de Bayes

Es una consecuencia del teorema de las probabilidades totales. Sea 2 el conjunto total formado
por una particién (coleccién de sucesos con interseccién vacia dos a dos).

Ahora el interés se centrard en la obtencién de la probabilidad de cualquier suceso de la particién
condicionada a un suceso A cualquiera.

El resultado sera:

Y XL P(A/H) P (H)

Esto es conocido como teorema o regla de Bayes.

1.7 Introduccion a los experimentos multiples

Supongamos que tiramos a la vez un dado y una moneda. Tenemos una experiencia multiple,
puesto que la experiencia que se realiza es la composicién de dos experiencias (experiencia 1 =
tirar un dado regular; experiencia 2 = tirar una moneda regular). ;Cuédl es en este caso el conjunto
de resultados? Si €2 es el conjunto de resultados asociado con la experiencia tirar un dado y €2, es
el conjunto de resultados asociado con la experiencia tirar una moneda, el conjunto de resultados
asociado a la experiencia multiple serd €2; x €.

Es decir, Q, ={1,2,3,4,5,6} Q, = { cara, cruz } Q; x Q, = {(1, cara ), (2, cara ), (3, cara ), (4,
cara ), (5, cara ), (6, cara ), (1, cruz ), ( 2, cruz ), ( 3, cruz ), (4, cruz ), (5, cruz ), (6, cruz )}
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Si P, v P, son, respectivamente, las funciones de probabilidad asociadas a las experiencias 1y 2 ,
ies posible calcular probabilidades de la experiencia multiple a partir de P; y Py ?

Efectivamente! Pero hemos de distinguir dos situaciones:

« Experiencias independientes: cuando el resultado de una no influya en la otra.
o Experiencias dependientes: cuando el resultado de una influya en la otra.

En nuestro caso se trata de experiencias independientes, puesto que el resultado que se obtenga al
tirar el dado no influye sobre el resultado que se obtenga al lanzar la moneda y al revés. ;Como
se calculan, pues, las probabilidades de la experiencia miltiple? Sea un suceso de la experiencia
multiple: A x B.

e Caso de experiencias independientes:

P(A x B) = P,( A) x P,( B)

e Caso de experiencias dependientes:

P(A x B) = P,( A) x Py( B/A)

Entendemos que existe una P, para cada suceso A .

Esto que hemos explicado se puede, légicamente, generalizar a una experiencia multiple formada
por n experiencias.

1.8 Combinatoria

Veamos algunas férmulas simples que se utilizan en combinatoria y que nos pueden ayudar a
calcular el nimero de casos posibles o el nimero de casos favorables.

1.8.1 Permutaciones

Sea un conjunto de n elementos. A las ordenaciones que se pueden hacer con estos n elementos
sin repetir ningn elemento y utilizandolos todos se las denomina permutaciones. El nimero de
permutaciones que se pueden realizar coincide con el factorial de n, y su calculo es:

nl=n-(n—1)-(n—2)......2-1

Ejemplo:
.De cuantas maneras distintas podemos alinear a seis personas en una fila?
Respuesta

De6!=6-5-4-3-2-1= 720 maneras (permutaciones de 6 elementos).
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1.8.2 Variaciones

Sea un conjunto de n elementos. Supongamos que deseamos ordenar r elementos de entre los n.
A cada una de estas ordenaciones la denominamos variacién. El nimero de variaciones que se
pueden hacer de los n elementos tomados de r en r es:

Ejemplo

En una carrera de velocidad compiten diez atletas. ;De cudntas maneras distintas podria estar
formado el podio? (el podio lo forman el primer, el segundo y el tercer clasificado)

Respuesta

Cada podio posible es una variacion de diez elementos tomado de tres en tres. Por tanto, el niimero
posible de podios es:

V3, = 10.9.8 = 720

1.8.3 Variaciones con repeticion

Sea un conjunto de n elementos. Supongamos que se trata de ordenar r elementos que pueden
estar repetidos. Cada ordenacién es una variaciéon con repeticién. El ntumero de variaciones con
repeticion para un conjunto de n tomados de 7 en r es :

RV =n*

n

Ejemplo

En una urna tenemos cinco bolas numeradas del 1 al 5 . Se extraen tres bolas sucesivamente
con reposicién (devolviendo cada vez la bola a la urna). ;Cudntos resultados distintos es posible
obtener?

Respuesta: Se trata de variaciones con repeticién de un conjunto de cinco bolas tomadas de tres

en tres. En total tendremos:

RV =53 = 125
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1.8.4 Combinaciones

Cuando se trata de contar el ntimero de subconjuntos de x elementos en un conjunto de n elementos
tenemos lo que se denomina combinaciones de x elementos en un conjunto de n . El calculo del
contaje se hace mediante el nimero combinatorio, de la manera siguiente:

Ejemplo

;De cuéntas maneras podemos elegir, en la urna anterior (recordemos que habia cinco bolas), tres
bolas en una unica extraccién?

Respuesta

Serdn combinaciones de cinco elementos tomados de tres en tres, por tanto, tendremos:

5 5!
Cd = = =10
5 <3) 3!(5 —3)!

1.8.5 Permutaciones con repeticion

Sea un conjunto de n elementos, de entre los cuales tenemos a elementos indistinguibles entre
si, b elementos indistinguibles entre si, ¢ elementos indistinguibles entre si, etc. Cada ordenacién
de estos elementos se denominard permutacién con repeticién. El ntimero de permutaciones con
repeticion es:

|
n!
R Pa,b,c,... _
" aldble! ...

Ejemplo
..Cuantas palabras con sentido o sin él pueden formarse con las letras PATATA?

Respuesta: Tenemos tres veces la letra A, dos veces la T y una vez la P. Por tanto, seran:

|
RPy*! = 0 _ 6o

R

1.9 Frecuencia relativa y probabilidad

La definicién moderna de probabilidad basada en la axiomética de Kolmogorov (presentada an-
teriormente) es relativamente reciente. Histéricamente hubo otros intentos previos de definir el
escurridizo concepto de probabilidad, descartados por diferentes razones. Sin embargo conviene
destacar aqui algunas ideas que aparecen en la antigua definicién basada en la frecuencia relativa,
ya que permiten intuir algunas profundas propiedades de la probabilidad.

Recordemos antes que si en un experimento que se ha repetido n veces un determinado suceso A
se ha observado en k de estas repeticiones, la frecuencia relativa f, del suceso A es:
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f.=k/n

El interés por la frecuencia relativa y su relaciéon con el concepto de probabilidad aparece a lo largo
de los siglos XVIII a XX al observar el comportamiento de numerosas repeticiones de experimentos
reales.

A titulo de ejemplo de un experimento de este tipo, supongamos que se dispone de una moneda
ideal perfectamente equilibrada. Aplicando directamente la regla de Laplace resulta claro que el
suceso A = obtener cara tiene probabilidad:

p(A)=1/2=0,5
##+4 Tustracién por simulacion

En el enlace siguiente se accede a una simulaciéon por ordenador de la ley de los grandes nimeros
en la que se basa precisamente la idea de asimilar “a la larga” (es decir a medida que crece el
nimero de repeticiones) frecuencia relativa y probabilidad.

Enlace a la simulacién

En la simulacién podéis definir:

e La verdadera probabilidad” de que al tirar la moneda salga cara,
e EL ntmero de tiradas.

Como podréis comprobar, sea cual sea la probabilidad (una moneda justa es un 0.5) a la larga la
frecuencia relativa converge hacia el valor que habéis fijado.

Eso si, observad lo que sucede si fijais probabilidades cercanas a 0.5 o muy alejadas de ell.

iLa idea de lo que sucede a la larga es la misma? ;En que encontrais diferencias? Aunque no deje
de llamar la atencién el caracter erratico del comportamiento de f. entre los valores 0 y 1, estaréis
seguramente de acuerdo que a mayor nimero de lanzamientos n, méas improbable es que f, se aleje
mucho de p(A).

La teoria moderna de la probabilidad enlaza formalmente estas ideas con el estudio de las leyes
de los grandes niimeros, que se discutiran con mas detalle en el capitulo dedicado a las “Grandes
muestras”.

1.10 CASO DE ESTUDIO: Eficacia de una prueba diagnostica

Para decidir la presencia(E) o ausencia (A) de sordera profunda a la edad de seis meses, se esta
ensayando una bateria de tests.

Considerando el caso en que la prueba pueda dar positivo (+) o negativo (—), hay que tener en
cuenta que en individuos con dicha sordera la prueba dara a veces positivo y a veces negativo, e
igual ocurrird con individuos que no presentan la sordera.

En este contexto todas las probabilidades pueden ser interpretadas en terminos de resultados
positivos o neghativos, correctamente o no y cada una ha recibe un nombre que la ha popularizado
dentro de la literatura médica:

Asi tenemos:
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e P(+/E)

— Probabilidad de test positivo en individuos que padecen la sordera.
— Este valor se conoce como sensibilidad del test.

. P(+/A) =

— Probabilidad de test positivo en individuos que no padecen la sordera.
— Este valor se conoce como probabilidad de falso-positivo.

. P(—/E) =

— Probabilidad de test negativo en individuos que padecen la sordera
— Este valor se conoce como probabilidad de falso-negativo.

. P(—/A) =

— Probabilidad de test negativo en individuos que no padecen sordera.
— Este valor se conoce como especificidad del test.

o Finalmente a la probabilidad, P(E), de presentar la enfermedad se le conoce como prevalencia
de la enfermedad.

Légicamente, en un “buen test” nos interesa que la sensibilidad y la especificidad sean elevadas,
mientras que los falsos-positivos y falsos-negativos sean valores bajos.

Ademads no debemos olvidar que, el interés de aplicar el test, consiste en que sirva de elemento
predictivo para diagnosticar la sordera.

Por lo tanto, interesa que las probabilidades:

o P(E/+) = Probabilidad de padecer sordera si el test da positivo

o P(A/—) = Probabilidad de no padecer sordera si el test da negativo

sean realmente altas.

A las probabilidades anteriores se las conoce como: wvalores predictivos del test, en concreto:
o P(E/+) = es el valor predictivo positivo y

o P(A/—) = es el valor predictivo negativo

1.10.1 Aplicacion del Teorema de Bayes

Estamos en una situacién en que, a partir de conocimiento de unas probabilidades, nos interesa
calcular otras, para lo que utilizaremos el teorema de Bayes.

Habitualmente, a partir de estudios epidemiolégicos y muestras experimentales, se estiman:

e La prevalencia

o La sensibilidad del test

o La especificidad del test

e La probabilidad de falso positivo
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o La probabilidad de falso negativo

., Coémo se obtiene entonces el valor predictivo del test?
Veamos como aplicar el teorema de Bayes a este problema:

Si dividimos a la poblacién global (en este caso, el conjunto de todos los bebés de seis meses) entre
los que padecen sordera y los que no la padecen, aplicando el teorema de Bayes resulta que:

P(E/+) = (P(+/E) x P(E))/(P(+/E) x P(E) + P(+/A) x P(A))

P(A/=) = (P(=/A) x P(A))/(P(=/A) x P(A) + P(—/E) x P(E))

1.10.2 Ejemplo numérico

Supongamos que en el ejemplo de la sordera, se sabe que:

e Prevalencia = 0,003, Es decir, que un tres por mil padece sordera profunda a esta edad.
e Sensibilidad = 0, 98

e Especificidad = 0,95

e Probabilidad de falso positivo = 0,05

e Probabilidad de falso negativo = 0,02

., Cudl es el valor predictivo del test?

P(E/+) = (0,98 x 0,003)/(0,98 x 0,003 + 0,05 x 0,997) = 0,00294/0, 05279 = 0, 055692
P(A/—) = (0,95 x 0,997)/(0,95 x 0,997 + 0,02 x 0,003) = 0,94715/0, 94721 = 0, 999936

En conclusién, Podemos afirmar que se trata de un test muy vélido para decidir que no hay sordera
en caso de que el resultado del test sea negativo.

Sin embargo, el valor tan bajo de P(E/+) no permite poder considerar al test como un predictor
valido para diagnosticar la sordera.

Obsérvese que:

o Probabilidad de falso positivo = 1— especificidad
e Probabilidad de falso negativo = 1— sensibilidad
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2 Variables aleatorias y Distribuciones de
probabilidad

Este capitulo estd pendiente de revisién, para corregir posibles problemas derivados de la im-
portacién, desde la antigua version en HTML, a la versién actual.

Estos problemas siempre seran estéticos y no conceptuales, por lo que la lectura del texto en su
estado actual no deberfa inducir a errores conceptuales en ningtn caso.

La version actualizada estard disponible en el momento de inicio de la actividad, durante el
semestre actual (2024-25-S1).

2.1 El espacio muestral y sus elementos

Cuando llevamos a cabo un experimento aleatorio, el conjunto 2 de resultados posibles forman
el denominado espacio muestral. Sus elementos w (resultados o sucesos elementales) deben ser
conocidos por el investigador que realiza la experiencia, aun cuando no podamos determinar a
priori el resultado particular de una realizacién concreta.

Supondremos que también conocemos la manera de asignar una probabilidad sobre el conjunto de
enunciados o sucesos observables que se pueden construir a partir de . Es decir, supondremos la
existencia de un espacio de probabilidad construido a partir de los resultados de Q.

Generalmente, la estructura del espacio muestral no permite, o por lo menos no facilita, su
tratamiento matematico. Pensemos en la inmensa variedad en la naturaleza de resultados posibles
de diferentes experimentos. Ademads es bastante frecuente que no nos interesen los resultados en
si, sino una caracteristica que, de alguna manera, resuma el resultado del experimento.

2.2 Representaciéon numérica de los sucesos elementales. Variables
aleatorias

La forma de resumen que adoptaremos es la asignacién a cada suceso elemental de un valor
numérico, en particular, de un niimero real.

En la préactica la asignacién de un valor numérico a cada elemento del espacio muestral se hace
siguiendo una regla o enunciado, segtn el interés concreto del experimentador. Evidentemente,
podemos construir diversas maneras de asignar valores numéricos a los mismos resultados de un
experimento.

Hablando en términos coloquiales, podemos decir que cada regla de asignaciéon corresponde a una
determinada variable que se puede medir sobre los sucesos elementales.
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Notese que es posible construir miltiples variables sobre un mismo espacio de probabilidad. En
términos algo mas formales, las reglas de asignacién se pueden interpretar como una aplicacién de
) en el conjunto de niimeros reales.

X: Q=R

w— X(w)

X representa la variable o regla de asignacién concreta. El conjunto de valores numéricos que
puede tomar una variable, y que depende de la naturaleza de la misma variable, recibe el nombre
de recorrido de la variable.

A partir de este momento, los sucesos elementales quedan substituidos por sus valores numéricos
de acuerdo a una determinada variable y permiten un mayor tratamiento matematico en el marco
de la teoria de la probabilidad.

El apelativo aleatoria que reciben las variables hace referencia al hecho de que los posibles val-
ores que toman dependen de los resultados de un fenémeno aleatorio que se presentan con una
determinada probabilidad.

Como un complemento al tema presentamos la definicion formal de variable aleatoria, donde se
introducen las restricciones a las reglas de asignacién numeérica que posibilitan el tratamiento
matematico de las variables.

2.3 Caracterizacion de una variable aleatoria a través de la
probabilidad. Funciéon de distribucion

Una vez que tenemos definida una variable aleatoria, ésta queda totalmente caracterizada en el
momento en que somos capaces de determinar la probabilidad de que la variable tome valores en
cualquier intervalo de la recta real. Dado que los posibles valores que puede tomar la variable, es
decir, su recorrido, pueden ser muy grandes (infinitos de hecho), el problema de caracterizar una
variable aleatoria se ha resuelto a través de la definicién de una serie de funciones matematicas.

La mas general de dichas funciones es la funciéon de distribucién. Definimos la funcién de distribu-
ciéon de una variable aleatoria X como la aplicacién

F: R —10,1]
r —Flx)=PX<z)=Plwe| X(w) <z}

Por tanto, para cada punto de la recta real, el valor de la funcién de distribucién es la probabilidad
del suceso formado por los resultados del experimento que tienen asignado un valor de la variable
aleatoria menor o igual a dicho punto. O también podemos decir que es la probabilidad inducida
en el intervalo de la recta (—oo, z].

Hay que hacer notar que siempre serd posible determinar dicha probabilidad gracias a los requer-
imientos exigidos en la definicién formal de variable aleatoria. Por tanto, toda variable aleatoria
tiene asociada una funcién de distribucién. Nos referimos a esta funciéon cuando decimos que
conocemos la distribucién de la variable aleatoria.
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2.4 Propiedades de la funcién de distribucién

Resumimos a continuacién las propiedades mas importantes de la funcién de distribucién:

1. 0< F(z) <1

2. lim,_,,  F(z)=1

3. lim, , F(x)=0

4. ¥y <y = F(x1) < F(24)

5. limx_m F(.’L‘) _ F(a) Va € u—\)Funcién siempre continua por

la derecha.

Toda funcién que verifique las propiedades anteriores es una funcién de distribucién y toda funcién
de distribucién caracteriza una determinada variable aleatoria sobre algin espacio de probabili-
dad.

Las propiedades anteriores se traducen en un tipo de grafica para la funciéon de distribucién del
tipo de las que mostramos a continuacién:

Primer tipo

Funcion de distribucion

Segundo tipo
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Funcion de distribucion

Evidentemente, podrian aparecer distribuciones, y por tanto graficas, que combinen las caracteris-
ticas de los dos modelos anteriores.

2.5 Clasificacion de las variables aleatorias

Para su estudio, las variables aleatorias se clasifican en variables discretas o variables continuas.

2.5.1 Variables aleatorias discretas

Diremos que una variable aleatoria es discreta si su recorrido es finito o infinito numerable. Gen-
eralmente, este tipo de variables van asociadas a experimentos en los cuales se cuenta el niimero
de veces que se ha presentado un suceso o donde el resultado es una puntuacién concreta.

Los puntos del recorrido se corresponden con saltos en la grafica de la funciéon de distribucién, que
corresponderia al segundo tipo de grafica visto anteriormente.

2.5.2 Variables aleatorias continuas
Son aquellas en las que la funcién de distribucién es una funcién continua. Se corresponde con el
primer tipo de gréafica visto.

Generalmente, se corresponden con variables asociadas a experimentos en los cuales la variable
medida puede tomar cualquier valor en un intervalo; mediciones biométricas, por ejemplo.

Un caso particular dentro de las variables aleatorias continuas y al cual pertenecen todos los ejem-
plos usualmente utilizados, son las denominadas variables aleatorias absolutamente continuas.
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2.5.2.1 Variables aleatorias absolutamente continuas

Diremos que una variable aleatoria X continua tiene una distribucién absolutamente continua si
existe una funcién real f, positiva e integrable en el conjunto de niimeros reales, tal que la funcién
de distribucién F' de X se puede expresar como

F(z) = [ "t

Una variable aleatoria con distribucién absolutamente continua, por extension, se la clasifica como
variable aleatoria absolutamente continua.

A la funcién f se la denomina funcién de densidad de probabilidad de la variable X.

Hay que hacer notar que no toda variable continua es absolutamente continua, pero los ejemplos
son complicados, algunos utilizan para su construccién el conjunto de Cantor, y quedan fuera del
nivel y del objetivo de este curso.

Tgualmente indicaremos que los tipos de variables comentados anteriormente forman tnicamente
una parte de todos los posibles tipos de variables, sin embargo contienen practicamente todas las
variables aleatorias que encontramos usualmente.

Tal como se estudiara méas adelante, existen algunas familias de funciones de distribucién, tanto
dentro del grupo de las discretas como de las continuas, que por su importancia reciben un nombre
propio y se estudiaran en los capitulos siguientes.

En ocasiones encontramos variables de tipo mixto, es decir que se comportan como discretas o
continuas para distintos grupos de valores.

2.6 Variable aleatoria discretas

Una variable aleatoria X diremos que es discreta si su recorrido es finito o infinito numerable,
recorrido que denotaremos de la forma {x,xo, ..., 2y, ... }.

El ejemplo mas sencillo de variable aleatoria discreta lo constituyen las variables indicadoras. Sea
A un suceso observable, se llama indicador de A a la variable aleatoria definida por

I,: Q>R

1 siwe A
w—>IA(w)—{0 s A

2.6.0.1 Ejercicio:

Construir, a partir de las variables indicadoras de A y B, las siguientes variables indicadoras?

Iy LaupsLac I
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2.6.0.1.1 Solucién

Tyop=14-1Ip
Tyop=14+1p—1I40p
Tpje=1—-1,4
Q=1

2.6.1 Caracterizacion a través de la funcién de densidad o de probabilidad

Las variables aleatorias discretas vienen caracterizadas a través de una funciéon que asocia cada
elemento del recorrido con su probabilidad. Dicha funcién recibe varios nombres segtin los autores:
funcién o ley de probabilidad, o también funciéon de densidad de la variable aleatoria discreta.

Podemos representarla de la manera siguiente:

f: R —]0,1]
r — flzr)=P(X=2)=PlweQ|X(w) =z}

La funcién definida anteriormente es nula en todo punto que no pertenezca al recorrido. Es
evidente que, al ser una probabilidad, la funcién de densidad discreta estd acotada 0 < f(x) < 1.
Toda funcién de densidad discreta puede expresarse de manera explicita a través de una tabla que
asocie directamente puntos del recorrido con sus probabilidades.

Ejemplo: Consideremos la variable indicadora del suceso A :
‘[A : Q — IR
1 si weA
w—>IA(w)—{ 0 si A

La funcién de densidad de esta variable seria la siguiente:

El recorrido esta formado por dos valores: 1y 0, con las mismas probabilidades que las del suceso
A y su complementario, respectivamente.

En otros casos la funciéon de densidad se expresa a través de una férmula matematica que define
una regla de asignaciéon de probabilidades para los valores del recorrido.

2.6.1.1 Ejemplo
P(X=2)=0,2-0,8""1 2=1,2,..

es la funcién de densidad de una variable aleatoria discreta con recorrido numerable.
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2.6.2 Propiedades de la funcion de densidad discreta

1.

0< f(x)<1

2. Z?Zl f(z;) =1, si el recorrido es finito.
3. Zzl f(x;) =1, si el recorrido es numerable.

2.6.3 Relaciones entre la funcion de distribucion y la funciéon de densidad discreta.
Probabilidad de intervalos.

Existe una relacién muy importante entre las funciones de distribucién F'(z) y de densidad f(x)
de una variable aleatoria discreta. La funciéon de distribucién en un punto se obtiene acumulando
el valor de la funcion de densidad para todos los valores del recorrido menores o iguales al punto
en cuestion.

= Z f(z;) para todo x; perteneciente al recorrido de la variable.

x,<T

En efecto, supongamos que el recorrido de una variable discreta X es {x,zo,...,2},...} ¥ que
deseamos conocer el valor de la funcién de distribucién en un punto z tal que z; < x < x4,
entonces es inmediato que

Flz) = P(X <2) = P(X =)+ P (X = 2p)+..+P (X = 2;) = [ (2))+f (22)+f (23)+...+f (z;)

Por ejemplo, para una variable indicadora de un suceso A, tenemos la relacién siguiente:

Valor de z f(zx) F(x)
(—00,0) 0
0 P (A°) P (A°)
(0,1) P (A9)
1 P(A) P(A°) + P(A) =
(1,+00) 1

A partir de las funciones de densidad y de distribucion es posible expresar las probabilidades para
cualquier posible intervalo de valores de la variable. Por ejemplo:

Intervalo

P(X <a)=F(a)

P(X <a)=F(a)— f(a)
P(X>a)=1—F(a)=1—P(X <a)
P(X>a)=1—F(a)+ f(a) =1—P(X > a)
Pla< X <b)=F(b)— Fla)

Pla< X <b)=F()— f(b)— F(a)
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Intervalo

Pla < X <b) = F(b)— F(a) + f(a)
Pla< X <b)=F(b)— f(b) — F(a) + f(a)

2.7 Variables aleatorias continuas

Una variable aleatoria X diremos que es continua si su funcién de distribuciéon es una funcién
continua. En la practica, se corresponden con variables asociadas con experimentos en los cuales
la variable medida puede tomar cualquier valor en un intervalo: mediciones biométricas, intervalos
de tiempo, areas, etc.

2.7.1 Ejemplos

¢ Resultado de un generador de niimeros aleatorios entre 0 y 1. Es el ejemplo més sencillo que
podemos considerar, es un caso particular de una familia de variables aleatorias que tienen
una distribucién uniforme en un intervalo [a,b]. Se corresponde con la eleccién al azar de
cualquier valor entre a y b.

o Estatura de una persona elegida al azar en una poblacién. El valor que se obtenga serd
una medicién en cualquier unidad de longitud ( m , cm , etc.) dentro de unos limites
condicionados por la naturaleza de la variable. El resultado es impredecible con antelacién,
pero existen intervalos de valores méas probables que otros debido a la distribucién de alturas
en la poblacién. Mas adelante veremos que, generalmente, variables biométricas como la
altura se adaptan un modelo de distribucién denominado distribucién Normal y representado
por una campana de Gauss.

Dentro de las variables aleatorias continuas tenemos las variables aleatorias absolutamente contin-
uas.

Diremos que una variable aleatoria X continua tiene una distribucién absolutamente continua si
existe una funcién real f, positiva e integrable en el conjunto de niimeros reales, tal que la funcién
de distribucién F' de X se puede expresar como

F(z) = / "t

Una variable aleatoria con distribucién absolutamente continua, por extensién, se clasifica como
variable aleatoria absolutamente continua.

En cuanto a nuestro manual, todas las variables aleatorias continuas con las que trabajemos
pertenecen al grupo de las variables absolutamente continuas, en particular, los ejemplos y casos
expuestos.
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2.7.2 Funcién de densidad continua

La funcién que caracteriza las variables continuas es aquella funciéon f positiva e integrable en
los reales, tal que acumulada desde —oo hasta un punto x, nos proporciona el valor de la funcién
de distribucién en z, F'(x). Recibe el nombre de funcién de densidad de la variable aleatoria
continua.

Fla) = / " pwde

Las funciones de densidad discreta y continua tienen, por tanto, un significado analogo, ambas son
las funciones que acumuladas (en forma de sumatorio en el caso discreto o en forma de integral
en el caso continuo) dan como resultado la funcién de distribucién.

La diferencia entre ambas, sin embargo, es notable.

e La funcién de densidad discreta toma valores positivos iinicamente en los puntos del recorrido
y se interpreta como la probabilidad de la que la variable tome ese valor f(z) = P(X = x).

e La funciéon de densidad continua toma valores en el conjunto de ntimeros reales y no se
interpreta como una probabilidad. No estd acotada por 1, puede tomar cualquier valor
positivo. Es mas, en una variable continua se cumple que probabilidades definidas sobre
puntos concretos siempre son nulas.

P(X = x) = 0 para todo x real.

. Cémo se interpreta, entonces, la funcién de densidad continua? Las probabilidades son las dreas
bajo la funcién de densidad. El area bajo la funcién de densidad entre dos puntos a y b se interpreta
como la probabilidad de que la variable aleatoria tome valores comprendidos entre a y b.

Por tanto, siempre se cumple lo siguiente:

+o00
flz)dx =1

—00

La funcién de densidad se expresa a través de una funcién matematica. La forma especifica de
la funcién matematica generalmente pasa por considerar a la variable aleatoria como miembro
de una determinada familia de distribuciones, un determinado modelo de probabilidad. Estas
familias generalmente dependen de uno o mas parametros y seran objeto de un estudio especifico
en un capitulo posterior. La atribucién a una determinada familia depende de la naturaleza de la
variable en cuestién.

Podemos ver, iinicamente con animo ilustrativo, la expresiéon analitica y la grafica para los ejemplos
comentados con anterioridad:

o Resultado de un generador de niimeros aleatorios entre a y b. Modelo Uniforme. f(z) =

[ welen]

o Estatura de una persona elegida al azar en una poblacién. Modelo Normal.
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2.7.3 Relaciones entre la funcion de distribucion y la funcion de densidad.

Para una variable continua, la relaciéon entre las funciones de distribuciéon y de densidad viene
dada directamente a través de la definicién. La funcién de distribucién en un punto se obtiene
integrando el valor de la funcién de densidad desde menos infinito hasta el punto en cuestiéon. Por
ejemplo:

Fla) = / " pwr

2.7.3.1 Probabilidad de intervalos

A partir de las funciones de densidad y de distribucién, y teniendo en cuenta que P(X = z) =0
para todo x real, es posible expresar las probabilidades para cualquier posible intervalo de valores
de la variable. Por ejemplo:

Intervalo
P(X <a)=P(X <a)=F(a)= [*_f(z)dx
P(X>a)=P(X>a)=1—F(a)= [ = f(z)dz

Fijémonos que la probabilidad de los intervalos se corresponde con el area bajo la funcién de densi-
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P(X<b)

815+

P{a<X<b)

dad dentro del intervalo considerado.
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2.8 Independencia de variables aleatorias

De manera intuitiva podemos decir que dos variables aleatorias son independientes si los valores
que toma una de ellas no afectan a los de la otra ni a sus probabilidades.

En muchas ocasiones la independencia sera evidente a partir del experimento, por ejemplo, es
independiente el resultado del lanzamiento de un dado y el de una moneda, por tanto las variables
Puntuacién obtenida con el dado y Numero de caras obtenidas al lanzar la moneda una vez seran
variables independientes.

En otras ocasiones tenemos una dependencia clara, por ejemplo, al lanzar un dado consideremos
las variables X = puntuacién del dado Y = variable indicadora de puntuacién par Es evidente que
existe una clara dependencia, si sabemos que Y = 1, la variable X s6lo puede tomar los valores 2
, 4 06 ; si sabemos que X = 3, entonces, Y = 0 forzosamente.

Algunas veces podemos suponer la existencia de una cierta relaciéon entre variables, aunque sea
en forma algo abstracta y sin concretar. Por ejemplo si realizamos unas mediciones sobre unos
individuos, las variables altura en cm y peso en Kg probablemente estaran relacionadas, los valores
de una influirdn en los valores de la otra. Intentar determinar la naturaleza exacta de la relacién
entre ambas es lo que en estadistica conocemos como un problema de regresion.

Si queremos una definicién algo més formal, basta con que recordemos que dos sucesos son inde-
pendientes si la probabilidad de la interseccion es igual al producto de probabilidades, aplicando
esta definicién a sucesos del tipo X < a tenemos la definicién siguiente:

2.8.1 Caracterizacion de la independencia

Diremos que dos variables aleatorias X e Y son independientes si y sélo si

P(X <anY <b)=P(X <a) P(Y <b) = Fy(a) - Fy(b)

A la funcién F(z,y) = P(X <anNY <b) se la conoce como la funcién de distribucién conjunta
de X e Y. Como consecuencia inmediata de la independencia de X e Y, se cumple lo siguiente:

Pla<X<ecnb<Y<d) =Pla<X<c)-Pb<Y <d)

2.9 Caracterizacion de una variable aleatoria a través de parametros

Hasta el momento hemos visto que toda variable aleatoria viene caracterizada a través de unas
determinadas funciones matematicas, las funciones de distribucién y de densidad. Una vez carac-
terizada, y por tanto conocida, la distribucién de una variable aleatoria, podemos obtener cualquier
probabilidad asociada.

En ocasiones podemos acotar mas el problema y reducir el estudio de una variable aleatoria a
determinar una serie de caracteristicas numéricas asociadas con la distribucién de la variable.
Dichas caracteristicas tienen como propiedad fundamental el hecho de resumir gran parte de las
propiedades de la variable aleatoria y juegan un papel muy destacado en las técnicas estadisticas
que desarrollaremos a lo largo del curso.
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Por ejemplo, supuesta la pertenencia de una variable aleatoria a una determinada familia de dis-
tribuciones de probabilidad, bien sea discreta o continua, los diferentes miembros de la familia
diferirdn en el valor de esas caracteristicas numéricas. En este caso, denominaremos a tales carac-
teristicas los parametros de la distribucién.

Existe un buen nimero de tales caracteristicas, pero nos centraremos en las dos mas importantes:
la esperanza y la varianza. La primera nos informa sobre la localizacién de los valores de la variable
v la segunda, sobre el grado de dispersién de estos valores.

2.10 Esperanza de una variable aleatoria discreta

La esperanza matemdtica de una variable aleatoria es una caracteristica numérica que proporciona
una idea de la localizacién de la variable aleatoria sobre la recta real. Decimos que es un parametro
de centralizaciéon o de localizacion.

Su interpretacién intuitiva o significado se corresponde con el valor medio tedrico de los posibles
valores que pueda tomar la variable aleatoria, o también con el centro de gravedad de los valores
de la variable supuesto que cada valor tuviera una masa proporcional a la funcién de densidad en
ellos.

La definicién matemaética de la esperanza en el caso de las variables aleatorias discretas se corre-
sponde directamente con las interpretaciones proporcionadas en el parrafo anterior. Efectivamente,
supuesta una variable aleatoria discreta X con recorrido {z,x,,..., 2, ...} y con funcién de den-
sidad f(x), se define la esperanza matemética de X como el valor

E(X) = Z z; f(x;)

z,€X(Q)

donde el sumatorio se efecttia para todo valor que pertenece al recorrido de X. En caso de que
el recorrido sea infinito la esperanza existe si la serie resultante es absolutamente convergente,
condiciéon que no siempre se cumple.

La definicién se corresponde con un promedio ponderado segtin su probabilidad de los valores del
recorrido y, por tanto, se corresponde con la idea de un valor medio tedrico.

2.11 Esperanza de una variable aleatoria continua

La idea intuitiva que mas nos puede ayudar en la definicién de la esperanza matemaética de una
variable aleatoria continua es la idea del centro de gravedad de los valores de la variable, donde
cada valor tiene una masa proporcional a la funcién de densidad en ellos.

Dada una variable aleatoria absolutamente continua X con funcién de densidad f(z), se define la
esperanza matematica de X como el valor

E(X) = / :O of(z)dz

suponiendo que la integral exista.
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2.12 Propiedades de la esperanza matematica

1. Esperanza de una funcién de una variable aleatoria

e Variable discreta

e Variable continua

2.12.1 Linealidad de la esperanza matematica

e E(X+Y)=EX)+E(Y)
e E(k-X)=kFk-E(X) para todo numero real k.
o E(k) = k para todo ntimero real k.

E(a-X+0b)=a-E(X)+ b para todo par de niimeros reales a y b.

2.12.2 Esperanza del producto

e E(X-Y) = E(X)-E(Y) tnicamente en el caso de que X e Y sean variables aleatorias
independientes.

2.13 Varianza de una variable aleatoria

La varianza de una variable aleatoria es una caracteristica numérica que proporciona una idea de
la dispersién de la variable aleatoria respecto de su esperanza. Decimos que es un parametro de
dispersién.

La definicién es la siguiente:
Var(X) = E (X — E(X))?)

Es, por tanto, el promedio tedrico de las desviaciones cuadraticas de los diferentes valores que
) )
puede tomar la variable respecto de su valor medio tedrico o esperanza.

En el caso de las variables discretas, la expresion se convierte en:

Var(X) = Z (v; — E(X))Qf(l‘i)

z,€X(Q)

mientras que para las variables continuas tenemos:
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+o00
Var(X) = / (x — BE(X))?f(z)dx
—00
En ambos casos existe una expresion equivalente alternativa y generalmente de calculo més facil:

Var(X) = E (X2) — (B(X))?

Una de las caracteristicas de la varianza es que viene expresada en unidades cuadréticas respecto
de las unidades originales de la variable. Un parametro de dispersién derivado de la varianza y
que tiene las mismas unidades de la variable aleatoria es la desviacién tipica, que se define como
la raiz cuadrada de la varianza.

oy = Var(X) = VE(X — B(X))?)

2.13.1 Propiedades de la varianza

a-X +b) = a?- Var(X) para todo par de niimeros reales a i b.
X +Y) = Var(X) + Var(Y) tnicamente en el caso que X y Y sean independientes.

Gt o=

Var(
Var(
Var(k) = 0 para todo numero real k.
Var(
Var(

2.14 Momentos (de orden k) de una variable aleatoria
e Dada una variable aleatoria X, definimos el momento de orden k como:

my, = E(X¥)

suponiendo que tal esperanza exista. Podemos ver que la esperanza es el momento de orden
]., E(X) == ml.

e Definimos el momento central de orden k£ como:
= E (X — E(X))¥)

Con la denominacién anterior, la varianza es el momento central de orden 2, Var(X) = 5.

e Es posible también definir momentos mixtos de dos variables aleatorias. Dadas dos variables
aleatorias X e Y definimos el momento mixto de orden (r, k) como

m,, = E (X" YF)

y el momento mixto central de orden (r, k) como

por = E(X — E(X))" (Y — E(Y))¥)
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o El momento mixto central méas importante es el u;;, denominado la covarianza de X e Y, y
con una interpretacion en el sentido de cuantificar el grado de dependencia entre dos variables
aleatorias, puesto que si X e Y son independientes se verifica que py; = 0, mientras que si
iy, # 0 entonces las variables son dependientes.

2.15 Definicion formal de variable aleatoria

Tal como hemos comentado, la definicién formal de variable aleatoria impone una restriccién
matemaética en la formulacién vista hasta el momento.

Definiremos una variable aleatoria como una aplicacién de €2 en el conjunto de ntimeros reales

X:Q—R
w— X(w)

que verifique la propiedad siguiente

Vz € R el conjunto A = {a | X(a) < x} es un suceso observable

es decir, para todo numero real z, el conjunto de resultados elementales tales que la variable
aleatoria toma sobre ellos valores inferiores o iguales a x ha de ser un suceso sobre el cual podamos
definir una probabilidad.

Dicha propiedad recibe el nombre de medibilidad y por tanto podriamos decir que una variable
aleatoria es una funciéon medible de €2 en los reales.

Esta condicién nos asegura que podremos calcular sin problemas, probabilidades sobre intervalos
de la recta real a partir de las probabilidades de los sucesos correspondientes.

P(X<z)=P{w|X(w) <z}
La expresion anterior se leeria de la manera siguiente: La probabilidad de que la variable aleatoria

tome valores inferiores o iguales a x es igual a la probabilidad del suceso formado por el conjunto
de resultados elementales sobre los que el valor de la variable es menor o igual que x.

La probabilidad obtenida de esta manera se denomina probabilidad inducida. Se puede comprobar
que, a partir de la condicién requerida, se pueden obtener probabilidades sobre cualquier tipo de
intervalo de la recta real. Por ejemplo:

Pla< X <b)=P(X <b)—P(X <a)

La condicién exigida para ser variable aleatoria discreta ahora puede ser expresada como:

Vk=1,2,... el conjunto A = {w | X(w) =%, } = X~} ({x,}) es un suceso observable

Toda variable aleatoria definida sobre un espacio de probabilidad finito es necesariamente discreta.
La suma y el producto de variables aleatorias discretas, definido por:

(X +Y)(w) = X(w) +Y(w) y (X -Y)(w) = X(w) - Y(w)
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es también una variable aleatoria discreta.
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3 Distribuciones Notables

Este capitulo estd pendiente de revisién, para corregir posibles problemas derivados de la im-
portacién, desde la antigua version en HTML, a la versién actual.

Estos problemas siempre seran estéticos y no conceptuales, por lo que la lectura del texto en su
estado actual no deberia inducir a errores conceptuales en ningin caso.

La version actualizada estard disponible en el momento de inicio de la actividad, durante el
semestre actual (2024-25-S1).

3.1 Distribuciones discretas

3.1.1 La distribucion de Bernouilli

Es el modelo discreto més sencillo en que podamos pensar. Hace referencia a situaciones en las
que el resultado de un experimento sélo puede ser: se ha dado el suceso A 6 no se ha dado el
suceso A. Por ejemplo, en el lanzamiento de una moneda sélo puede darse el suceso sale cara o su
complementario no sale cara (sale cruz).

Por lo tanto, definimos la variable aleatoria X de la siguiente manera:

e X =1 sise ha dado A.
e X =0 sino se ha dado A, es decir, se ha dado el complementario A°¢.

Si ademas, conocemos la probabilidad de que suceda A :
P[A]=p
y, por tanto,
P[A]=1—p

ya podemos definir la distribucién de la variable aleatoria X. En estas condiciones diremos que X
sigue una distribucién de Bernouilli de parametro p, que abreviaremos asi X ~ Bernouilli(p), y su
funcién de densidad se define asi:

_ o D si k = 1( se ha dado A)
f(k)P[Xk]{ 1—p sik=0(sehadado A)

Graficamente:
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Funcion de densidad del modelo de Bernouilli
1 =
1-p

E=]
@
9
=
o
2 = |
o
o

0 = T

0 1
Valores de X

Mientras que la funcién de distribucion seréa:

0 sik <0
F(k)=P[X<k]l=< p si0<k<1
1 sip>1

Gréficamente:
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Funcion de distribucion del modelo de Bernouilli

3.1.1.1 Propiedades del modelo de Bernouilli

1) La esperanza vale E(X) = p.
2) La varianza vale V(X) = p(1 — p).

3.1.2 La distribucion Binomial

Al igual que el modelo de Bernouilli, hace referencia a experiencias con resultados dicotomicos (el
resultado sélo puede ser A 0 A® ). Sin embargo en este modelo estamos interesados en la repeticién
de n veces una experiencia de este tipo en condiciones independientes.

Tomemos el ejemplo del contaje del nimero de caras en el lanzamiento n veces de una moneda
regular. Para concretar, vamos a suponer que disponemos de una moneda regular (P[ cara | =
Plcruz] = 1/2) que lanzamos cuatro veces. Es evidente que, en estas condiciones, la variable X:
numero de caras en cuatro lanzamientos independientes de una moneda regular es una variable
aleatoria discreta que solo puede tomar cinco posibles valores:

z=0,1,2,3,4

Pasemos ahora a calcular la probabilidad de cada valor (en terminologia estadistica, vamos a
calcular la funcién de densidad de la variable X ).

Es evidente que la P[X = 0] es igual a la probabilidad de salgan cuatro cruces seguidas:

P[X = 0] = P[cruz, cruz, cruz, cruz] = Pleruz]? = (1/2)* = 0,0625
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ya que la moneda es regular y, por tanto, P[ cara | = P[ cruz | = 1/2. La P[X = 3] corresponde
al suceso de que salgan tres caras ( ¢ en adelante) y una cruz ( + en adelante). Sin embargo, en
este caso tenemos hasta cuatro posibles maneras de obtener dicho resultado, segiin el orden en que
aparezcan las tres caras y la cruz:

+cce c+cc ccH+c ccc+

También deberia resultar evidente que la probabilidad de cada uno de estos sucesos es la misma:

P[+ccc] = Plc + cc] = Plec + ¢] = Plece+] = (1/2)* = (1/2)* = 0,0625

de manera que, finalmente, la probabilidad de que salgan tres caras y una cruz es la suma de las
probabilidades de los 4 casos anteriores:

P[X =3]=4(1/2)* =0,25
Y asi podriamos ir calculando el resto de casos. Podemos ver que, en este ejemplo, todos los casos
tienen la misma probabilidad (0,0625) y que el ntimero total de casos posibles es 16 . En términos

de combinatoria dicho nimero se obtendria como variaciones con repeticién de dos valores (cara
o cruz) tomados de cuatro en cuatro (el nimero de lanzamientos de la moneda):

VR =21 =16

En la siguiente tabla se muestran los dieciséis posibles resultados:

k = numero de caras Casos

0 +++++
1 ++-+c
+ +c+
+c+ +
c+ ++
++cc
+c+c
c+ +c+
c+c+
cc++
cce+
c—+cc

Si hacemos uso de nuestros conocimientos de combinatoria, comprobamos que el nimero de casos
para cada posible valor k(k = 0,1,2,3,4) puede calcularse como permutaciones con repeticion de
cuatro elementos tomado de k y 4 — k :

4! 4
Pk,4fk _ _
RE, k(4 —k)! (k)
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y obtenemos finalmente el ntimero combinatorio 4 sobre k. En efecto, para el caso k = 3, ten-

4 4!
= — = 4
(3) 31!

que son los cuatro posibles casos que nos dan tres caras y una cruz. Finalmente, recordando que
todos los casos tienen la misma probabilidad, se construye la siguiente tabla:

driamos:

k = ntmero de caras Numero de casos P[X = k]

0 1 0,0625
1 4 0,2500

2 6 0,3750

3 40,2500
4 10,0625
Total 16 1

3.1.2.1 Los parametros de la distribucion Binomial

La udltima tabla de la pagina anterior es, justamente, la funcién de densidad de nuestra variable
X.

Funcién de densidad de X

k P[X = k]

0 0,0625

1 0,2500

2 0,3750

3 0,2500

4 0,0625
En otro caso 0

Como hemos visto, para obtener los resultados anteriores, hemos tenido que definir dos valores:

1. n : el nimero de lanzamientos (repeticiones de la experiencia aleatoria en condiciones inde-
pendientes), en nuestro caso n = 4.
2. p: la probabilidad de que salga cara (P[c]), en nuestro caso p = 1/2.

Se dice, por tanto, que la distribucién Binomial depende de dos parametros: n y p. En nuestro
ejemplo, diremos que X sigue una distribucién Binomial de pardmetros n =4 ip = 1/2. De forma
abreviada:

X~B(n=4,p=1/2)

En el ejemplo que hemos visto, suponiamos que la moneda era regular y, por tanto,
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Plc] = P[+]=1/2

Si tenemos una moneda trucada con las siguientes probabilidades:

Plc]=2/3 i P[+]=1/3

diremos que en este caso la variable X : ntimero de caras en cuatro lanzamientos independientes
de nuestra moneda trucada sigue una distribucién Binomial de pardmetros:

X ~B(n=4;p=2/3)

El problema se nos complica levemente ya que ahora no todos los posibles resultados tienen la
misma probabilidad. Veamos dos ejemplos:

o La probabilidad de obtener cuatro caras es:

Plccee] = (2/3)* = 0,1975

e La probabilidad de que el primer lanzamiento sea cara y el resto sean cruces valdra:

Plct™*] = (2/3)'(1/3)% = 0,0247
Sin embargo si se cumplird que la probabilidad de que todos los caso que resulten en el mismo

numero de caras y cruces tendran la misma probabilidad. Por ejemplo, para los cuatro casos en
los que el niimero total de caras es 1 y el de cruces 3 :

Ple+++] = Pl+c++] = P+ + c+] = P[4+ +c] = (2/3)'(1/3)* = 0,0247

Y, por tanto, la probabilidad de obtener una sola cara en el lanzamiento de nuestra moneda trucada
sera:

P[X = 1] = 40,0247 = 0, 0938

O, generalizando, si P[A] =py P[A°] = 1 — p tenemos que

P[X = k] =c(n,k)pk(1 —p)" % sik=0,1,...n
donde ¢(n, k) representa el niimero de posibles resultados en los que obtenemos k caras y n—k cruces

en n lanzamientos. Tal como hemos visto, dicho ntimero se puede calcular como permutaciones
con repeticién de n unidades tomadas de ky n — k.

Todo lo anterior nos lleva a formular el model binoial a traves de la siguiente funcién de densidad:

v 1 S P —pnF st k=0,..,n
f(k) N P[X B k] - { 0 en caso contrario

con lo que la funcién de distribucién se calcularia:
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0 sik<0

Fb) = PIX<H =1 Zi, (i@ —p)
1 sik>n

En el programa siguiente se muestra la forma de la funcién de densidad junto con los valores de
la funcién de densidad y de la funcién de distribucién para cualquier valor:

AVIS

Posar un exemple de com fer-ho amb R

3.1.2.2 Propiedades del modelo Binomial

1. La esperanza vale E(X) = np.

2. La varianza es V(X) = np(1 — p).

3. Es una generalizaciéon del modelo de Bernouilli. En efecto, la Binomial con n = 1 (una sola
realizacién) coincide con la distribucién de Bernouilli.

4. La suma de dos variables aleatorias binomiales independientes con igual parametro p también
sigue una distribucién Binomial:

Xi~B(n=ny;p=p,) 1 Xy~B(n=nyp=npy)

Si definimos Z = X 4+ X, entonces,
Z ~ B(n=mn+ny;p=p)

3.1.3 La distribucion de Poisson

Se trata de un modelo discreto, pero en el que el conjunto de valores con probabilidad no nula no
es finito, sino numerable. Se dice que una variable aleatoria X sigue la distribucion de Poisson si
su funciéon de densidad viene dada por:

f(k>=P[X=k]:{€‘“k! sik=0,12,.. }

0 en caso contrario
Como vemos, este modelo se caracteriza por un sélo pardametro A, que debe ser positivo. Esta

distribucién suele utilizarse para contajes del tipo nimero de individuos por unidad de tiempo, de
espacio, etc.
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3.1.3.1 Propiedades del modelo de Poisson

1. Esperanza: E(X) = A.
2. Varianza: V(X) = A.

En esta distribucién la esperanza y la varianza coinciden.

3. La suma de dos variables aleatorias independientes con distribuciéon de Poisson resulta en
una nueva variable aleatoria, también con distribuciéon de Poisson, de pardametro igual a la
suma de parametros:

X;~PA=X) v Xy~ P(A=)y)
y definimos Z = X, + X,, entonces,

Este resultado se extiende inmediatamente al caso de n variables aleatorias independientes con
distribucién de Poisson. En este caso, la variable suma de todas ellas sigue una distribucién de
Poisson de parametro igual a la suma de los parametros.

3.1.4 La distribucion Multinomial

COMPTE:Distribucié Multivariant!

Using callouts is an effective way to highlight content that your reader give special consider-
ation or attention.

Este modelo se puede ver como una generalizaciéon del Binomial en el que, en lugar de tener dos
posibles resultados, tenemos r resultados posibles.

Supongamos que el resultado de una determinada experiencia puede ser r valores distintos:

A, Ay, ... A, cada uno de ellos con probabilidad py, p,, ..., p,., respectivamente.
P(A))=p;; P(Ay) =py; - P(A)=p,; con ZP(Ai) =1
i—1

Si repetimos la experiencia n veces en condiciones independientes, podemos preguntarnos la prob-
abilidad de que el suceso A, aparezca k; veces, el suceso Ay, ky veces y asi sucesivamente:

Pl(A; =k) N (A =ky) NN (A, =k,)]

Al modelo estadistico que nos da dicha probabilidad se le denomina Multinomial, y su funcién de
densidad viene dada por:

n!
flky, koo yk,)=P[(Ay =k) N (A =ky) NN (A, =k,)] = TRl 'p’flp’gz ...pfr
1- . ,r,c

conzr:P(Ai): 1 vy Zk:i:n
=1 ‘
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como se ve, el modelo Multinomial queda definido por los pardmetros (n, py, ps, ..., p,.). La férmula
anterior puede deducirse de forma andloga al caso Binomial. En realidad, si tomamos r = 2
tenemos exactamente el modelo Binomial.

Se debe destacar que este modelo es un ejemplo de distribuciéon multivariante, es decir, de distribu-
cién conjunta de varias ( r ) variables aleatorias. En efecto, si definimos la variable aleatoria X,
como numero de veces que se produce el suceso A; de un total de n experiencias, y asi sucesiva-
mente, tenemos un conjunto de r variables aleatorias discretas cuya funcién de densidad conjunta
(valorada a la vez) viene definida por la anterior férmula. Nétese que si consideramos cada una
de estas variables X;(i = 1,2,...,r) por separado, su distribucién es la Binomial de parametros n

Yy P;-

3.1.4.1 La distribucion Uniforme discreta

Tenemos esta distribucién cuando el resultado de una experiencia aleatoria puede ser un conjunto
finito de n posibles resultados, todos ellos igualmente probables.

Un ejemplo puede ser la variable X, puntuacién en el lanzamiento de un dado regular. Esta
variable toma seis valores posibles, todos con la misma probabilidad p = 1/6. La funcién de
densidad de esta variable sera:

fk)=P[X =kl =1/6 k=1,23,4,56
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Funcion de densidad

0.18 -
0.15 -
012 -
0.09 |
0.06 A

0.03 -

Puntuacion en el lanzamiento de un dado

1 2 3 4 S ]

Valor de X

Funcion de distribucion

A

Puntuacion en el lanzamiento de un dado

1 - >

0.8 4

0.6 4

0.4 -

0.2 4

(s =]

'
o]

Valor de X
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En general, si la variable X puede tomar n(k = 1,2,...,n) valores, todos con igual probabilidad,
su funcién de densidad sera:

f)=PX =k =1/n k=1,2,...,n

3.1.4.2 Propiedades del modelo Uniforme discreto

Sea n el namero de valores equiprobables posibles:

3.1.4.3 Esperanza:

3.1.4.4 Varianza:

m+1)22n+1) —3(n+1)]

V) = 12

3.1.5 La distribucion Hipergeométrica

Este modelo presenta similitudes con el Binomial, pero sin la suposicién de independencia de éste
ultimo. Veamoslo:

e Partimos de un conjunto formado por N individuos divididos en dos categorias mutuamente
excluyentes: A y A°; de manera que N; individuos pertenecen a la categoria A y N, indi-
viduos, a la categoria A¢. Por tanto, se cumple que

o Si del conjunto anterior extraemos n individuos sin reemplazamiento (n < N), la variable X
que representa el nimero k de individuos que pertenecen a la categoria A (de los n extraidos)
tiene por funcién de densidad:

ﬂ@:HX:@:@QQQ
si méx {0,n — Ny} <k < min{N;,n}

La dependencia se debe al hecho de que NN es finito y las extracciones se efectiian sin reemplaza-
miento. El caso de extracciones con reemplazamiento seria equivalente al de N infinito y se
resolveria mediante el modelo Binomial.

El programa siguiente nos muestra la forma de la funcién de densidad de esta variable y el valor
de la funcién de densidad y de la funcién de distribucién en el punto que elijamos:
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3.1.5.1 Propiedades del modelo hipergeométrico

1. Esperanza: E(X) = nN; /N,.
2. Varianza: V(X) = (nIN;Ny(N —n)) / (Ny(N — 1))

3.1.6 La distribucion Geométrica o de Pascal

Definamos una experiencia aleatoria cuyo resultado sélo puede ser el suceso A o su complementario
A,y que se repite secuencialmente hasta que aparece el suceso A por primera vez.

Definamos la variable aleatoria X como el niimero de veces que repetimos la experiencia en condi-
ciones independientes hasta que se dé A por primera vez. Bajo estas condiciones, decimos que la
variable X sigue una distribucién geométrica o de Pascal de pardmetro p = P(A).

La funcién de densidad puede deducirse facilmente de la definicién:

f(k)=PX=k=0-p* k=0,1,2,..

En el programa siguiente podéis ver su forma y obtener los valores de la funcién de densidad y de
la de distribucién:

Algunas puntualizaciones de la definicién de X :

o Notése que, en esta definicién, condiciones independientes significa que p, la probabilidad de
A,y 1—p, la de su complementario A°, no varian a lo largo de las sucesivas repeticiones de
la experiencia.

e Tal y como la hemos definido, X se refiere al nimero de lanzamientos hasta que se produce
A, pero sin contabilizar el dltimo caso en que se da A. Por dicha razén X puede tomar los
valores k = 0, 1,2, ... con probabilidad no nula.

Un ejemplo de este modelo podria ser la experiencia consistente en lanzar sucesivamente un dado
regular hasta que aparezca el nimero 6 . Si definimos la variable aleatoria X como el niimero
de lanzamientos de un dado regular hasta que aparezca un 6 , queda claro que X sigue una
distribucién geométrica de parametro p = 1/6.

3.1.6.1 Propiedades del modelo Geométrico o de Pascal

(1=p)/p

1) Esperanza: E(X) =
= (1—p)/p?

2) Varianza: V(X)

3.1.6.2 Preguntas:

e ;A que suceso nos referimos cuando decimos X = 0 7 Respuesta.

— Cuando decimos que X = 0 nos referimos al caso en que el 6 aparece en el primer
lanzamiento. La probabilidad de que esto suceda, suponiendo un dado regular, es de
1/6 :

P[X =0]=1/6
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e ;Cudl es la probabilidad de que el primer 6 aparezca en el cuarto lanzamiento? Respuesta.

— La probabilidad de que el primer 6 aparezca en el cuarto lanzamiento corresponde a:

PIX =3] = (5/6)*1/6 = 0,0965

Fijémonos en que, si definimos A como el suceso sale un 6, la probabilidad anterior corresponde a
la del suceso: {A°A°A°A} (en este orden).

3.1.7 La distribuciéon Binomial negativa

Puede definirse como una generalizaciéon del modelo Geométrico o de Pascal. Asi, dado un suceso A
y su complementario A¢, cuando X representa el nimero de veces que se da A° (ausencias, fallos,
etc.) hasta que se produce r veces el suceso A ;| en una serie de repeticiones de la experiencia
aleatoria en condiciones independientes, decimos que X sigue la distribucién Binomial negativa.
Notese que, cuando r = 1, tenemos exactamente el modelo geométrico.

Este modelo queda definido por dos pardmetros p (la probabilidad de A : p = P(A) ) y r (el
nimero de veces que debe producirse A para que detengamos la experiencia).

La funcién de densidad viene dada por:

kKtr—1
f(k:)zP[X:k]:( :il )pqu k=0,1,2, ..

donde ¢ representa el complementario de p: g =1 — p.

3.1.7.1 Propiedades del modelo Binomial negativo

1. Esperanza: E(X) =1r'q/p
2. Varianza: V(X) = r/q/p?

3. Se cumplen las siguientes propiedades respecto la funciéon de densidad:

(1—=p)(k+r)

FO) = v Sy =P

f(k)
4. Este modelo se ajusta bien a contajes (nimeros de individuos por unidad de superficie)
cuando se produce una distribucién contagiosa (los individuos tienden a agruparse).

5. La distribuciéon Binomial negativa puede definirse con mayor generalidad si tomamos r como
un nimero real positivo cualquiera (no necesariamente entero). Pero, en dicho caso, se pierde
el caracter intuitivo del modelo y se complican ligeramente los cdlculos. Por dichas razones,
se ha excluido dicha posibilidad en esta presentacién.

3.1.8 Tabla resumen de las distribuciones discretas principales
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Funcién de

Distribucion Parametros densidad Esperanza Varianza
Bernouilli 0<p<1 pF(1 —p)t=Fk D p(1—p)
k=01
Binomial 0<p<i1 (m)p* (1 —p)n* np np(1 —p)
n=12,.. k=0,1,....n
Poisson A>0 e_/\)‘k—l; k=012, ... A A
npy
. . n! ky ko k,. nps —
Multinomial 0<pg,..p. <1 Ft 1P P’ P : o,; =np; (1 —p,)
(p1+ -+ Z;l k;=n np Tij = NPiP; i F
p,=1)n=12 r
Uniforme n=12.. Lk=12..n ntl (n+1)[2(2”1+21)73<"+1)
discreta
A (1))
Hipergeométrica N, W np np(l —p) ]X,:Tl‘
— k
p=N/N max {0,n — Ny} <
k < mi{N,,n}
Pascal 0<p<i1 p(1—p)* % lp;zp
k=0,1,2, ..
Binomial 0<p<1r>0 @ %
negativa
k+r-1) . k
[ ]p 1-p)
r-1
k=0,1,2,..

3.2 DISTRIBUCIONES CONTINUAS

3.2.1 La distribucién Uniforme

La distribucién Uniforme es el modelo (absolutamente) continuo més simple. Corresponde al caso
de una variable aleatoria que solo puede tomar valores comprendidos entre dos extremos a y b,
de manera que todos los intervalos de una misma longitud (dentro de (a,b) ) tienen la misma
probabilidad. También puede expresarse como el modelo probabilistico correspondiente a tomar
un nimero al azar dentro de un intervalo (a,b).

De la anterior definicién se desprende que la funciéon de densidad debe tomar el mismo valor para
todos los puntos dentro del intervalo (a,b) (y cero fuera del intervalo). Es decir,

Graficamente:
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Funcion de densidad del modelo uniforme

0 siz<a
FX(:C):P(ng):{ r=a sia:e(a,b)}

b
1 siz>b

Gréaficamente:

Funcién de distribucién del modelo uniforme
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3.2.1.1 Propiedades del modelo Uniforme

1. Su esperanza vale (b+a)/2
2. Su varianza es (b —a)?/12

3.2.1.2 Una aplicacién del modelo Uniforme: el muestreo de Montecarlo

En ciertos casos es til simular el muestreo de una variable aleatoria con una distribucién dada. El
muestreo de Montecarlo es un procedimiento general para obtener muestras aleatorias de cualquier
tipo de variable (discreta o continua) si su funcién de distribucién es conocida o se puede calcular.
De hecho, todas las muestras artificiales de Statmedia han sido generadas a través del método de
Montecarlo.

Supongamos que queremos generar una muestra procedente de una variable aleatoria X con funcién
de distribucién F'(z). El proceso comprende los siguientes pasos:

1. Obtener un valor aleatorio y entre cero y uno. Es decir, obtener una muestra de una dis-
tribucién Uniforme entre cero y uno. La mayoria de lenguajes de programacién incorporan
un generador de este tipo.

2. Considerar el valor obtenido como el valor de la funcién de distribucién a generar: y = F(z).

3. El valor z = F~1(y) (la inversa de la funcién de distribucién en el punto y ) es un valor
procedente de la distribucién de la que deseabamos generar la muestra.

4. Si queremos obtener una muestra con n individuos debemos repetir los pasos anteriores n
veces.

3.2.1.3 Generacion de una muestra procedente de una distribuciéon Binomial

Supongamos que queremos simular el experimento de contar el nimero de caras obtenidas en 5
lanzamientos de una moneda trucada con probabilidad de cara igual a 0,75 . Es decir, queremos
obtener una muestra de una distribucién Binomial con n =5y p =0, 75.

Siguiendo los pasos anteriores deberemos obtener un ntimero al azar entre 0 y 1 (un valor proce-
dente de una distribucién Uniforme entre 0 y 1) y si este valor es menor o igual a 0,75 diremos
que ha salido cara y, si es superior a 0,75 , cruz. Utiliza el siguiente programa para simular cinco
lanzamientos con nuestra moneda trucada:

3.2.2 La distribuciéon Exponencial

Este modelo suele utilizarse para variables que describen el tiempo hasta que se produce un
determinado suceso.

Su funcién de densidad es de la forma:

Lexp (=% i
f(x)z{gep( a) wzg}
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Como vemos este modelo depende de un tnico pardmetro « que debe ser positivo: a > 0. A
continuacién se muestra un programa que nos permite ver como cambia la forma de la funcién de
densidad segun el parametro a.

La funcién de distribucién se obtiene integrando la de densidad y es de la forma:

F(x):{ l—exp(=%) si x>0 }

0 si <0

Podemos utilizar el programa siguiente para calcular dicha funcién de distribucién:

3.2.2.1 Propiedades del modelo Exponencial

1. Su esperanza es a.

2. Su varianza es o?.

3. Una propiedad importante es la denominada carencia de memoria, que podemos definir asi:
si la variable X mide el tiempo de vida y sigue una distribucién Exponencial, significard que
la probabilidad de que siga con vida dentro de 20 anos es la misma para un individuo que a
fecha de hoy tiene 25 anos que para otro que tenga 60 afios.

4. Cuando el ntmero de sucesos por unidad de tiempo sigue una distribucién de Poisson de
pardmetro A (proceso de Poisson), el tiempo entre dos sucesos consecutivos sigue una dis-
tribucién Exponencial de pardmetro o = 1/\.

3.2.3 La distribucién Normal

Se trata, sin duda, del modelo continuo més importante en estadistica, tanto por su aplicacién
directa, veremos que muchas variables de interés general pueden describirse por dicho modelo,
como por sus propiedades, que han permitido el desarrollo de numerosas técnicas de inferencia
estadistica. En realidad, el nombre de Normal proviene del hecho de que durante un tiempo se
crey6, por parte de médicos y bidlogos, que todas las variables naturales de interés seguian este
modelo.

Su funcién de densidad viene dada por la férmula:

1 (x —p)®
flz) = 5 exp{ “opr donde —oo <z < 400

que, como vemos, depende de dos pardmetros u (que puede ser cualquier valor real) y o (que ha de
ser positiva). Por esta razon, a partir de ahora indicaremos de forma abreviada que una variable
X sigue el modelo Normal asi: X ~ N(u,0). Por ejemplo, si nos referimos a una distribucion
Normal con g =0y o =1 lo abreviaremos N (0, 1).

A continuacién vemos grafica de esta funcién de densidad (podeis probar a cambiar los pardmet-
ros):

Como puedes ver, la funcién de densidad del modelo Normal tiene forma de campana, la que
habitualmente se denomina campana de Gauss. De hecho, a este modelo, también se le conoce
con el nombre de distribucién gaussiana.
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3.2.3.1 Propiedades del modelo Normal

1. Su esperanza es p.
. 2 . .7 s .
Su varianza es o°y, por tanto, su desviacion tipica es o.
Es simétrica respecto a su media p, como puede apreciarse en la representacién anterior.

Media, moda y mediana coinciden (u).

ARl R

Cualquier transformaciéon lineal de una variable con distribucién Normal seguird también
el modelo Normal. Si X ~ N(u,0) y definimos Y = aX + b(cona # 0), entonces Y ~
N(ap + b, |alo). Es decir, la esperanza de Y serd ap + b y su desviacion tipica, |a|o.

6. Cualquier combinacion lineal de variables normales independientes sigue también una dis-
tribucién Normal. Es decir, dadas n variables aleatorias independientes con distribucién
X, ~ N(u;,0;) para i = 1,2,...,n la combinacién lineal: ¥ = a,X,, +a,,_1X,, 1 + ... +
a, X, + a; sigue también el modelo Normal:

Y~N (ao + zn:aiui, ‘ /Zn:a?UQ)
i=1 i=1

###La funcién de distribucién del modelo Normal

La funcién de distribucién del modelo Normal se deberia calcular, como en el resto de distribuciones
continuas, integrando la funciéon de densidad:
1 (t—p)?
e —— 7 dt
ono P { 202

Pero nos encontramos con el problema de que no existe ninguna primitiva conocida para esta
funcion, es decir, no sabemos resolver la anterior integral. Sin embargo, si somos incapaces de
calcular la funcion distribucién no podremos efectuar ningtn célculo con este modelo. ;Cémo
solucionamos el problema?

F(x)zp[xgm]:/:o

Una primera solucién podria consistir en aproximar la integral a través de técnicas de céalculo
numérico. Sin embargo, dado que el conjunto de valores que pueden tomar los pardametros p
y o son infinitos, deberiamos repetir el proceso para cada valor diferente de algiin parametro.
Afortunadamente, podemos ahorrarnos el esfuerzo aprovechando la propiedad de que cualquier
transformacion lineal de una variable Normal sigue también el modelo Normal. Por tanto, re-
plantearemos cualquier problema en términos de una Normal concreta, que suele ser la N(0, 1), de
la siguiente manera:

Si X ~ N(u,0) y entonces definimos Z = (X — p) /o se cumplird que Z ~ N(0,1)

y, por tanto:

Fo(e)= PIX <a] = P |2 —F < "”_“} =P {Zg u] :FZ(:U_M)
o o o o
A la distribuciéon N(0,1), es decir, la que tiene por media cero y por desviacién tipica uno, se le
denomina Normal reducida o tipificada. En cambio, al proceso de transformacién del cdlculo de la
funcién de distribucion de una Normal cualquiera a través de la Normal tipificada, se le denomina
tipificacién.

o7



Debemos remarcar que el proceso de tipificacién no resuelve el problema de la inexistencia de
la funcién primitiva correspondiente. Sin embargo, si es posible, mediante técnicas de céalculo
numérico, obtener la integral numérica correspondiente y elaborar unas tablas que podemos con-
sultar. Naturalmente, la tipificacién permite que con una sola tabla, la de la N (0, 1), tengamos
suficiente.

Hoy en dia, cada vez se utilizan menos tablas como la mencionada anteriormente, ya que los orde-
nadores, junto con los abundantes programas estadisticos existentes nos resuelven este problema.
Sin embargo, la imposibilidad de integrar analiticamente la funcién de densidad persiste y, aunque
nosotros no seamos conscientes, los programas informéticos realizan el proceso de tipificaciéon para
simplificar el problema.

A continuacién se presenta un programa que permite comparar la funciéon de densidad de una
distribucién Normal cualquiera con la de la Normal tipificada:

3.2.3.2 Calculo de probabilidades del modelo Normal con Statmedia

AVIS

Posar un exemple de com fer-ho amb R O buscar si algun Shiny ho fa

El siguiente programa dibuja el area bajo de la funciéon de densidad de una Normal cualquiera, a
la izquierda de un valor x, es decir, el valor de la funcién de distribucion en el punto z, cuyo valor
también calcula el programa.

Para acabar, debemos recordar que Statmedia dispone de una calculadora estadistica que también
nos permite calcular la funcién de distribuciéon de cualquier valor para una distribucién Normal
cualquiera. A continuacién se muestra dicha calculadora una vez se ha escogido la opcién de
calculadora probabilistica y, posteriormente, el modelo Normal:

Como podéis observar, calcula la funcién de densidad, la de distribucién y la inversa de esta tltima.
Ademaés, incluye otras distribuciones ya vistas o que se veran posteriormente.

Para utilizar esta calculadora sélo tenéis que apretar el botéon Calculadora de la barra de nave-
gacion.

3.2.4 La distribuciéon Gamma

Este modelo es una generalizaciéon del modelo Exponencial ya que, en ocasiones, se utiliza para
modelar variables que describen el tiempo hasta que se produce p veces un determinado suceso.

Su funcién de densidad es de la forma:

1 —Z .p—1 : 0
_ | e on siox >
f@) { 0 si <0

Como vemos, este modelo depende de dos pardmetros positivos: « y p. La funcién I'(p) es la
denominada funcién Gamma de Euler que representa la siguiente integral:

L(p) :/ P le %dx
0
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que verifica I'(p + 1) = pI'(p), con lo que, si p es un nimero entero positivo, I'(p + 1) = p | El
siguiente programa permite visualizar la forma de la funcién de densidad de este modelo (para
simplificar, se ha restringido al caso en que p es un nimero entero).

3.2.4.1 Propiedades de la distribucion Gamma

1. Su esperanza es pa.
2. Su varianza es pa?

3. La distribucién Gamma («, p = 1) es una distribuciéon Exponencial de pardmetro a.. Es decir,
el modelo Exponencial es un caso particular de la Gamma conp = 1.

4. Dadas dos variables aleatorias con distribucion Gamma y pardmetro o comtin

X~G(a,p) yY ~G(a,py)

se cumplird que la suma también sigue una distribucion Gamma

X+YNG<a7p1 +p2)

Una consecuencia inmediata de esta propiedad es que, si tenemos k variables aleatorias con dis-
tribucién Exponencial de pardmetro « (comin) e independientes, la suma de todas ellas seguira
una distribucién G(a;, k).

3.2.5 La distribucién de Cauchy

Se trata de un modelo continuo cuya funcién de densidad es:

f(:l}) = —7F T —oo < <o
5 para
T (1 € )

Cuya integral nos proporciona la funcién de distribucién:

1 arctan(x)

— ‘ 1 — 1 t=x _
F(.’L’) = Zm mdt = ﬂ_[arctan(t)]t:,oo = 2 + T

El siguiente programa permite visualizar la forma de la funciéon de densidad de este modelo y el
valor de la funcién de distribucién:
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3.2.5.1 Propiedades de la distribucion de Cauchy
Se trata de un ejemplo de variable aleatoria que carece de esperanza (y, por tanto, también de var-

ianza o cualquier otro momento), ya que la integral impropia correspondiente no es convergente:

_ [T = _ L7 2 _ 17y 2y 1 SN
E(X) —/Oo A+ )T o /oo g =5 [Jim () — lim o (22)] = 5[0 — o]

y nos queda una indeterminacion. Por tanto, la esperanza de una distribucién de Cauchy no existe.
Cabe senalar que la funcién de densidad es simétrica respecto al valor cero (que seria la mediana
y la moda), pero al no existir la integral anterior, la esperanza no existe.

3.2.6 La distribucion de Weibull

Se trata de un modelo continuo asociado a variables del tipo tiempo de vida, tiempo hasta que un
mecanismo falla, etc. La funcién de densidad de este modelo viene dada por:

B (xz\B—1 _(z\B .
a(a) 6(04) SIZ'ZO
0 siz <0

que, como vemos, depende de dos pardmetros: > 0y 8 > 0, donde « es un pardmetro de escala
y [ es un pardametro de forma (lo que proporciona una gran flexibilidad a este modelo).

La funcién de distribucién se obtiene por la integracién de la funcién de densidad y vale:

Flo)=1-e)"

El siguiente programa permite visualizar la forma de la funciéon de densidad de este modelo y el
valor de la funcién de distribucién:

3.2.6.1 Propiedades de la distribucién Weibull

1. Si tomamos J = 1 tenemos una distribucién Exponencial.

2. Su esperanza vale:

E(X) = ol (; 4 1)

3. Su varianza vale:

o= {r (3 o0) ()]

donde I'(z) representa la funcion Gamma de Euler definida anteriormente.
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3.2.7 Tabla resumen de las principales distribuciones continuas

Funciéon de

Distribucién Parametros densidad Esperanza Varianza
Uniforme a,b A-a<z<b atb (bzg)
Exponencial a>0 Lexp (—%) a a?
z >0
_ 1 _(m=p)? 2
Normal 00 <t < 00 5= €Xp 502 7 o
o>0 —o00 < T < 400
1
Cauchy‘—‘m_oo<x<00’*|*|

Weibu11|a>0ﬂ>0|§(§)ﬁ1e—<3‘>ﬂxzoar(gﬂ)\a2{r(§+1)—[r(g+1)]2}|

3.3 LA FAMILIA EXPONENCIAL DE DISTRIBUCIONES
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4 Distribuciones de probabilidad
multidimensionales

Este capitulo esta pendiente de ser introducido en los apuntes.

La versién actualizada estara disponible en el momento de inicio de la actividad, durante el
semestre actual (2024-25-S1).

En este capitulo se extiende el concepto de variable aleatoria a un conjunto de variables que pueden
interpretarse asociadas a un conjunto de medidas distintas y que pueden estar, o no relacionadas.

Tras introducir los conceptos de distribuciones multidimensionales, condicionales y marginales, se
pasa a considerar el caso mas habitual en inferencia estadistica en el que las componentes de los
vectrores son independientes entre ellas.

Este es, de hecho, el punto de partida de muchos modelos y métodos en estadistica.

4.1 Variables aleatorias multidimensionales.

4.2 Distribuciones conjuntas, marginales y condicionales,.
4.3 Valores esperados, covariancia y correlacion.

4.4 Independencia de variables aleatorias

4.5 Distribuciones multivariantes: multinomial y normal bivariante.
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5 Grandes muestras

Este capitulo estd pendiente de revisién, para corregir posibles problemas derivados de la im-
portacién, desde la antigua version en HTML, a la versién actual.

Estos problemas siempre seran estéticos y no conceptuales, por lo que la lectura del texto en su
estado actual no inducira a errores conceptuales en ningtin caso.

La primera seccién, ademas, esta pendiente de ser introducida en los apuntes.

La version actualizada estard disponible en el momento de inicio de la actividad, durante el
semestre actual (2024-25-S1).

5.1 Introduccién: Aproximaciones asintéticas
5.1.1 Convergencia de variables aleatorias

5.2 Leyes de los grandes nimeros

5.3 El teorema central del limite

El teorema central del limite (a partir de ahora, TCL) presenta un doble interés. Por un lado,
proporciona a la estadistica un resultado crucial para abordar el estudio de la distribucién asin-
totica de muchos tipos de variables aleatorias. Como se vera en proximos capitulos, va a resultar
bésico en la construccién de contrastes de hipdtesis y de intervalos de confianza, dos herramientas
esenciales en estadistica aplicada.

Ademéds, el TCL proporciona una explicaciéon teérica fundamentada a un fenémeno habitual en
experimentos reales: las variables estudiadas presentan muchas veces una distribucién empirica
aproximadamente normal.

El TCL forma parte de un conjunto de propiedades relativas a las convergencias de variables
aleatorias. En este tema se estudia s6lo un tipo de convergencia, la convergencia en ley, ya que es
necesaria para entender el enunciado del TCL. Se descarta, pues, en este documento el estudio de
los otros tipos de convergencias (en probabilidad, casi segura, etc.) y el estudio de las leyes de los
grandes nimeros.

Posiblemente el lector con poca formacién en analisis matematico hallara alguna dificultad en la
primera lectura de la definicién de convergencia en ley y en el enunciado del TCL. Si es este el
caso, los ejemplos incluidos han de ayudar en su comprensiéon. Consideramos al TCL un resultado
bésico con el que hay que familiarizarse, ya que se aplicara repetidamente en los proximos temas.
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5.3.1 Sumas de variables aleatorias

El TCL estudia el comportamiento de las sumas de variables aleatorias. En temas anteriores se
han visto ya ejemplos de sumas de variables aleatorias.

Formalmente, la suma de dos variables aleatorias corresponde a la siguiente aplicacién: si X; y
X, son dos variables aleatorias definidas sobre €2, la suma es:

X, 4+ X, 0 =R
w X (w) + X5 (w)

La suma de dos variables puede extenderse sin dificultad a sumas de tres, cuatro,... y, en general,
n variables aleatorias.

El TCL se ocupa de las sucesiones de variables aleatorias. En el contexto del TCL una sucesién
corresponde a un conjunto donde el primer elemento es una variable aleatoria, el segundo elemento
es la suma de dos variables aleatorias, el tercero es la suma de tres variables aleatorias, y asi
sucesivamente.

Una sucesién es un conjunto de elementos infinitos, que se designan simbdlicamente mediante
{X,,}. Cada uno de los elementos de la sucesién (que es una variable aleatoria) lleva asociada una
determinada funcién de distribucién:

X, =+ F,

Asi pues, la sucesién de variables aleatorias lleva asociada una secuencia paralela de funciones de
distribucioén.

En los ejemplos se presentan sumas de variables aleatorias de diferentes tipos.

5.3.1.1 Presentacion de los ejemplos

Ejemplo 1: sumas de variables binomiales.
FEjemplo 2: sumas de variables Poisson.
Ejemplo 3: sumas de n puntuaciones de dados.
Ejemplo 4: sumas de variables uniformes.
Ejemplo 5: sumas de variables exponenciales.

Tl W

5.3.2 Definicion de convergencia en ley

La siguiente definicién se ocupa del comportamiento de las sucesiones. Sea {X,,} una sucesién de
variables aleatorias, y sea {F), } la correspondiente sucesién de funciones de distribuciéon. Se dice
que {X,,} converge en ley a una variable aleatoria X de funcién de distribucién F si:

lim F, (x) = F(xz) para todo x donde F' es continua.
n—oo

Se indica que la sucesion converge en ley mediante el simbolo:

L
X —X

n
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El significado de la definicién es que, al aumentar arbitrariamente n, las sucesivas funciones de
distribucién de la secuencia se aproximan a la distribucién F' de la variable X.

En los ejemplos se presentan graficamente algunas situaciones donde diferentes sucesiones de vari-
ables aleatorias convergen en ley a una variable aleatoria normal.

5.3.2.1 Representacion grafica de la convergencia

Ejemplo 1: primeros elementos de una sucesién de sumas de variables binomiales.
Ejemplo 2: primeros elementos de una sucesién de sumas de variables Poisson.
Ejemplo 3: primeros elementos de una sucesion de sumas de variables discretas.
Ejemplo 4: primeros elementos de una sucesion de sumas de variables uniformes.
Ejemplo 5: primeros elementos de una sucesion de sumas de variables exponenciales.

Cus W

5.3.3 Enunciado del teorema central del limite

A continuacién se presenta el enunciado del TCL en la version de Lindeberg y Lévy. Teorema:
Sea X, X,, ..., X,,, un conjunto de variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas,
cada una de ellas con funcién de distribucién F, y supongamos que E (X,) = pyvar (X,) = o2
para cualquier elemento del conjunto. Si designamos a la suma normalizada de n términos con el
simbolo:

" ov/n

entonces la sucesion de sumas normalizadas converge en ley a la variable aleatoria normal tipificada
Z ~ N(0,1), es decir:

, L
Sk —
El teorema anterior tiene dos importantes corolarios:

1. Si consideramos la suma ordinaria de las n variables aleatorias, es decir, S,, = X; + Xy +
... + X,,, entonces la sucesiéon de sumas ordinarias converge en ley a una normal de media
nu y varianza no?.

2. Si consideramos el promedio de las n variables aleatorias, es decir, n~1S,,, entonces la sucesiéon

de promedios converge en ley a una normal de media p y varianza n='o?.

5.3.3.1 Comentarios al teorema:

1. La convergencia a la normal tipificada se produce con cualquier tipo de variable que cumpla
las condiciones del teorema, sea discreta o absolutamente continua.

2. Un sin6nimo para indicar que una sucesion converge en ley a una normal es sefialar que es
asintéticamente normal.

3. El TCL presenta el comportamiento de sumas infinitas de variables aleatorias. Veremos
posteriormente como interpretar el resultado para valores finitos.
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4. Existen otras versiones del TCL dénde se relajan las condiciones de la versiéon de Lindeberg
y Lévy, que, como se ha visto, obliga a las variables aleatorias a tener idénticas medias y
varianzas. Dichas versiones del TCL necesitan el conocimiento de conceptos matemaéticos
que exceden el nivel al que se orienta Statmedia, y por esta razén se omite su enunciado.

5.3.4 Aplicacién del TCL a los ejemplos

e Ejemplo 1: normalidad asintética de la Binomial.

e Ejemplo 2: normalidad asintética de la Poisson.

o Ejemplo 3: normalidad asintética de la suma de puntuaciones de un dado.
e Ejemplo 4: normalidad asintdtica de la suma de uniformes.

e Ejemplo 5: normalidad asintética de la suma de exponenciales.

5.3.5 Casos particulares mas notables

Aunque el TCL tiene multitud de casos particulares interesantes, son especialmente relevantes
para el desarrollo de los proximos temas los siguientes casos:

5.3.5.1 Promedio de n variables aleatorias

Al considerar n variables independientes, todas con la misma distribucién, cada una de ellas con

esperanza igual a p y varianza igual a o2, el promedio es asintéticamente normal con media

p y varianza n~'o?. Este resultado proporciona una distribucién asintética a la media de n

observaciones en el muestreo aleatorio simple que se estudiara en el proximo tema.

5.3.5.2 Binomial de parametros n y p

Es asintéticamente normal con media np y varianza np (1-p). Histéricamente (de Moivre, 1733),
es el primer resultado demostrado de convergencia a una normal.

5.3.56.3 Poisson de parametro n\

Es asintéticamente normal con media n\ y varianza nA.

Los dos ultimos puntos se han detallado en los e¢jemplos 1 (binomial) y 2 (Poisson).

5.3.6 Interpretacion del teorema central del limite
El TCL hace referencia a sucesiones infinitas, por tanto, la igualdad de las distribuciones se alcanza
sOlo en el limite, y hace mencién a una distribucién final teérica o de referencia.

Sin embargo, puede utilizarse esta distribucién final de referencia para aproximar distribuciones
correspondientes a sumas finitas. Algunos casos particulares importantes (binomial, Poisson, etc.)
alcanzan grados de aproximacion suficientes para sumas con no demasiados términos.

Los resultados que se indican a continuacién son, por tanto, aproximaciones que se consideran
usualmente suficientes, pero conllevan errores numéricos de aproximacién.
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1. Binomial: aproximar sin > 30y 0.1 < p < 0.9 a una normal de media np, varianza np(1—p).
Ver aqui mas detalles.

2. Poisson: aproximar si A > 10 a una normal de media A y varianza A. Ver aqui méas detalles.

Para evaluar aproximadamente el error cometido en las aproximaciones, puede consultarse los
cuadros graficos de los ejemplos de este tema.

El TCL permite aproximar funciones de distribucién, independientemente del cardcter (continuo
o discreto) de las variables sumadas. No sirve, por tanto, para aproximar la funciones de densidad
discretas por una normal. En el caso continuo si puede establecerse también una convergencia de
las densidades asociadas.

Finalmente, es conveniente mencionar que existen resultados teéricos que permiten estudiar la
velocidad de convergencia de una suma de variables aleatorias a la normal, sin embargo la dificultad
técnica que conllevan trasciende el nivel marcado para el conjunto de documentos marcado para
Statmedia.

5.3.7 Aproximaciones y errores numéricos

e Ejemplo 1: error en la aproximacién de la binomial.

e Ejemplo 2: error en la aproximaciéon de la Poisson.

e Ejemplo 3: error en la aproximacion de la suma de puntuaciones de un dado.
« Ejemplo 4: error en la aproximacion de la suma de uniformes.

e Ejemplo 5: error en la aproximaciéon de la suma de exponenciales.

5.3.8 Acerca de las variables aproximadamente normales

En general, cuando se estudia en experimentos reales una determinada variable no se conoce su
distribucién teodrica. Sin embargo, puede establecerse su distribucion empirica a partir de una
muestra mas o menos amplia.

Una forma habitual de presentar la distribucién empirica es construir el histograma de clases de
dicha variable. Es un hecho conocido desde el siglo XIX que esta distribucién empirica presenta
muchas veces una forma que es aproximadamente normal. Por ejemplo, al realizar un estudio sobre
el peso de adultos varones de dieciocho anos en Catalunya, se observé la distribucién siguiente en
la muestra:
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Recuento

0

gs. 00 V200 V600 30,00

peso

El TCL permite dar una explicacién a este fendémeno. La variable peso de un adulto viene deter-
minada en cada individuo por la conjuncién de multitud de diferentes factores. Algunos de estos
factores son ambientales (dietas, ejercicio, enfermedades, etc.) y otros son congénitos. Con el nivel
actual de conocimiento no se pueden desglosar completamente todos los factores que intervienen,
pero puede aceptarse en cambio que la variable peso es el resultante de la suma de diferentes
variables primarias, congénitas o ambientales, y que posiblemente no todas tienen el mismo grado
de influencia. Seguramente, estas variables primarias tampoco tienen la misma media, varianza o,
incluso, la misma distribucién.

La version del TCL que se ha presentado aqui exige estas condiciones para la convergencia a la
normal, pero, como ya se ha comentado antes otras versiones mas elaboradas del TCL permiten
modelar la suma de variables de forma menos restringida. En este contexto, al considerar la
variable peso como una suma mas o menos extensa (pero finita) de diferentes variables primarias,
es esperable que ocurra que la variable resultante, el peso, siga una distribucién aproximadamente
normal.

De forma similar es explicable la normalidad aproximada que se observa en muchas variables
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biométricas (pesos, alturas, longitudes, concentraciones de metabolitos, distribuciones de edad,
etc.) asf como en muchos otros contextos (distribucién de rentas, errores de medicién, etc.). A
pesar de esta ubicuidad de la distribucién normal, el lector no debe inferir que es forzosamente, ni
mucho menos, la distribucién de referencia en todo estudio aplicado.
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6 Introduccion a la inferencia estadistica

Este capitulo estd pendiente de ser introducido en los apuntes.

La versiéon actualizada estara disponible en el momento de inicio de la actividad, durante el
semestre actual (2024-25-S1).

Se plantean los problemas que trata la inferencia. Se relaciona con el capitulo anterior a través de
la idea del muestreo aleatorio simple y las distribuciones en el muestreo.

Se plantea el problema de la estimacién como una forma de aproximacion a las caracteristicas de
las distribucionesa partir de muestras aleatorias simples.

Se abordan las distintas formas de construccién de estimadores.

6.1 Los problemas de la inferencia estadistica.

6.2 Muestreo y distribuciones en el muestreo.

6.3 La verosimilitud y su papel en la inferencia estadistica
6.4 El problema de la estimacion. Tipos de estimadores.

6.5 Métodos de obtencion de estimadores. Estimadores maximo
verosimiles y estimadores bayesianos.

6.6 Propiedades de los estimadores.
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7 Estimacion por intérvalos

Este capitulo estd pendiente de ser introducido en los apuntes.

La versiéon actualizada estara disponible en el momento de inicio de la actividad, durante el
semestre actual (2024-25-S1).

Se plantea el problema de la estimacién como una forma de aproximacién a las caracteristicas de
las distribucionesa partir de muestras aleatorias simples.

Se abordan las distintas filosofias para la construcciéon de estimadores.

7.1 Preliminares: estimacion del error estandar e Introducciéon al
bootstrap

7.2 Estimadores por intervalo: intervalos de confianza

7.3 Intervalos de confianza para caracteristicas de una poblacién
normal (media, varianza),

7.4 Intervalos de confianza bootstrap.
7.5 Intervalos de confianza para proporciones binomiales

7.6 Intervalos de confianza para parametros en muestra grandes y
para casos generales (tasas, OR, ...)

7.7 Aplicaciones: calculo del tamaiio muestral
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8 Pruebas de hipotesis

Este capitulo estd pendiente de ser introducida en los apuntes.

La versiéon actualizada estara disponible en el momento de inicio de la actividad, durante el
semestre actual (2024-25-S1).

Se plantea el problema de las pruebas de hipotesis. Se discuten las aproximaciones y los conceptos
asociados. Se trata el problema de la crisis de la significacién.

8.1 Conceptos basicos: pruebas de hipoétesis y de significacion,
pruebas unilaterales y bilaterales, tipos de error, valores criticos de
test y p-valores

8.2 Potencia de un test. Calculos de potencia y de tamano de la
muestra. Tamaiio del efecto.

8.3 Meétodos de construccion de tests.

8.4 Problemas asociados al uso de tests estadisticos. La crisis de la
significacion
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9 Inferencia Aplicada

Este capitulo estd pendiente de ser introducida en los apuntes.

La versiéon actualizada estara disponible en el momento de inicio de la actividad, durante el
semestre actual (2024-25-S1).

Se muestra como deducir y aplicar algunos de los tests mas populares.

9.1 Pruebas de normalidad.Pruebas graficas. El test de Shapiro-Wilks

9.2 Pruebas de hipotesis para constrastar variables cuantitativas:
pruebas parametricas t-test y Anova

9.3 Pruebas de hipotesis para constrastar variables cuantitativas:
pruebas de hipoétesis no paramétricas de Wilcoxon y Kruskal-Wallis

9.4 Contrastes para datos categéricos. Pruebas binomiales, ji
cuadrado y test de Fisher.

9.5 Riesgo relativo y razén de «odds»
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10 Computacion Intensiva y Multiple Testing

Este capitulo estd pendiente de ser introducida en los apuntes.

La versiéon actualizada estara disponible en el momento de inicio de la actividad, durante el
semestre actual (2024-25-S1).

Se introducen distintos métodos cuyo nexo comun es la computacion intensiva.

10.1 Tests de permutaciones; jQué?, jCuando?, ;C6mo?
10.2 El bootstrap en contraste de hipétesis
10.3 El problema de las comparaciones multiples

10.4 Métodos de control de error: FWER y FDR
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